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Aufgabe 24 : (Transformationen des Wiener-Prozesses)

Ein Standard-Wienerprozess {B(s) : s € R} ist bekanntlich ein gaufiischer
Prozess mit

EB; =0, cov(Bs,By) =sAt.

Die Verteilung L({B;s : s € R }) wollen wir hier als ein Wahrscheinlichkeitsmafl
Q auf dem Raum aller Funktionsgraphen betrachten. (Es geht um Funktionsgra-
phen stetiger Funktionen iiber R, also um spezielle Teilmengen von R, x R.)

Betrachte die Abbildung
1 2

§ macht aus den Pfaden von B(.) Pfade eines neuen Prozesses Y(.) . Y(,) nimmt
zur Zeit % den Wert ¥ an, genau dann, wenn B(.y zur Zeit ¢t den Wert z annimmt.

V(1) =t vio-sn(l)

a) Zeigen Sie, dass Y'(-) ein Standard-Wienerprozess ist.

b) In dhnlicher Weise konstruieren Sie aus B(-) eine zuféllige Funktion Z(-)
itber dem Einheitsintervall

Z(lj—s) - 141—8.3(8)'

Zeigen Sie, dass Z(-) eine Standard-Brown’sche Briicke ist.

cov(Zy, Z,) = min{u - (1 —v), (1 — u)v} fiir u,v € [0,1] .

Aufgabe 25 :  (Ornstein-Uhlenbeck-Prozess)
{B(s) :s € R} sei eine Brown’sche Briicke und

U(t) = exp (-é) ‘B(e') firteR.

{U(t) :t € R} ist der Ornstein-Uhlenbeck-Prozess. Es handelt sich um einen
gauflischen Markov-Prozess im stationéren Zustand.
Die bedingte Verteilung

L(U(t+ h)|2Ay)
ist eine Normalverteilung, deren Erwartungswert und Varianz von U (t) abhéngt.
Berechnen Sie

E(U(t—h)|U®)) und var(U(t + h)|U(t)) .



Aufgabe 26 : (Martingale zu einem Prozess mit unabhingigen Zuwichsen)

{X(t) :t e R;} sei ein im Nullpunkt startender Prozess mit stationédren
unabhéingigen Zuwichsen.

,LLh:L:(Xt+h—Xt) fiir hZO

2A; sei die von den X, s < ¢ erzeugte o-Algebra.
Wir nehmen an, dass die pp, kurze Schwénze haben in dem Sinne

Eexp(¥ - X;) < oo fir ¢ in einer Umgebung V' der Null.
Man hat dann eine Funktion (), sodass
E(exp(¥- X;)) =exp (t-(9)) fiir alle ¢ .
Zeigen Sie, dass fiir jedes ¥ € V' der Prozess
My =exp (—t-9(V)) - exp(V - X;)

ein Martingal ist.



