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1.1 : Die analytischen Funktionen auf einer Kreisscheibe 1

1 Komplexe Differenzierbarkeit

In der Algebra behandelt man die Polynome als formale Rechengroien, die man linear
kombinieren, miteinander multiplizieren und (formal!) differenzieren kann. Man arbeitet
mit den Koeffizientenfolgen. Die Polynome mit komplexen Koeffizienten kénnen alterna-
tiv als komplexwertige Funktionen einer komplexen Variablen z verstanden werden. Die
Addition und die Multiplikation werden dabei zu punktweisen Operationen; die Differen-
tiation wird zu einer infinitesimalen ‘lokalen” Operation. Wenn man unter dem lokalen
Aspekt verallgemeinern will, dann gelangt man nicht zu den formalen Potenzreihen, (von
welchen im Abschnitt 1.5 die Rede war), sondern zu den (in einem offenen Kreis Kg C C)
konvergenten Potenzreihen, von welchen schon einmal kurz im Abschnitt 6.3 bei der lokal
gleichméBigen Konvergenz die Rede war.

Wir werden uns in diesem Abschnitt mit etwas allgemeineren Typen von Funktionen
auseinandersetzen, bei welchen wie bei den Potenzreihen die ‘komplexe Differentiation’
eine zentrale Rolle spielt. Dies sind die Funktionen auf einem Gebiet C C, die sich lokal
durch Potenzreihen darstellen lassen. Sie heissen die analytischen Funktionen.

Wenn man bei den analytischen Funktionen auf einem Gebiet C C das Konzept der
Stammfunktion verfolgt, dann kommen topologische Fragen in den Blick. Man muss sich
mit Kurvenintegralen befassen. Wir werden im zweiten Unterabschnitt etwas weiter aus-
holen. Wir diskutieren rektifizierbare Kurven in einem vollstdndigen metrischen Raum,
sowie die Integration von 1-Formen entlang solcher Kurven. Dabei werden auch die Be-
griffe ‘zusammenhéngend’ und ‘bogenzusammenhéngend’ zu diskutieren sein.

Im dritten Unterabschnitt behandeln wir dann die analytischen Funktionen ausgehend
vom geometrisch konzipierten Begriff der Holomorphie.

Wir werfen dann nochmals einen Blick auf die sog. elementaren Funktionen, die jetzt
aber als Funktionen einer komplexen Verénderlichen verstanden werden. Und wir be-
schliessen unseren Einblick in die 'Funktionentheorie’ mit Rechenaufgaben zur Verlage-
rung von Integrationswegen.

1.1 Die analytischen Funktionen auf einer Kreisscheibe

Definition 1.1 (Der Funktionenraum Ag).

Eine komplexwertige Funktion f(z), die im offenen Kreis Kg = {z : |z| < R} € C durch
eine konvergente Potenzreihe dargestellt wird, nennt man eine in Kg analytische Funktion:
f(z) =Y 3 an-2™ Die Menge dieser Funktionen wird mit Ag bezeichnet.

Zur Erinnerung: Koeffizientenfolgen, Identititssatz, kompakte Konvergenz.
Wir haben oben in 6.3 bewiesen, dass die in Kg analytischen Funktionen genau durch die
Folgen (ag, ar, az,...) mit limsup la,//* < 1/R  dargestellt werden.

Die Koeffizientenfolge (an)n (und damit die Funktion) ist eindeutig bestimmt durch
die Werte der Funktion in einer beliebigen abzédhlbar unendlichen Menge, die sich im
Nullpunkt hauft.
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2 Komplexe Differenzierbarkeit Analysis 1

Man sagt von einer Folge (f™)y in Ag, dass sie gegen f € Ag (im Sinne der kompak-
ten Konvergenz) konvergiert, wenn gilt

sup{ f™(z) — f(z)|: |zl <1} 2220 fiir alle r < R

Man spricht auch von lokal gleichméfliger Konvergenz. Wir haben gesehen, dass dieser
Konvergenzbegriff durch eine translationsinvariante Metrik dg(-,-) beschrieben werden
kann. Wir haben behauptet, aber nicht bewiesen, dass der metrische Raum (AR, dg(-, ))
vollsténdig ist.

Wir werden allgemeiner die Funktionen auf einem Gebiet G C C betrachten, die
sich lokal durch Potenzreihen darstellen lassen; man nennt sie die auf G analytischen
Funktionen. Der Raum Ag dieser Funktionen ist vollstédndig in dem folgenden Sinn: Wenn
eine Folge auf G analytischer Funktionen lokal gleichméfig eine Cauchy-Folge ist, dann ist
die Limesfunktion eine auf G analytische Funktion. Die Folge der abgeleiteten Funktionen
konvergiert lokal gleichméfig gegen die Ableitung der Grenzfunktion. Um das zu beweisen
holen wir weiter aus.

Satz 1.1.1 (Multiplikation in Ag und formale Differentiation).

Die formale Differentiation liefert eine surjektive lineare Abbildung des Funktionenraums
Ag auf sich: D: Ar3f(z)=)Y3Fan-z" +— ) "n-a,- -2V =1(z) € Ag

Es sind genau die konstanten Funktionen, die auf die Nullfunktion abgebildet werden.
Ar st eine Funktionenalgebra, auf welcher die Differentiation als Derivation wirkt, d. h.

D(f-g)=f-D(g)+g-D(f).

Beweis. Es gilt limsup m-a,'/™ = limsup |a,|"/™. Die Potenzreihe der derivierten
Funktion hat also denselben Konvergenzradius wie die Funktion selber.

Zu g(z) = Y Jbn-2" € Ag ist  S(g) = Y § n+r1bn -z eine in Ky analytische
Funktion mit der Ableitung g. Die Derivation ist also auf Agr surjektiv.

Es seien (an)n und (by)n Folgen mit limsup |a,| < 1/R, limsup |b,| < 1/R; und es sei
Cn=1 probn i fiirn=0,1,2,.... Zu jedem v < R existiert eine Konstante C, sodass
lan < C-(1/1)™, [bn < C- (1/7)™ fiir alle n. Es gilt dann

e < M 4+1)-C2-(1/m)%- (1/7) % und daher limsup|ca|"™ < 1/r.

Da diese Abschitzung fir alle v < R gilt, hat die Potenzreihe ) cnz™ einen Konvergenz-
radius > R.
Die Produktregel fiir die formale Differentiation als Operation auf den Koeffizientenfolgen
haben wir im Abschnitt iiber formale Potenzreihen bewiesen.

Bemerke: Die formale Derivation k-mal auf f(z) = Y a, - z" angewandt liefert

o0 o0

DX(f) = Z[Tl]kanln_k = Z [m + Klxamixz™,

n=k m=0

mit der Notation [n]xy =n(n—1)(n—2)---(n—k+1) (‘n untere Faktorielle k)
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1.1 : Die analytischen Funktionen auf einer Kreisscheibe 3

Satz 1.1. 2 (Differenzenquotienten).
Es sei f(z) = anz™ € Ag und f'(z) = Y naz™ .
Fiir jedes T < R gibt es dann eine Konstante C(r), so dafl

f(w) — f
% —f'(z)| < C(r) - lw—72] fiir alle z,w mit |z| < 1, w| <.
Die Konstante kann abgeschitzt werden: C(r) < 3 Zn — 1Dlayjr™
Beweis. W:v:z" — w4 w2 4wz 2 4 2]
W‘:):Zn o TLZn_1 _ (Wn—1 . Zn—]) + (Wn—z _ Zn—Z)Z 444 (W — Z) Zn_z

Man kann aus jedem Summanden den Faktor w—z herausziehen,; der Multiplikator besteht
dann insgesamt aus zn( —1) Termen mit Betrag < r™2

Bemerke: Das Resultat besagt insbesondere, das sich die (zunéichst formal auf der
Grundlage der Koeffizienten definierte) Ableitung f’ als lokal gleichméBiger Limes von
'Differenzenquotienten’ ergibt.

Satz 1.1.3 (Umzentrieren).
Sei R der Konvergenzradius von )_ anz™; und sei|zo| < R. Es existieren dann bg, by, by, . . .,

so daf
Zka_ZO =f(z Zanz fiir |z — zo| < R —zo|.

Bevor wir uns dem Beweis zuwenden, bemerken wir: Die Koeffizienten b, sind eindeu-
tig bestimmt. Eine Konsequenz des Satzes ist eine Verschiarfung des sog. Identitétssatzes
fiir konvergente Potenzreihen: Wenn eine Funktion in Kg durch eine Potenzreihe darge-
stellt wird und auf einer Folge verschwindet, die sich im Inneren von Ky héuft, dann ist
sie die Nullfunktion, und das bedeutet, dass alle Koeffizienten verschwinden.

Die Koeffizienten by kann man nicht wie bei den Polynomen (Horner—-Schema) durch
einen finiten Algorithmus bestimmen. Wir zeigen, dass man sie als Werte von Reihen oder
als Werte von Integralen gewinnen kann. Zunéchst die Reihendarstellung:

Satz 1.1.4 (Reihendarstellung der Koeffizienten).
Es sei Y _anz™ eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius R. Ist zog ein Punkt im Kon-

vergenzkreis und by = %f(k)(zo) =) = [m“d Amikzyt dann gilt

Zbk(z—zo)k: Z anz™  fir  |z—zol < R—|zol.
k n

. K K)! .
Beweis. [m;:! e (“njk!) = (L‘) mit n=m+Kk.
K
E %f(k)(lo)(l - Zo)k = E (T:Jk,) QmikZg (2 — Zo)k =

K m
= Z Z 20 Mz —z0)* = Z an(zo+ (z—20))" =f(z)
n k
nach dem Binomialsatz (a+b)™ =Y (})akb™*
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4  Komplexe Differenzierbarkeit Analysis 1

In konkreten Beispielen wird man die Koeffizienten der umzentrierten Potenzreihe
nicht immer mit einem allgemeinen Verfahren zu bestimmen suchen; manchmal fiihren
einfachere adhoc-Rechnungen zum Ziel.

Beispiel 1.1.1. (Die geometrische Reihe)

Die Funktion f(z) = ]%Z , definiert fiir z € C\ {1}, ist in {|z| < 1} durch eine Potenzreihe
mit Zentrum 0 darstellbar. In {z : |z — zo| < |1 — 20|} ist sie in eine Potenzreihe mit dem
Zentrum zq darstellbar.

1 n 2 3 .
f(z) = ]_Z:ZZ =14z+22+22+... firlzl <1
1 1 1 "
1—2_(1—20)—(2—20)_1—20.1—12:2 _Zbk(Z_ZO)
1
fiir |Z—Zo’<“—Zo|, wobei bk:“—Zo)i(kJr” = Ff(k)(Zo).

Beispiel 1.1.2. (Der Hauptwert des Logarithmus In(1 4 z) im Kreis |z| < 1)
Wir wissen schon: Wenn |a,| beschriankt ist, dann ist der Konvergenzradius von ) anz™
mindestens 1. Betrachten wir z.B.

f(z) = z— 322+ 125 - 128 + ... fiir [z] <1

Die Ableitung kennen wir bereits flz2)=1—z+22—23+. %

Es sollte daher nicht verwundern, dafl unsere Potenzreihe die Funktlon In(T+z)in|z| < 1
darstellt. Genauer: Sie stellt dort den sog. Hauptwert des Logarlthmus dar. Fiir [zo| < 1
und |z — zg| < 1 — |zo| gilt nach unserem Satz f(z) = Y J cx - (z — 20)* mit gewissen
Koeffizienten cy. Es gilt fiir diese z

f(z) =In(1—zo+ (2= 20)) =In(1 — zo) + In(1+ 2)

1—2z9
=In(1 —z0) — Z(Zo — 1) (z—z0)"
k=1

Hinweis: Wir bemerken, dass die Potenzreihe mit dem Zentrum zy nicht nur im Kreis
{lz—zol < 1—z¢|} konvergiert, sondern sogar im grofieren Kreis {|z — zo| < |1 —z|}. Auch
fiir die z im groferen Kreis stellt die Reihe den Hauptwert des Logarithmus dar; denn
keiner dieser Kreise trifft die negative reelle Achse.

Beispiel 1.1.3. (Newtons Binomialreihe)

Bei der Diskussion der Gamma-Funktion haben wir das Wachstumsverhalten der Bino-
mialkoeffizienten bestimmt: (z) =0 (k*"‘*l) fiir k — o0, « fest.

Das zeigt, dass Newtons Binomialreihe im Einheitskreis konvergiert. Wir zeigen, dass man

die dort dargestellte Funktion auch anders beschreiben kann, namlich

i <1°1‘) = (1+2)%  firld <1

0
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1.1 : Die analytischen Funktionen auf einer Kreisscheibe 5

Der Sinn der allgemeinen Potenzen im Komplexen muss jetzt noch kommentiert werden.
Beginnen wir mit der n-ten Wurzel fiir n € {2,3,...}: Fiir jede komplexe Zahl w #
0 gibt es genau n verschiedene n-te Wurzeln: sie gehen auseinander hervor durch die
Multiplikation mit den n-ten Einheitswurzeln e?™/™¥, Es existiert genau ein z = |z|e'® mit
2" =w, —t/n < ¢ < 1r/n; diese Zahl nennt man den Hauptwert der n-ten Wurzel. Es gilt
offenbar z = e!/™"W wo In(-) der Hauptwert des Logarithmus ist. Diese Definition beniitzt
man fiir alle . Wenn o keine ganze Zahl ist, dann ist also die Funktion w* = g*w
unstetig in den Punkten der negativen reellen Achse. Wenn man den Definitionsbereich
auf die geschlitzte Zahlenebene G einschréinkt, erhélt man eine analytische Funktion. Die
oben aufgestellte Behauptung lautet in priazisen Worten: Die Funktion (1 + z)% wird im

Einheitskreis durch Newtons Binomialreihe dargestellt. Die Ableitung ist o - (1 +z)*.

Potenzreihen und einseitige Fourier—Reihen
Sei > o anz™ = f(z) fiir [zl < R; und sei r < R.  Die Einschrinkung von f(-) auf
die Kreislinie {z =relt:tc R/ 271} liefert dann eine 27t-periodische Funktion

- - 0 firn <0
h(t) =f(re!') = ) cpe™firte R mit c,=
®) (re™) ; " " a,r*  firn >0,
Hier konnen wir jetzt die Formel fiir die Koeffizienten einer (hier absolut summablen)
trigonometrischen Reihe anwenden. (Icnl < const g™ mit q < 1.)

+7T +7t
1 1 ) 1 1 . )
(n) — _ . —int _ ity,.,it
f(0) an i J e ™h(t)dt ZT(J (re“)““f(re Jrettdt

—7t —7t
Die aufwendigere Formel am Ende dient der Verallgemeinerungen der kommenden Ver-
allgemeinerungen. Wir werden dann auch allgemeinere ‘Umlaufsintegrale’ in den Blick
nehmen.

Mit dhnlichen Integralen gewinnen wir jetzt auch noch die Ableitungen von f(-) in
beliebigen zy mit Inneren des Konvergenzkreises.

Satz 1.1.5 (Cauchy’s Integralformel fiir Kreise).
Sei Y anz™ =f(z) fir |zl <R und v <R . Fir|zol <t undn =0,1,2,... gilt dann

+7t

1 1 1 L 1 1
(m) _ it it —
—n!f (20) I J —(reit—zo)““f(re Jrettdt —Zni%i(C—zo)“”ﬂC) dc.

Beweis. Wir beweisen die erste Gleichung, auf die zweite kommen wir zurick, wenn wir
die hier beniitzte Notation eingefiihrt haben
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6 Komplexe Differenzierbarkeit Analysis 1

1. Wir beweisen die Integralformel zundchst nur fir Polynome. Es geniigt, den Fall
r =1 zu studieren: Es ist |zo| < 1 und integriert wird tiber den Einheitskreis.

Fiir das Monomp(z) = (z—zo)™ (m =0,1,2,...) liefert die linke Seite als Werte
der Ableitungen im Punkt zg

1 {1 firm=m

—,P(n)(lo): .
n! 0 firme{0,1,... m—1}U{m+1T,m+2, ...}

Der Integrand auf der anderen Seite ist

W(eit —zp)Melt dt
2. Fiir n = m liefert die Integration wegen m =1+zoe M+ (zoe )2+ ...
1 1
2n J (eit—ZO)eitdt: 2n J mdt: :

Beachte: Hier wurde die Annahme |zo| < 1 wesentlich beniitzt.
3. firne{0,1,...,m— 1} ist der Binomialsatz auf den Integranden anwendbar
(et —zo)te* mit €=0,1,...,m
Integration jedes Terms tiber die volle Periode liefert 0.

4. firn e {m+1,m+2,...} liefert die binomische Reihe das gewiinschte Resultat = 0.

5. Daraus ergibt sich also in der Tat fiir das Monom p(z) = (z — zo)™

1 —itl it - —itk
me e = Z bke , { > 2.
k=(—1

Wegen der Linearitdt haben wir die Integralformel fiir beliebige Polynome .

6. Auch fir allgemeine Y5 anz™ = f(z) geniigt es, den Fall T =1 zu betrachten.

Fiziere n. Gleichmdfsig fiir zo € {z : |z| < 1— 8} gilt

1
—f™(z) = lim Z diz§ mit gewissen dy.

n! N— o0
Wenn wir N gentigend grof$ wdihlen, ist der Rest im Betrag < € gleichmdflig in zo.
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1.1 : Die analytischen Funktionen auf einer Kreisscheibe 7

ity _ 7 N ikt _ 1; it

7. f(e )—]\1152020 age —h{]nsN(e ).
Wenn wir N gentigend grofl wihlen, dann ist der Fehler < ed™'; daher gilt fiir den
Integranden

1

A |f(e™) —sn(e™)] <e.

Fiir die Grofien, deren Gleichheit die Integralformel behauptet, kommt es also (bis
auf € ) nur auf eine passende Partialsumme an. Fir Polynome ist die Integralformel
aber bereits bewiesen.

Satz 1.1.6 (Die Vollsténdigkeit von Ag).

Es sei (fn(+))n eine Folge von Funktionen, die in {z : |z| < R} in eine Potenzreihe entwi-
ckelbar sind. Wenn fiir jedes v < R die Einschrankungen auf die Kreislinie {C : |{] = r}
(r < R) gleichmafig konvergieren, dann konvergiert die Funktionenfolge fn gleichmdfig
auf {z : |z| < v} fiir jedes v < R. Die Grenzfunktion f wird auf {z : |z| < R} durch eine
Potenzreihe dargestellt. Thre Koeffizienten sind die Limiten der Koeffizienten der fn.

Beweis. Fiirt < R betrachte die 2t—periodischen Funktionen hyn(t) = fa(ret) t € R.
Da die (hn(t))N nach Voraussetzung gleichmdfig konvergieren, konvergieren ebenfalls
gleichmdafig auf {z : |z| < (1 — 8)r} die Integrale

+7T +7T
1 1 . , 1 1 .
fnl(z) = 5> J T ZhN(t)re“dt fi(z) = I J th(t)re tdt
“+7T

Wenn h(t) = lim hn(t), dann qgilt f(z) = %{ i Te%_zﬂ(t)re“dt auf{z : |z] < r}.

Definition 1.2 (Die auf G analytischen Funktionen).
Eine auf einer offenen Menge G C C definierte komplexwertige Funktion f heisst analytisch

auf G, wenn es zu jedem z € G einen Kreis {z : |z —z| < 7} gibt, in welchem sie durch eine
Potenzreihe dargestellt wird

f(z) —f(z) = Zbk- (z—2)* fir |z—z| <7.
k=1

Anmerkung: Wenn man die Sprech- und Denkweisen des 18. Jahrhunderts im Blick
hat, dann wird man lieber von einer ‘lokal analytischen’ Funktion sprechen. Euler dachte
bekanntlich bei den Funktionen an ‘analytische Ausdriicke’, die aus der ‘verinderlichen
Grofle’ und ’eigentlichen Zahlgréfien’” zusammengesetzt sind. In diese Kategorie fallen fiir
ihn sehr wohl die Potenzreihen, aber wohl kaum irgendwelche mit disparaten Formeln zu
prisentierende mathematischen Objekte.
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8 Komplexe Differenzierbarkeit Analysis 1

Beispiel 1.1.4.
Die Funktion f(z) = 1Z ist eine analytische Funktion auf den dem Gebiete G = C\ {0}, auf
der sog. (im Nullpunkt) punktierten Zahlenebene.

Sind p(z) und q(z) Polynome, und ist N ={z;, ..., z,,} die Nullstellenmenge von q(z),

so ist die gebrochenrationale Funktion f(z) = % eine analytische Funktion auf C \ N.

Der Hauptwert der n-ten Wurzel {/z, eingeschrinkt auf die entlang der negativen
reellen Achse geschlitzten Zahlenebene C \ (—R,) ist dort eine analytische Funktion.
Ebenso der Hauptwert des Logarithmus L(z)

C\(-Ry)3z=|z|- e — L(z) =lnlz|l +id mit || <,

sowie die allgemeinen Potenzen fq(z) = e*™?,

Die analytischen Funktionen als Abbildungen

Die Menge Ag der auf G analytischen Funktionen (mit den auf G punktweisen Operatio-
nen) ist eine Funktionenalgebra mit einer ausgezeichneten Derivation D. Wir wollen jetzt
noch weitere Konstruktionen in den Blick nehmen.

Zur Erinnerung: Bei den formalen Potenzreihen hat man die Operation des Einset-
zens: Wenn B(-) eine formale Potenzreihe ist, dann ist B(A(+)) fiir jedes A(-) mit A(0) =0
eine wohldefinierte formale Potenzreihe mit

D(B(A(-))) = (DB)(A(-)) - (DA)(+) (Kettenregel).
Der n-te Koeffizient ¢, in der Reihe C(-) = B(A(-)) ergibt sich mit endlichen Operationen
aus den Koeffizienten ay,...,an; by,..., by
Eine interessante Frage ist auch die nach einer ‘Einsetzungsinversen’ oder ‘Inversen’ einer

formalen Potenzreihe A(-) mit A(0) =0, A’(0) #0.

Hier bei den analytischen Funktionen miissen wir uns um die Definitionsbereiche
kiimmern und mit Umzentrierungen argumentieren.

Satz 1.1.7. Ist f(-) analytisch auf G und g(-) analytisch auf dem Bildbereich f(G), so ist
die zusammengesetzte Funktion h(-) = g(f(-)) analytisch auf G. FEine analytische Funktion
ist lokal invertierbar in den Punkten z mit f'(2). Genauer: Es existiert eine Umgebung
U > Z und eine im Bildbereich f(U) analytische Funktion h, sodass h(f(z)) = z fiir z € U.

Beweis. Seiz € G und w=1(z), gw+w)= )+anw fiir [w] <r

Wenn T so klein ist, dass fir |z| < T der Betrag von (i z) — =Y T axz" kleiner ist

als v, dann haben wir

9(f(z+2)) = g(W+(f(z+2)—f(z W)+ Y bn(f(z+2)—f(2)" = g(W)+ ) cmz™
1

Bei der Bestimmung einer lokalen Umkehrung kann man sich auf das vereinfachte Newton-
Verfahren stiitzen. Die lokale Umkehrung ergibt sich fir die w in einer Umgebung von
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1.1 : Die analytischen Funktionen auf einer Kreisscheibe 9

w = f(z) als Limes der Funktionenfolge

1

WO =z RO =R - g

(f™) = ().

Die Funktionenfolge konvergiert gleichmdfig in einer Umgebung; die Koeffizienten in der
Potenzreihendarstellung sind die, die man auch durch Koeffizientenvergleich erhdlt.

Beuspiel 1.1.5.

Es sei f analytisch auf G. Fiir jedes Polynom p ist p(f) auf G analytisch; ausserdem ist e
auf G analytisch. Wenn f auf G den Wert 0 nicht annimmt, dann ist auch die reziproke
Funktion lf auf G analytisch.

Interessant ist die Frage, wie man fiir eine Funktion f, die den Wert 0 nicht annimmt,
den Logarithmus definieren kann. Gibt es eine Funktion h mit e™ = f? Wenn es eine
solche Funktion h gibt, dann erfiillt auch h 4 27i - k mit k € Z das Verlangte.

Eine entsprechende Frage kann man z. B. auch fiir die Arcussinusfunktion stellen. Wir
werden uns damit befassen.

Ausblick auf ‘Stammfunktionen’ im Komplexen

Zu jeder polynomialen Funktion f(z) auf C gibt es eine Stammfunktion; diese (bis auf
eine additive Konstante eindeutig bestimmte) polynomiale Funktion F(z) kann man wie
im Reellen als unbestimmtes Integral gewinnen. Genauer: Man kann F(-) durch sogenannte
komplexe Kurvenintegrale gewinnen:

F(z) — F(zo) = Jf(C) dg, wo € eine Kurve von zy nach z ist

¢

Solche Kurvenintegrale studiert man nun auch fiir solche ‘holomorphe Formen’ f(z) dz, wo
f lokal durch Potenzreihen dargestellt wird. Das Kurvenintegral betrachtet als Funktion
des Endpunkts z hat da ebenfalls die Eigenschaften einer Stammfunktion: F/'(z) = f(z).
Die Sache ist aber insofern komplizierter, als der Integrationsweg manchmal nicht un-
wichtig ist. Beispielsweise liefert die Integration der Form lz dz (vom Punkt 1 aus) nicht
notwendigerweise den Hauptwert des Logarithmus. (Wir erinnern uns. dass die Exponenti-
alfunktion im Komplexen nicht injektiv ist und daher nicht wirklich eine Umkehrfunktion
besitzt.)

Wir werden uns mit der Kurvenintegration holomorpher Formen befassen, nachdem
wir Kurven und Kurvenintegrale in einem allgemeineren Rahmen diskutiert haben.
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10 Komplexe Differenzierbarkeit Analysis 1

1.2 Kurven und Integration entlang rektifizierbarer Kurven

Sprechweise (Aquivalente parametrisierte Kurven).

Eine parametrisierte Kurve in der Menge S ist eine Abbildung y(-) eines kompakten
Intervalls [a, b] in S. y(a) heisst der Startpunkt oder Ausgangspunkt oder Anfangspunkt
der Kurve, y(b) heisst der Endpunkt.

Wir werden uns hauptséachlich fiir rektifizierbare Kurven in einem metrischen Raum
(S, d(-, )) interesssieren. Zunéchst befassen wir uns allgemeiner mit stetigen Kurven in
einem topologischen Raum (S,il)).

Zwei parametrisierte Kurven {y’(t) : t € [a’, b’]} und {y”(s) : s € [a”, b"]} heissen
aquivalent, wenn es eine stetige, striktwachsende und surjektive Abbildung T(-) gibt,

T: [a’, b"] —[d/, b]] sodass Vsela”, b": v"(s) =v'(T(s)).

Wir haben es tatséchlich mit einer Aquivalenzrelation zu tun. Die Umkehrabbildung
zu T(-) ist eine stetige striktwachsende surjektive Abbildung S(-) mit y’(t) = v”(S(t))
fiir alle t. Wenn S(-) und T(-) stetig striktwachsend surjektiv sind mit passenden Defini-
tionsbereichen

[a/ b/] i> [a// b//] l) [a/// b///]
dann ist auch die zusammengesetzte Abbildung T(S(-)) stetig striktwachsend surjektiv.

Sprechweise.
Eine Kurve in der Menge S ist eine Aquivalenzklasse ¢ von parametrisierten Kurven. Die
Repréasentanten y(-) heissen die Parametrisierungen der Kurve €.

Eine Kurve € in einem Hausdorff-Raum (S,il)) heisst eine stetige Kurve, wenn die
Reprisentanten stetige Abbildungen sind. Mit o(€) bezeichnen wir den Startpunkt, mit
B(€) den Endpunkt der Kurve. Von einer stetigen Kurve mit «(€) = P, (&) = Q sagen
wir, dass sie von P nach Q fiihrt: man nennt sie auch ein stetige Verbindungskurve fiir
die Punkte P und Q.

Das Bild des kompakten Intervalls unter y(-) als Punktmenge in S heisst die Spur der
Kurve; wir notieren o(€).

Wir werden einige rein topologische Eigenschaften der Spuren von Kurven benotigen:
Satz 1.2.1. Die Spur einer stetigen Kurve ist eine kompakte zusammenhdngende Menge.

Beweis. Die Kompaktheit ergibt sich aus dem allgemeinen Satz: Kompakte Mengen wer-
den durch stetige Abbildungen @ auf kompakte Mengen abgebildet. Das sieht man folgen-
dermaflen: Sei K kompakt und {Vy : & € 1} eine offene Uberdeckung der Bildmenge ¢ (K).
Die vollen Urbilder Uy = @' (V) bilden dann eine offene Uberdeckung von X. Es exis-
tiert eine endliche Teiliberdeckung {Uq,, ..., U} und die entsprechenden V, sind eine
endliche Teiliberdeckung von @(K).
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1.2 : Kurven und Integration entlang rektifizierbarer Kurven 11

Eine Teilmenge B eines topologischen Raums heisst, wenn sie nur auf triviale Wei-
se mit zwei in der Relativtopologie offenen disjunkten Mengen tiberdeckt werden kann,
d. h. wenn

UO,U10ﬁ€TL UOLJU]QB; UOQU]QB:(Z) — U.oﬂB:@Od(BTLhﬂB:@.

Die Intervalle sind die zusammenhdngenden Teilmengen der reellen Achse (ohne Beweis!).

Durch stetige Abbildungen werden zusammenhdngende Mengen in zusammenhdngende
Mengen abgebildet. Das sieht man folgendermajSen: Das Bild @(B) der zusammenhdngen-
den Menge B sei durch die disjunkte offenen Mengen Vy, V7 diberdeckt. Die vollen Urbilder
Uo N B, Uy N B sind offen in der Relativtopologie auf B; ausserdem sind sie disjunkt und
tiberdecken B. Fines der beiden trifft B nicht, die entsprechende Menge V trifft @ (B) nicht.

Wir bemerken, dass sich der Zwischenwertsatz von Bolzano daraus ergibt, dass die
Intervalle die zusammenhéngenden Teilmengen von R sind.

Satz 1.2.2. Eine Teilmenge B eines Hausdorff-Raums ist jedenfalls dann zusammenhdngend,
wenn zu jedem Punktepaar P, Q eine stetige Kurve existiert, welche von P nach Q fiihrt.
(Man nennt sie in diesem Fall bogenzusammenhdngend)

Beweis. Sei B von disjunkten offenen Mengen Uy, Uy diberdeckt. Wir fiihren die Annah-
me, dass beide nichtleer sind, zum Widerspruch. Seien Py € Uy, P; € Uy und sei € eine
stetige Verbindungskurve. Fir diese zusammenhdngende Menge ist aber der Durchschnitt
mit einer der Mengen Uy leer.

Der folgende Satz zeigt, dass die Begriffe ‘zusammenhéngend’ und °bogenzusammen-
héngend’ fiir die offenen Mengen in einem R"zusammenfallen. Die offenen zusammen-
héngenden Menge nennt man Gebiete.

Satz 1.2.3. Es sei (S,il)) ein HRaB, welcher eine Basis besitzt, dessen Elemente B die
Eigenschaft besitzen, dass man in B jeden Punkt mit jedem Punkt verbinden kann. Jede
zusammenhdngende offene Menge ist dann bogenzusammenhdngend.

Beweis. Sei G eine offene Menge, die im Sinne der topologischen Definition zusam-
menhdngend ist; und es sei U die Menge der Punkte, die man von einem gegebenen
Punkt Py aus mit einer stetigen Kurve erreichen kann. V.= G \ U st die Menge der-
jenigen Punkte, die man nicht von Py aus erreichen kann. Beide Mengen sind offen, wie
wir sofort sehen werden. V ist also die leere Menge. Wenn P € U, dann liegt P in einem
B; jeden Punkt von B kann man von P aus, also auch von Py aus erreichen. U ist offen.
Sei P € V. Jedes B, welches P enthdlt, ist disjunkt zu U, weil man andernfalls P von Py
aus erreichen konnte. V ist also offen.

Wenn man zwei Punkte in einem Gebiet iiberhaupt mit einer stetigen Kurve verbinden
kann, dann kann das i. Allg. auf sehr verschiedene Weisen geschehen. Unter Umstédnden
will man aber von gewissen Kurven von P nach Q sagen, dass sie nicht sehr verschieden
sind; man fithrt eine Aquivalenzrelation ein. Die wichtigste Aquivalenzrelation ist die sog.
Homotopie.
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12 Komplexe Differenzierbarkeit Analysis 1

Sprechweise. Es seien €’ und €” Kurven von P nach Q im Gebiet G.
{v'(t): t [0, T]}und {y”(s) : s € [0, 1]} seien Parametrisierungen. Man sagt, die Kurven
seien homotop, wenn eine stetige Abbildung existiert

mit  Vu y(u,0) =P, y(u,1)=Q
und  y(0,-) =v'(-), v(1,-) =v"(")

Es existiert also eine Familie von Kurven von P nach Q, {yu(-) cu € [0, 1]}, welche
v'(+) in y”(-) ‘deformiert’. Die Frage, ob es eine solche Deformation gibt, hingt offenbar
nicht von den gewihlten Parametrisierungen der Kurven ab. Wir haben eine Aquiva-
lenzrelation in der Menge der Kurven von P nach Q. Die Aquivalenzklassen heissen die
Homotopieklassen der Kurven von P nach Q.

Besonders interessant ist die Menge der Aquivalenzklassen von ‘geschlossenen’ Kurven,
die von P nach P fithren. Geschlossene Kurven von P nach P kann man némlich hinterein-
anderschalten; und die Homotopieklasse der zusammengesetzten Kurve hédngt nur von den
Homotopieklassen der 'Faktoren” ab. Man erhélt eine (im Allg. nichtkommutative) Grup-
pe, wo das Einselement durch die Kurven repréisentiert werden, die man auf den Punkt
P zusammenziehen kann. Wenn fiir einen bogenzusammenhéngenden Raum diese Gruppe
trivial ist, wenn man also jede geschlossene Kurve auf einen Punkt zusammenziehen kann,
dann heisst der Raum einfach zusammenhéngend.

Beispiel. Das Gebiet G sei die im Nullpunkt punktierte komplexe Ebene G = C\ {0}. Das
Gebiet ist bogenzusammenhéngend; man kann je zwei Punkte durch eine stetige Kurve
miteinander verbinden. Zwei solche Kurven kann man genau dann in G stetig ineinander
deformieren, wenn sich die beiden Kurven gleich oft um den Nullpunkt schlingen.

Man sollte die Bedingung genauer formulieren: Sei {z(t) : t € [a, b]} eine Parame-
trisierung der Kurve € von P nach Q, P = z(a), Q = z(b). Wir schreiben die Punkte
der Kurve in Polarkoordinaten z(t) = 7(t) - e®). Der "Winkel’ ¢(t) ist nur bis auf ein
ganzzahliges Vielfaches von 27t eindeutig bestimmt. Wenn wir den Winkel so wihlen, dass
er sich mit t stetig d&ndert, dann ist die gesamte Winkelveranderung ¢(b) — ¢(a) durch
die Kurve € eindeutig bestimmt. Bei einer geschlossenen Kurve mit ¢(b) — ¢(a) = k- 27
nennt man die ganze Zahl k(&) die Umlaufszahl der Kurve (in Bezug auf den Nullpunkt).
Die nullhomotopen Kurven sind die mit Umlaufszahl = 0; man kann sie auf den Punkt
P = Q zusammenzichen. (Ohne Beweis!)

v(,-): [0,1]x[0,1]—G {

Interessant sind die doppelpunktfreien geschlossenen Kurven in der komplexen Ebene;
sie heissen die Jordan-Kurven. Es gilt der

Satz 1.2.4 (Jordan’scher Kurvensatz). Jede doppelpunktfreie geschlossene Kurve im zwei-
dimensionalen reellaffinen Raum zerlegt diesen in genau zwei Zusammenhangskomponen-
ten. Die Umlaufszahl bzgl. eines Punkts P kann nur zwei Werte annehmen, den Wert
0 fiir die Punkte im ‘Ausseren’ und den Wert 1 (bzw.—1) fiir die Punkte im ‘Inneren’.
(Ohne Beweis!)

Den Wert +1 fiir die inneren Punkte erhélt man, wenn die Jordan-Kurve ‘im mathe-
matisch positiven Sinn’ durchlaufen wird.
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1.2 : Kurven und Integration entlang rektifizierbarer Kurven 13

Konstruktion: Unterteilte Kurven

Es seien €;, €, stetige Kurven mit f(¢;) = «(€;). Wir konnen die Kurven dann zusam-
menfiigen zu einer stetigen Kurve von «(€;) nach B(€;). Wir bezeichnen diese zusam-
mengefiigte Kurve mit ¢ = ¢; U €,.

Es sei {y(t) : t € [a, b]} eine Parametrisierung der Kurve €. Eine Unterteilung der
Intervalls (3 oa=to<ti <<t = b) liefert dann ein N-Tupel von parametrisier-
ten Kurven {y(t): t € [ti_1, ti]}, wo der Endpunkt der k-ten Kurve der Startpunkt der
(k + 1)-ten Kurve ist (fir k =1,2,...,N—1). Wir haben ¢ =¢; U ¢, U --- U €.

Die Idee der Unterteilung einer stetigen Kurve € ist offenbar nicht an die Wahl einer
Parametrisierung gebunden.

Es ist klar, was eine Verfeinerung einer Unterteilung der Kurve € ist. Wir notieren
3, O 31, wenn 3 feiner ist als 3;. Wir sagen, dass der Feinheitsgrad einer Folge von
Unterteilungen (3,,)n nach 0 strebt fir n — oo, wenn in einer (und damit in jeder)

Parametrisierung max{|t](<n) — t](:i)]| : k} nach Null strebt fiir n — oo.

Definition 1.3 (Kurvenlidnge).
Fiir eine Kurve € in einem metrischen Raum (S, d(-, )) definiert man die Kurvenldnge

L(¢) = sup{ L3(¢€): 3},

wobei L3(€) = ZE:] d(oc(@k), B((’Ik)) fiir die Unterteilung € =¢; U ¢, J --- U €y, und
das Supremum iiber alle Unterteilungen zu erstrecken ist.

Die Kurvenldnge kann 400 sein. Wenn sie endlich ist, dann nennt man die Kurve
rektifizierbar. Die Kurvenlédnge ist additiv in dem Sinn

c=¢,0¢;, = L(&)=L(¢;)+L(¢,).

Hinweis: Ein Thema der klassischen Integrationstheorie mit vielen beliebten Ubungsauf-
gaben ist die Langenmessung fiir doppelpunktfreie glatte Kurven im euklidischen R™. Fiir
uns ist das Thema hier nicht interessant. Es soll aber bemerkt werden: Wenn die Kurve €
doppelpunktfrei ist, dann hangt die Léinge nur von der Spur der Kurve ab; doppelpunkt-
freie Kurven mit derselben Spur haben also dieselbe Lénge. C. Caratheodory hat im Jahr
1914 in einer bahnbrechenden Arbeit ,Lineares Mafl “eine Theorie der Mengenfunktionen
entwickelt, die die Lingenmessung auf den Wegen der modernen Mafitheorie behandelt.

Definition 1.4 (Das Kurvenintegral einer 1-Form).
Es sei € eine rektifizierbare Kurve in einem metrischen Raum (S, d(-, )) Auf ihrer Spur
sei f(-) eine stetige und g(-) eine bzgl. der induzierten Metrik Lipschitz-stetige Funktion

Man definiert
|, frd0= i - (o () o (41)).

wobei der Limes iiber eine Folge von Unterteilungen, deren Feinheitsgrad nach O strebt,
zu erstrecken ist. Der Limes heisst das Integral der 1-Form f - dg entlang der Kurve €.
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14 Komplexe Differenzierbarkeit Analysis 1

Verweis auf Integrationstheorie: Wir wollen uns hier nicht mit dem Beweis auf-
halten, dass der Limes existiert und unabhéngig ist von der Wahl der Folge von Unter-
teilungen; denn wir werden in der abstrakten Mafitheorie allgemeinere Fragen dieser Art
behandeln. Der Zusammenhang der mafitheoretischen Konstruktionen mit der aktuellen
Situation der Kurvenintegrale ergibt sich aus der folgenden Beobachtung, die wir spéter
noch genauer erlautern werden: Fiir jede Parametrisierung unserer rektifizierbaren Kurve
{y(t) : t € [a, b]}ist die zuriickgenommene Funktion G(t) = g(y(t)) eine Funktion be-
schrankter Schwankung. Das folgt aus der Annahme, dass die Kurve rektifizierbar und die
Funktion g Lipschitz-stetig ist. Das Kurvenintegral ergibt sich als das Stieltjes-Integral
der stetigen zuriickgenommenen Funktion F(t) = f(y(t)).

L f.dg = JbF(t) dG(t).

a

Wenn f im Betrag < ¢ ist, und g entlang der Kurve die Totalvariation < g besitzt, dann
gilt die Abschitzung |[, f-dg| <e-g.

Durch das Zuriicknehmen (‘pullback’) der Funktionen f und g werden die mafitheoreti-
schen Aspekte sehr einfach. Die eigentliche Bedeutung der Integration entlang von Kurven
liegt aber nicht in der Mafltheorie; sie liegt im Bereich der Geometrie. Wir kommen darauf
zuriick, wenn wir uns mit glatten Mannigfaltigkeiten befassen. Die Integranden der Kur-
venintegrale sind dort die sog. Pfaff’schen Formen w = ), fi- dg, wo die fy stetige und
die gy stetig differenzierbare Funktionen sind. Den Beweis des folgenden Satz verschieben
wir in die Integrationstheorie.

Satz 1.2.5.
Es sei € eine rektifizierbare Kurve in einem metrischen Raum; und sei g Lipschitz-stetig
auf ihrer Spur. Es gilt dann

1. Das Funktional 1(-) : f +—— f¢ f . dg ist linear auf dem Vektorraum der stetigen
Funktionen, I(oqfi + oofz) = oql(f)) + aal(f2),

2. Das Kurvenintegral ist additiv bei Unterteilungen

¢c=¢,0¢, — degzj fdg+J f dg,
¢ (8 (25

3. Ist auch f Lipschitzstetig, so gilt die Regel der partiellen Integration
J f-dg +J g-df = (f-g)(B(€) — (f-0)((€))  kurz notiert = [f-g]o ),
¢ ¢

Zum Beweis der Formel fiir die partielle Integration bemerken wir
F(ti1) - (G(te) — Gltir) + Gt - (F(ti) = F(tir)) = Glt) - F(ti) — F(tir) - Glt).
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1.2 : Kurven und Integration entlang rektifizierbarer Kurven 15

Beispiel.
Die Regel von der partiellen Integration liefert bemerkenswerte Formeln, wie z. B.

(©)
2. L g-dg = [g7] i(i} = L d(g?),

und allgemeiner f€ gt-dg = n%r] 'fe d(g™"). Die Funktionen f und g konnen iibrigens
auch komplexwertig sein.

Mit speziellen komplexen Kurvenintegralen iiber Gebieten G C C werden wir uns im
néchsten Abschnitt beschéiftigen. Wir bemerken schon vorab:
Wenn p(z) ein Polynom ist, und P’(z) = p(z), dann gilt J"g p(z)dz =P(B(€)) — P(x(€)).
Ein einfaches Approximationsargument liefert fiir Funktionen F(z), welche im Kreis Kg

durch Potenzreihen dargestellt werden, die folgende Version des sog. Fundamentalsatzes
der Differential- und Integralrechnung: Wenn f(z) = F/(z), dann gilt

J f(z)dz = F(B(€)) — F(x(€)) fiir jede ganz im Kreis verlaufende Kurve.
¢

Interessanter wird die Sache, wenn wir analytische Funktionen auf allgemeineren Gebieten
entlang von Kurven integrieren. Damit befassen wir uns im Folgenden.
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16 Komplexe Differenzierbarkeit Analysis 1

1.3 Die holomorphen Funktionen sind analytische Funktionen

In diesem Abschnitt ndhern wir uns dem Begriff der analytischen Funktion auf einem
Weg, den man einen geometrischen Weg nennen kann.

Sprechweise (Holomorphie).
Eine komplexwertige Funktion f(z), die in einer Umgebung des Punkts z € C definiert
ist, heisst in z komplex differenzierbar, wenn eine komplexe Zahl a existiert, sodass gilt

f(z)—f(z) = a-(z—2z) + o(lz— 2| fir z— z.

Man notiert a = f’(z). Die Funktion heisst holomorph in z, wenn sie in allen Punkten
in einer vollen Umgebung von z komplex differenzierbar ist; sie heisst holomorph in der
offenen Menge G C C, wenn sie in allen Punkten in G holomorph ist.

Bekanntlich heisst eine komplexwertige Funktion auf einem Gebiet G C C, eine ana-
lytische Funktion, wenn es zu jedem z einen Kreis {z : |z — z| < 7} gibt, in welchem sie
durch eine Potenzreihe dargestellt wird

f(z) —f(2) = ) br-(z—2)¥ fiir |z—Z <T.
k=1

Wir machen uns jetzt daran, den fiir die Funktionentheorie zentralen Satz zu bewei-
sen, welcher besagt, dass jede in einem Gebiet G holomorphe Funktion analytisch ist;
man nennt ihn mit Recht den Hauptsatz iiber holomorphe Funktionen. Der Schliissel zum
Beweis ist das Lemma von E. Goursat (1858- 1936). Mit diesem Satz ist es Goursat um
1900 zur groflen Erleichterung der Mathematikergemeinde gelungen, einen herrschenden
Richtungsstreit um den Gegenstandsbereich der Funktionentheorie beizulegen. Der Satz
zeigt, dass die geometrisch gefirbte Funktionentheorie im Sinne von Riemann dieselben
Funktionen zum Gegenstand hat wie die analytisch gefarbte Funktionentheorie im Sinne
von Weierstral. Technisch gesehen, zeigt das Lemma zunéchst einmal mit einem Kom-
paktheitsargument, dass holomorphe Funktionen lokal Stammfunktionen besitzen. Daraus
ergibt sich dann fiir beliebige holomorphe Funktionen die Darstellbarkeit durch die (fiir
analytische Funktionen schon frither bekannte) Cauchy’sche Integralformel. Diese Inte-
gralformel hat den Vorzug, dass sie nicht nur iiber die Funktion, sondern auch iiber alle
ihre Ableitungen Auskunft gibt.

Zuerst diskutieren wir aber noch die komplexe Differenzierbarkeit in ihrer Beziehung
zur sog. totalen Differenzierbarkeit im Sinne der reellen Funktionentheorie.

Satz 1.3.1. Es sei f(z) eine komplexwertige Funktion auf einem Gebiet G C C. Wir
schreiben z = x+1y und f(z) = u(x,y)+iv(x,y). Ist f im Punkt z komplex differenzierbar

mit f'(z) = o+ 1 B, so gibt es eine Matriz ] = <th :y) = (g _oc ) , sodass gilt
x  Vy

u(x+h,y+k)—u(x,y) = u-h+u,-k+ o(vh?+k?
vix+h,y+k)—v(x,y) = vy-h+v,-k+ o(vh?+Kk?)
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1.3 : Die holomorphen Funktionen sind analytische Funktionen 17

Beweis. Mit w = h + ik haben wir

(ux+hy+k) —ulx,y)) +i (v(x+h,y+k) —v(x,y)) = f(z+w) — f(z2)
—(a+1B)- (h+ik)+ ofw)=(a-h—B K +ilp-h+akl+ olw].

Sprechweise (Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen).

Von einem Paar reellwertiger Funktionen u(x,y), v(x,y) auf einem Gebiet G C R? sagt
man, dass es die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt, wenn die Funktio-
nen total differenzierbar sind und fiir ihre partiellen Ableitungen gilt

Uy = Vy, Vy = —Uy.

Unser Satz besagt: Das Paar u,v erfiillt die Cauchy-Riemann’schen Differentialglei-
chungen genau dann, wenn u + i v, betrachtet als Funktion der komplexen Variablen
z = x + 1y holomorph ist. Aus dem Hauptsatz iiber holomorphe Funktionen, den wir
beweisen werden, folgt, dass u(-,-) und v(-, -) unendlich oft differenzierbar sind und sogar
lokal durch Potenzreihen in den Variablen x,y dargestellt werden konnen. Dies impliziert
insbesondere, dass die zweiten Ableitungen existieren mit Uyx + Uyy = 0; Vyx + Vyy = 0.
Diesen Tatbestand driickt man so aus, dass man sagt, die Funktionen u und v seien
harmonische Funktionen im Gebiet G. Wir kommen darauf spéter zuriick.

Beispiel. Die Funktion f(z) = % ist holomorph in der punktierten komplexen Ebene
G = C\ {0} mit der Ableitung f'(z) = —Ziz. Fiir z £ 0 und w — 0 gilt ndmlich
f(Z—f—W)—f(Z) = zlw_% - z(;‘r/vw) - (_le) "W +O(|W|)

Das Funktionenpaar u(x,y) = ﬁ, v(x,y) = XZ_—J:{JZ erfiillt die Cauchy-Riemann’schen
Differentialgleichungen.

Satz 1.3.2 (Lemma von Goursat).
Es sei f(z) holomoph im Gebiet G. Fiir jedes kompakte Dreieck A C G verschwindet das
Kurvenintegral tiber den Rand des Dreiecks:

J f(z) dz =0.
oA

Beweis. Der Rand des Dreiecks besteht aus drei Strecken, die aneinander anschliessend
durchlaufen werden. Der Umfang sei L. Wenn wir die Mittelpunkte der Seiten verbinden,
erhalten wir ein Dreieck mit dem halben Umfang %L; und das Dreieck wird in vier kon-
gruente Dreiecke zerlegt. Die Summe der Randintegrale ist gleich dem Randintegral des
urspringlichen grofien Dreiecks. Unter den kleinen Dreiecken gibt es mindestens eines,
sagen wir Ay, mit UaA1 f(z) dz} > %UaAf(z) dz}. Wir zerteilen dieses Ay in derselben
Weise und wihlen Ay; so fahren wir fort und erhalten eine absteigende Folge kompakter
Dreiecke A D Ay D Ay D -+ -, die einen einpunktigen Durchschnitt {z} hat. Fir die z € Ay,
qgilt |[z—z| < 27™L. Da f im Punkt z differenzierbar ist, existiert ein Zahl a, sodass gilt
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Ve>0INVze Ay |[f(z) —f(2) —a-(z—2)|<e-|z—2/ <e- 27N
Der Umfang von An ist 27NL. Wegen faAN (f(i +a(z— i)) dz = 0 haben wir
}J f(z) dz} < 4N. ‘J f(z) dz| < AN g 27NN < gl
oA

AN

Man kann das Resultat folgendermaflen aussprechen: Das Kurvenintegral von f(z)dz
iiber den Streckenzug [zo,z1] U [z1, 2] liefert dasselbe Resultat wie das iiber die Strecke
[zo,z2] , wenn f in einer Umgebung des eingeschlossenen Dreiecks holomorph ist.

Betrachten wir die holomorphe Funktion in einem Teilgebiet S der Zahlenebene, wel-
ches sternformig ist in Bezug auf einen Punkt z; sternférmig soll heissen, dass mit z € S
auch die Verbindungsstrecke [z, z] zu S gehort. Sei F(z) der Wert des Kurvenintegrals iiber
diese Strecke. Mit z liegt auch eine kleine kreisférmige Umgebung K im Stern. Ist z+w ein
Punkt in diese kleinen Umgebung, dann ist nach dem Lemma von Goursat die Differenz
F(z4+w) — F(z) der Wert des Kurvenintegrals iiber die Strecke [z,z 4+ W]

F(z+w)—F(z)=J f(mdczj f(z)dc+J (f(0) — f(2))dL.

[z,z+W)] [z,z+W)] [z,z+W)]

Das zweite Integral ist im Betrag kleiner als ¢ - [w|, wenn der Kreis K geniigend klein
gewahlt ist. Das erste Integral ist f(z) - w. Somit ist F(-) in allen Punkten von S komplex
differenzierbar mit der Ableitung F/ = f. Wir haben somit in S eine Stammfunktion zu f :

Flz+w) =F(z) +f(z) -w+o(jw|]) fir w— 0.

Wenn € ein von Z ausgehender Polygonzug mit dem Endpunkt zist: € = ¢, 0¢,J --- U €y,
dann beweist man leicht (z. B. durch vollstandige Induktion nach N )

J f(¢) d¢ = ZJ f(¢) dC =) (F(zi) — Flzi1) = F(2).
¢

k JCk Kk

Es folgt sofort [,f(¢) d¢ = F(B(€)) — F(a(€)) = [, dF fiir beliebige Polygonziige in-
nerhalb des Sterns. Die Gleichung gilt schliesslich nicht nur fiir Polygonziige, sondern fiir
beliebige stetige Kurven, die zwei Punkte innerhalb des Sterns verbinden. Wir miissen mit
den Kurvenintegralen nicht in einem Stern bleiben. Wenn zwei Kurven in einem Gebiet
homotop sind, dann liefert die Integration der holomorphen Form f(z) - dz entlang der
beiden Kurven denselben Wert. Diese Beobachtung als bekannt als der

Satz 1.3.3 (Homotopie-Version von Cauchy’s Integralsatz).
Ist £(z) - dz holomorph im Gebiet G C C, und sind €', €" homotope Kurven in G, dann

gilt [, f(Q) AT = [, f(C) L.

In einem einfach zusammenhédngenden Gebiet sind je zwei Kurven von zg nach z ho-
motop, und das liefert
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Satz 1.3.4 ( Stammfunktionen in einem einfach zusammenhéngenden Gebiet).
Ist f(z) - dz holomorph im einfach zusammenhdingenden Gebiet G C C, dann existiert in
G eine Funktion F(z), sodass fiir alle in G verlaufenden Kurven gilt

J‘f(C) d¢ =F(B(€)) — F(x(€)) = J‘dF

[

Sei jetzt wieder f(z) - dz eine holomorphe 1-Form auf irgendeinem Gebiet G. Seien
¢’, € zwei Kurven von von zg nach z, um sei €” die umgekehrt durchlaufene Kurve €”.
Die geschlossene Kurve ¢’ U €” ist genau dann nullhomotop, wenn ¢’ und ¢” homotop
sind. Die Homotopie-Version des Cauchy’schen Integralsatzes besagt also.

Satz. Wenn f(z)-dz in G holomorph ist, dann verschwindet entlang jeder nullhomotopen
Kurve das Umlaufsintegral.

Hinweis: Es sind nicht nur die nullhomotopen Kurven, entlang derer jede holomorphe
Form das Umlaufintgral = 0 liefert. Es gibt eine tieferliegende Version des Cauchy’schen
Integralsatzes; diese besagt, dass die Umlaufsintegrale auch entlang von ‘null-homologen’
Kurven verschwinden. ( ‘Homologie-Version des Cauchy’schen Integralsatzes’.) Wir miissen
es Spezialveranstaltungen (zur algebraischen Topologie oder zur Funktionentheorie) iiber-
lassen, die Begriffe der Homologietheorie zu entwickeln.

Wir bleiben bei der Homotopie-Version und betrachten die holomorphen Formen lokal:

Satz 1.3.5 (Lokale Stammfunktionen). .
Zu jeder in G holomorphen Funktion f(z) und jedem z € G existiert eine Umgebung U > z
und dort eine Funktion F, sodass F' = f auf U.

Stiickweise glatte Integrationswege: Wenn man spezielle Kurvenintegrale in der
komplexen Ebene auswerten will, dann beniitzt man i. d. Regel geschickt gewéhlte Pa-
rametrisierungen der Kurve. Fiir einen Polygonzug bietet sich eine Parametrisierung an,
die auf jedem Teilstiick eine konstante Geschwindigkeit hat.

z(t) = z(te 1) +vie - (t—tiq) fiir t € [te_q, ti]  mit vy = 28 =ler)

te—tk—1

Mit z(t) = vy fiir t € [tx_1, ti erhalten wir wir f@f(C) d¢ = Ej f(z(t)) - z(t) dt.
Fiir etwas kompliziertere Kurven sind die stiickweise stetig differenzierbaren Parametri-
sierungen beliebt. Auch hier ist die Parametermenge unterteilt, und auf jedem Teilstiick
ist z(t) stetig differenzierbar. Auch in diesem allgemeineren Fall gilt die Formel.

Beispiel. Es sei f(z) dz eine holomorphe Form auf einem Gebiet, welche die Peripherie des
Einheitskreises €; umfasst. Das Kurvenintegral iiber die positiv durchlaufene Kreislinie

ist dann
27

J f(2) dC:J fz(1) - i dt.
&

0
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Im Spezialfall f(z) dz ergibt sich

1 27t 1 )
J - dC:J — -ie't dt = 2mi.
¢ 4 o eit
Der Beweis ist klar, wenn wir fiir die positiv durchlaufene Kreislinie die Parametrisie-
rung durch den Winkel wéhlen &€, = {z(t) =elt: te [0,271]}.
Umlaufszahlen
Das Umlaufsintegral der holomorphen Form 1Z dz spielt eine wichtige Rolle in der Funk-
tionentheorie. Es sei € eine geschlossene Kurve, die den Ursprung nicht trifft, mit einer
stiickweise glatten Parametrisierung : € = {z(t) =r(t) - e!®V: t € [a,b]}. Zwar ist das
Argument ¢(t) fiir die einzelnen Punkte z(t) nur bis auf ein Vielfaches von 27t bestimmt;
das wird uns aber nicht storen, wenn wir bei der Wahl nur darauf achten, dass ¢(-) stetig
ist. Wir erhalten

4

genauer gesagt: die Umlaufszahl der Kurve im Bezug auf den Nullpunkt. In der Tat

1
J —d¢ =2mi-n(0,0) wo n(0, €) die Umlaufszahl ist
¢

Jb ; . (f(t) el 4 r(t) - id(t) ei‘b(t)) dt = [lnr]b

b .

a

Fiir die Formen z™ dz mit z € Z \ (—1) erhalten wir den Integralwert = 0 fiir jede den
Nullpunkt meidende geschlossene Kurve. Fiir eine Kreislinie, die den Nullpunkt m-mal
umschlingt ergibt sich das aus der Rechnung

n-27w
J A dC:J e™ it dt =0
(] 0
Fiir den allgemeinen Fall deformieren wir den Integrationsweg in der punktierten Ebene
zu einer solchen Kreislinie.
Die Berechnung funktioniert natiirlich ebenso fiir Formen (z — zo)™ - dz. Wenn € den
Punkt zy n(zg, €)-mal umschlingt, dann liefert das Umlaufsintegral

1 1
— d¢ = . —zo)™d¢ =0 fii —1T.
g JC T2 4 n(zo, €) L(C zo)™ dg iir m 7#
Satz 1.3.6 (Cauchy’s Integralformel).

Sei f(z) holomorph im Gebiet G, und sei € eine in G verlaufende rektifizierbare doppel-
punktfreie Kurve mit positiver Orientierung. Dann gilt

1 1
Py J -f(¢) dC = f(z) fiir jedes z im Innern von €.
21 Jo (— 2z
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Beweis. Wir zerlegen das Umlaufsintegral:

ﬁL(c—zw H(2) 4L+ 2 [ (€= (HO ~ F(2) AL =T+ L

¢
Den Integrationsweg kann man im punktierten Gebiet G\{z} zu einem kleinen Kreis defor-
mieren, welcher den Punkt z einfach positiv umschlingt. Dabei dndern sich die Integrale
nicht. Das erste Integral liefert nach den obigen Rechnungen den gewiinschten Wert f(z).
Der Integrand des zweiten ist wegen der komplexen Differenzierbarkeit von f im Punkt z
im Betrag kleiner als €, wenn der Kreis geniigend klein gewdhlt ist.

Satz 1.3.7 (Potenzreihendarstellung der holomorphen Funktionen).

Die Annahmen seien die zu Cauchy’s Integralformel. Die Linge der Kurve sei L < oo.
Gg¢ bezeichne das Gebiet im Inneren der Jordankurve €. Zu jedem zog € G existiert dann
ein Kreis Ko = {z tz—zol < ro}, in welchem f durch eine Potenzreihe dargestellt wird:
f(z) =Y 3 bulz —2z0)™ fiir z € Ko: und fiir die Koeffizienten gilt

1 1 1
by = — - f™ —— - f({) d¢.
(o) L T (€) d¢

nl - 2mi — z)H

Beweis. Fiir ein d >0 seirg=(1—20)-inf{|(—2zo|: C € C}.
Zu jedem € > 0 existiert ein N, sodass

((—2)" = (C—zo) - (1—=2)"

C—zo

N n
:(C—ZO)—1.Z(Z:EZ) + RN mit|RN| < € fiirz € Ko, C € €.
0

Integration liefert |[¢Rn-f(Q) ] < e-L-sup{[f(Q)|: C €€} fiir alle z € Ko

2mi e C—2 T 2mi e

2| 0 e = | Yz -z A0
0

Wir haben also f(z) = ) 3 bn - (z—20)™ gleichmdfig in Ko; und die Koeffizienten einer
konvergenten Potenzreihe sind bekanntermafen bis auf den Faktor n! die Ableitungen von
f im Zentralpunkt zo.

Kommentar: Die hier gefundene Integraldarstellung der holomorphen Funktion f hat
eine Konsequenz, die aus der Perspektive der Differenzierbarkeitstheorie im Reellen nicht
zu erwarten ist: Aus der komplexen Differenzierbarkeit in jedem Punkt eines Gebiets G C
C folgt die Stetigkeit der Ableitung und die lokale Darstellbarkeit durch Potenzreihen,
d. h. die Analytizitidt. Wir schreiben dies nochmals in Formeln

Vze GdaeC. f(z)—f(z)=a-(z—2z)4+o(lz—2z]) firlz—z|—0

— a als Funktion von z ist analytisch in G.
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In untechnischer Sprache kénnte man die Begriindung folgendermaflen rekapitulieren:

Die Holomorphie impliziert, dass fiir kompakte Dreiecke in G das Umlaufsintegral
verschwindet. Wiirde es fiir ein Dreieck nicht verschwinden, dann géibe es (aufgrund des
Kompaktheitsarguments im Lemma von Goursat) einen Punkt z, in welchem die kom-
plexe Differenzierbarkeit verletzt ist. Das Verschwinden der Umlaufsintegrale impliziert
die Existenz lokaler Stammfunktionen und damit die Gleichheit der Kurvenintegrale iiber
homotope Kurven. Fiir festes z ist die Funktion ({ —z)~' - (f({) — f(z)) im punktierten
Gebiet G \ {z} holomorph. Das Umlaufsintegral I, iiber einen kleinen Kreis verschwin-
det, wihrend das Umlaufsintegral 17 den Funktionswert 27tif(z) liefert. Dies beweist die
Cauchy’sche Integralformel, und aus dieser ergibt sich die Analytizitt.

Technische Erginzung zur Integraldarstellung der Ableitungen:
Es ist lehrreich, auch die Abweichung des Differenzenquotienten W1_Z(f (w)—f(z)) von der
Ableitung f’(z) durch ein Kurvenintegral darzustellen, namlich

1 1 1 1
Rje(c—w_c—z_(w_z)(c—z)z) o

Der Integrand ist (w—2)?- m Wenn die Punkte eine Abstand > 6 > 0 von
der Kurve halten, dann ist der Unterschied des Differenzenquotienten zur Ableitung in
einem der Punkte ein gleichméfiges O(|(w — z)|.
Fiir die hoheren Ableitungen kénnen wir ebenso argumentieren. Wir benttigen dazu nur
eine Verallgemeinerung der eben beniitzten algebraischen Umformung
k(3R AB = (ABP
Allgemeiner gilt: Fiir jedes n € N existiert ein homogenes Polynom vom Grad n + 2,
sodass
(= 2~ (1= ) AB- by = (A= B)? prath )

Wir erhalten eine gleichméflige Abschétzung fiir Paare z, w, die deutlichen Abstand zur
Kurve halten in dem Sinn inf{llz—(|:Ce €} >05, inf{lw—{_:Cec}>5s.
Es existiert eine Zahl Cg, sodass fiir diese Paare gilt ‘le (f(w)—f(z)) —f’(z)} < lw—z|-Cs.

Man konnte nun im Sinne der Euler’schen Terminologie sagen: Der Cauchy’sche Inte-
gralsatz zu einer Jordankurve présentiert eine in einer Umgebung des Inneren holomorphe
Funktion durch einen ’geschlossenen’ d. h ’analytischen” Ausdruck. Holomorphe Funk-
tionen in einem einfach zusammenhéngenden Gebiet und ihre Ableitungen koénnen also
auch in der alten Euler’schen Terminologie als analytische Funktionen gelten.
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1.4 Die klassischen elementaren Umkehrfunktionen

Eine komplexwertige Funktion f(z) auf einem Gebiet G kann auch als Abbildung f(-) :
G — C verstanden werden. Wenn wir von Abbildungen sprechen, dann denken wir vor
allem an das Hintereinanderschalten und an das Invertieren, (wihrend wir beim Spre-
chen iiber Funktionen in erster Linie an das Linearkombinieren und das (punktweise)
Multiplizieren denken.)

Die lokalen Aspekte des Einsetzens und des Invertierens haben wir schon frither an-
gesprochen; hier funktioniert der Kalkiil der Potenzreihen (‘Koeffizientenvergleich’) in
Verbindung mit dem Umzentrieren. Wir wissen: Wenn f holomorph ist, dann existiert
zu jedem Punkt z mit f'(z) # 0 eine Umgebung, in welcher die Abbildung umkehrbar
ist, und die Umkehrabbildung ist holomorph. Kurz gesagt: Die im Gebiet G holomorphe
Abbildung f(-) ist im Gebiet G N {z: f'(z) # O} lokal umkehrbar.

Eine ganz andere Thematik ist nun aber die der globalen stetigen Umkehrbarkeit. Wir
diskutieren unter diesem Gesichtspunkt die sog. elementaren Funktionen.

1)Die Logarithmusfunktion

Die Exponentialabbildung bildet die komplexe Ebene surjektiv (aber nicht injektiv!)
auf die punktierte Zahlenebene C \ {0} ab. exp(a + ib) = e® - e'. Sie bildet z; und z,
genau dann in denselben Punkt ab, wenn z, — z; ein ganzzahliges Vielfaches von 271 ist.
Die Parallelen zur reellen Achse werden auf Strahlen (vom Nullpunkt aus) abgebildet. Die
Parallelen zur imaginédren Achse werden auf Kreise mit dem Mittelpunkt 0 abgegebildet.

Eine interessante Frage mit einer iiberzeugenden Antwort ist die folgende:

Gegeben ist eine holomorphe Funktion f(z) auf einem Gebiet G, die nirgends in G
den Wert 0 annimmt. Gibt es eine stetige Funktion g(z) auf G mit f(z) = exp(g(z)) auf
G? Wenn ¢(z) eine solche Funktion ist, dann leistet auch g(z) 4+ 27ti - k mit k € Z das
Verlangte. Wenn wir fiir ein vorgegebenes z den Wert g(z) vorgeben (selbstverstéindlich
unter Beachtung exp(g(z)) = f(z)) dann kann das damit eindeutig bestimmte g als eine
(stetige!) Version von Inf bezeichnet werden.

Satz 1.4.1 (Das Logarithmieren einer holomorphen Funktion).
/

f(z)

G eine Stammfunktion, so existiert eine holomorphe Funktion g(z) mit exp(g(z)) = f(z).

m

Ist f(z) eine holomorphe Funktion ohne Nullstellen in einem Gebiet G, und besitzt

Beweis. Wenn g das verlangte leistet, dann gilt nach der Kettenregel

d f'(z
L explglz)) = explo(2)- 0'(2);  also g'(z) = T2,
dz f(z)
t'(z) . . . . . .
Wenn 2 eine Stammfunktion g(z) = g(z) + ¢ besitzt und die Konstante ¢ so gewdhlt

ist, dass exp(g(z)) = f(z) fiir ein beliebig vorgegebenes z, dann leistet g das Verlangte.

Beispiel 1.4.1 (Der Hauptwert des Logarithmus).
Zur Einschriankung f der Funktion z auf die im Negativen geschlitzte Zahlenebene Gy, =

@ Prof. Dr. H. Dinges, Analysis II (WS 2010/11), 15. Februar 2011



24 Komplexe Differenzierbarkeit Analysis 1

C\ (—R,) gibt eine Funktion g mit exp(g(-)) = f(-) und g(1) = 0. Diese Funktion auf Gy,
heisst der Hauptwert des natiirlichen Logarithmus: g(re’®) =Inr+id mit [¢p| < 5

Beispiel 1.4.2 (Der Logarithmus des Cosinus).

Bezeichne N, die Nullstellenmenge der Cosinusfunktion, N = {§ +k-m: k €N},
und sei G die ‘doppeltgeschlitzte’ Zahlenebene G = C \ {X : x reell mit [x] > 5 } Auf G
existiert dann eine Funktion g, sodass exp(g(-)) = cos(-) und g(0) = 0. Sie ist reellwertig
im Intervall (—7Z, 5).Man bezeichnet sie manchmal als den Hauptwert von In cos(-).

Beispiel 1.4.3 (Die logarithmische Ableitung der Gamma-Funktion).

Die Gammafunktion I'(-) ist holomorph in Gr = C\ {0, —1, —2,...}, und sie hat nir-
gends Nullstellen. Thre Einschriankung auf das Gebiet G, = C\ (—R, ), die im Negativen
geschlitzte Zahlenebene, (einem einfach zusammenhédngenden Gebiet,) besitzt eine Dar-
stellung T'(-) = exp(g(-)). Die Ableitung der hier gewonnenen Funktion g(z) = InT(z)
nennt man die logarithmische Ableitung der Gamma-Funktion; sie ist sogar auf der viel-
fach gepunkteten Menge G holomorph. Wir zeigen, wie man sie durch eine eindrucksvolle
Reihe darstellen kann, eine Reihe, die eng verwandt ist mit der beriihmten Cosinusreihe,
die wir spéter prasentieren. Wir wissen

1 z(z+1)---(z+n)

Frg — 6@ = Jim Pu(z) it Pa(z) = nln

(im Sinne der lokal gleichméfBiigen Konvergenz auf dem Gebiet Gr).
Fiir Rz > 0 ist der (Hauptwert des) Logarithmus wohldefiniert, und es gilt dort

d(lnP (z )):1+ 1

—lnn.
dz z z+1 z+n nm

Der Limes fiir n — oo ist die in {8z > 0} holomorphe Funktion & = —I.

G T
Man konnte das Resultat auch suggestiv so schreiben

n

d . 1
—q, 0Tz :—+Z z—|—k k JLIEO(;E_IM)'

Die Summe ) T (Z X E) existiert im Sinne der gleichméfligen Konvergenz auf Kom-
pakten. Fiir die z mit negativen Realteil bekommen wir die gesuchte Funktion mittels der
Funktionalgleichung

r 1T
) =—+ =z +1).

Bemerke: Die Reihendarstellung zeigt, dass die Gammafunktion, eingeschrankt auf R,
logarithmisch konvex ist. (InT)” (x) > 0 fiir x > 0.

z-T(z)=T(z+ 1),

2)Die Arcustangensfunktion
Die Tangensfunktion ist 7t-periodisch und holomorph auf C \ N .
sinz 1 eF—e ¥ 1 %21

tanz = :—7:—27
cos z i ez4e 2 i e’z+41
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Die Gleichung w = tanz hat fiir w # +i hat genau eine Losung im senkrechten
Streifen {z: —5 <Rz < %‘} ; denn

(e=+e®) iw = (eF—e®); = o= w—t

w41’

und die lineargebrochene Abbildung w — x;t bildet die erweiterte Zahlenebene C =
C U oo bijektiv auf sich ab. Die Tangensfunktion ist im gesamten Definitionsgebiet lokal
umkehrbar; denn die Ableitung (tanz)’ = 1 + (tanz)?. verschwindet nirgends. Eine glo-
bale Umkehrung des Tangens auf einem Teilgebiet D C C \ N, nennt man eine Version
des Arcustangens. Zwei Versionen des Arcustangens unterscheiden sich um ein ganzzah-
liges Vielfaches von 7t. Wenn tan(g(z))) = f(z) auf G, dann gilt nach der Kettenregel

d%tan g(z) = (1 —I—tanzg(z)) -g’(z), also ¢g'(z) = ]i—/fz(z). Somit gilt

Satz 1.4.2. Fiir eine holomorphe Funktion f(z) auf einem Gebiet G (welche die Werte
+1i nicht annimmt), sind die folgenden Bedingungen dquivalent.

(i) Es existiert eine stetige Funktion g(z), sodass f(z) = tan g(z) auf G.

/

(ii) Die Funktion % besitzt eine Stammfunktion auf G.

Beispiel (Der Hauptwert des Arcustangens).

Ist N ={w: w =1b mit b reell, |b| > 1}, dann ist C\ N vom Nullpunkt aus gesehen ein
Sterngebiet, in welchem die Funktion H;WZ holomorph ist. Wenn man in diesem Stern-
gebiet vom Nullpunkt aus das unbestimmte Integral nach w bestimmt, erhélt man eine
Version des Arcustangens a(w). Diese bildet C\ N bijektiv auf den offenen Vertikalstreifen
G ={z: |Rz| < 7} ab, und die Tangensfunktion ist die Umkehrabbildung. Interessant ist,
wie die Tangensfunktion die Randgeraden des Vertikalstreifens abbildet. Fiir z = 5 + ia
mit a reell haben wir

1 exp(2(F+1ia))—1 1 —exp(—2a))—1

P _ . =1 (tanha)™"
tan(3 +1ia) i exp(2(5+ia))+1 1 —exp(—2a)) +1 i (tanha) ™,

und der hyperbolische Tangens bildet die reelle Achse auf das Intervall (—1,+1) ab.

Fiir das Folgende ist es bequemer, statt des Tangens den Cotangens zu studieren

cotz = =tan(z+5) fiir z # km.

tanz

Die singuléren Stellen des Cotangens sind die ganzzahligen Vielfachen von 7t. Nur in der

Néhe dieser Stellen ist der Betrag des Cotangens grof}. Genauer: Fiir jedes a > 0 ist der

Betrag | cot z| beschrankt im Gebiet G, = {z D lz—k-m > afir alle k € Z}. Dies sieht
2iz w—i

man folgendermafen: cotz = w & e = 7. Die hier auftretende lineargebrochene
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Abbildung bildet den unendlichfernen Punkt nach 1 an, und das Aussere eines Kreises
mit groffem Radius {w Cowl > M} auf das Innere eines Kreises mit kleinem Radius.
Nur fiir die e?*# in diesem kleinen Kreis nimmt cotz Werte mit Betrag > M an.—
Wir werden das spéter beniitzen, wenn wir die beriihmte lokal gleichméfig konvergente
Cotangensreihe herleiten.

3)Die Arcussinusfunktion
Die Sinusfunktion sinz ist 27t-periodisch und in der gesamten komplexen Ebene holo-
morph. Sie ist aber nicht iiberall lokal invertierbar, denn die Ableitung cos z verschwindet
in der Menge N,. Dies sind die Punkte, in welchen der Sinus einen der Werte +1 an-

nimmt. Wir bemerken sin’ z = +£1/1 — sin? z. Fiir eine Funktion f(z) auf einem Gebiet G,
welche die Werte &1 nicht annimmmt, suchen wir eine Funktion g(z) mit

f(z) =sing(z); insbesondere f'(z) = £4/1 —f2(z) - g'(z).

Welches Vorzeichen hier in Betracht kommt, ist zunéchst nicht klar. Die Gleichung w =
- (e — e7%) ist eine quadratische Gleichung fiir e'#, welche genau zwei Losungen besitzt:
sinz=w &= e =iw+ 1 —n?

= z=1ln(iw+ V1 —-w?) +2nk = (arcsinw+27tk).

Warnung: Die Schreibweise arcsin(-) ist so nicht zuléssig, weil wir nicht festgelegt haben,
welche der Losungen der quadratischen Gleichung zu wihlen ist. Wir miissen bedachtsa-
mer vorgehen, wenn wir die Aufgabe 16sen wollen:

Beispiel 1.4.4. Sei f(z) die Einschrankung der Funktion z auf die doppeltgeschlitzte Ebene
G=C\ {x : x reell und |x| > 1}. Vom Nullpunkt aus gesehen ist G ein Sternbereich.
Fiir (€ Gsind 1—C und 1+ ¢ nicht negativ reell. Wir prézisieren fiir ¢ € G

1
7@ = exp(

wo In(-) den Hauptwert bedeutet. Das Kurvenintegral im Sternbereich g(z) = fg ﬁ dc.

—3In(1 =) - exp(—3In(1+ Q)

16st das Problem. Man nennt diese im Nullpunkt verschwindende Stammfunktion manch-
mal den den Hauptwert des Arcussinus.

Sei nun allgemeiner f(z) eine holomorphe Funktion in einem einfach zusammenhéangen-
den Gebiet G, welche die Werte 41 nicht annimmt. Es existieren dann genau zwei ho-
lomorphe Funktionen h(z) und —h(z), sodass h?(z) = 1 — f%(z). Sei z irgendein Punkt
im Gebiet. Mit ¢, sodass f(z) = sinc, erfiillt dann eine der beiden Stammfunktionen
g (z) =¢+ ﬁﬁ dg, g_(z) =c¢— ﬁﬁ d¢ die Bedingung f(z) = sin g(z). Diese
Funktion kann als eine Version von arcsin f(z) bezeichnet werden.
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4) Die Joukowski-Abbildung und ihre Umkehrung
Wir diskutieren eine Abbildung der gepunkteten komplexen Ebene, die nicht nur als
Rechenbeispiel weithin beliebt ist, sondern auch (in fritheren Zeiten) dazu beniitzt wurde,
gewisse Phidnomene der Stromungstheorie zu erldutern.

f(-): C\{0}3zr—1(z+1).

Die Ableitung f'(z) = %(1 — z72) verschwindet in den Punkten 41, in allen anderen
Punkten ist f lokal umkehrbar. Die Punkte 41 sind Fixpunkte der Abbildung. Es gilt
f(lz) = f(z). Zu jedem w # +1 existieren genau zwei Urbilder zy = w + /1 — w?; und
die sind zueinander reziprok. Die Punkte auf der Peripherie des Einheitskreises werden
auf das Intervall I = [—1, +1] abgebildet: f(e*?) = cos ¢. Das Innere und das Aussere des
Einheitskreises werden umkehrbar eindeutig auf die Menge C \ I abgebildet.

Interessant sind die Bilder der Strahlen durch den Nullpunkt und die Bilder der Kreise
mit dem Mittelpunkt 0. Diese Kreise werden zu konfokalen Ellipsen. Und was die Strahlen
durch den Nullpunkt betrifft, so gilt: Der Teilstrahl ausserhalb des Einheitskreises wird
zu einem halben Hyperbelbogen, und ebenso der Teilstrahl innerhalb des Einheitskreises.

In der Tat gilt fiir den Kreis mit dem Radius r
fir-e®)=1r-e®+ e =1(r+Dcosdp+3(r—1)sing =a-cosdp +1ib-sin .

Wenn der Kreis mit Radius v > 1 im positiven Sinn durchlaufen wird, dann durchlauft
der Bildpunkt die Ellipse ebenfalls im positiven Sinn; bei den Kreisen mit Radius r < 1
kehrt sich der Durchlaufungssinn um. Die Brennpunkte aller Ellipsen sind +1; denn

2 12 2 2
a>—b’=1(r+1)-1r-1)2 =1

Betrachten wir jetzt die Bilder der Strahlen

f(r-e*) =cosd - %(r—l— %) +sing - %(r— %) = « - cosh +if3 - sinhp
mit x =cosd, B =sin@, P =Inr.

Wenn 1 das Intervall [1,00] durchlduft, dann durchlauft ¢ das Intervall [0, 0co] und der
Bildpunkt z(1) = - cosh{+1if -sinh 1 den Hyperbelbogen, der auf der reellen Achse im
Punkt o« = cos ¢ startet. Wenn wir mit r unter 1 gehen, dann lauft der Bildpunkt den-
selben Hyperbelbogen zuriick. Alle unsere Hyperbeln haben die Brennpunkte +1; denn

o2 + p% =cos’d +sin’d = 1.

Hinweis: In der einfachsten Anwendung auf die Stromungstheorie interessiert man sich
dafiir, wie die Umkehrabbildung f~'(w) die Parallelen zur reellen Achse in den Aussen-
raum des Einheitskreises abbildet. Die Vorstellung ist die, dass diese die Stromungsli-
nien einer Stromung beschreiben, welche einen Zylinder mit kreisformigen Querschnitt
umstromt. — R. Feynman in seinen beriihmten Lecture notes (Kapitel 41) nennt die
dazugehorigen Ideen die Theorie des trockenen Wassers, der er eine elaboriertere Theorie
des nassen Wassers gegeniiberstellt.
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1.5 Rechenbeispiele zur Verlagerung von Integrationswegen

Wenn man bedenkt, dass Hﬁ auf R die Ableitung der Arcustangensfunktion ist, der Um-
kehrfunktion der Tangensfunktion, die das Intervall (—7t/2, +7/2) bijektiv auf R abbildet,
dann ist klar

1 o 1 1
— — dx ==.
27 J_OO 1+ x?2 2
Hier wollen uns hier mit weiteren speziellen bestimmten Integralen dieser Art befassen,
um damit die Technik des Verlagerns von Integrationswegen erldutern. Integrieren wir
beispielsweise die Form H’LZZ dz iiber die geschlossene Kurve €, die zunéchst entlang der
reellen Achse von —T nach 4T lauft und dann auf dem Halbkreisbogen in der oberen
Halbebene zuriick zum Ausgangspunkt. Der Beitrag des Halbkreisbogens ist im Betrag
< g, wenn T geniigend grof} ist. Andererseits kann man die die Kurve €t im Holomor-
phiegebiet homotop verformen in eine Kreisline mit kleinem Radius, welche den Punkt
1 1 ( 1 1

+1 einmal im positiven Sinn umschlingt. Wegen > = 5; (;5 — Z—H) haben wir

1 1 1001 1 1 (1 1
— | ——dz = = dz = — dz = .
27ILT1—|—ZZ z ZnLTZiz—i z 4711%—1 )

Als Verallgemeinerung gewinnen wir die sog. charakteristischen Funktionen der symme-
trischen Cauchy-Dichten:

Satz 1.5.1 (Die symmetrischen Cauchy-Dichten).
Fir a > 0 heisst pqo(x) dx = }le—ixz dx die symmetrische Cauchy-Dichte zum Para-
meter a. Es gilt fir t € R

o a
(p(t) = —J eltx . m dx = exp(—a . ’t|)

Beweis. Fine Streckung der Integrationsvariablen zeigt, dass es geniigt, den Fall a =1
zu behandeln. Wegen @(—t) = @(t) geniigt es, positive t zu studieren. Mit den Kurven
Ct von oben erhalten wir fir die Umlaufsintegrale wie oben

lJ etz 1 dzzlJ eitz-l. 1.dZ=€*t-
27 J e, 1+ 22 27 J e, 2iz—1

Wegen t > 0 ist der Beitrag des Halbkreisbogens im Betrag < e, wenn T grof ist.

Satz 1.5.2 (Die sog. Laplace-Integrale).

. T sinx
lim dx =m

Tooo J_7 X
T x-sinax
und allgemeiner  lim ———5 dx=m- e fiir a,b > 0.
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Beweis. Wir integrieren iber die Kurve €t von oben. Sie umschlingt den Punkt ib, aber
nicht den Punkt —ib. Die Cauchy’sche Integralformel zeigt

1 iaz 1 iaz
J C dz —e J € az —o.

2mi z—1b 2mi z+1b

Fiir grofles T liefert nur der Integrationsweg entlang der reellen Achse einen wesentli-
chen Beitrag zum Umlaufsintegral. Die Abschdtzung bentitzt wesentlich, dass fiir die z mit
grofiem positiven Imagindrteil der Betrag des Integranden klein ist; |e'%? = e~ %% die
Ldnge des Integrationswegs fillt demgegeniiber nicht ins Gewicht.

1 T 1 : :
. ,—ab . (plaz . iaz(,
2m-e = lim 5T J e (e'**(z+1ib) + e'**(z —ib)) dz
= li 1 JT L (2z- (cos az+ibsin az))dz
T i 2ib 12?4+ b? €08 -

Auf dhnlichen Wegen bestétigen wir jetzt das Integral

1J°° 1o ]
) T+ T 2.2

Der Nenner der gebrochenrationalen Funktion hat Nullstellen in den primitiven ach-

1+ T+27
ten Einheitswurzeln 72 (£1 +1). Wir notieren z; = es2 fz - (+1 4+ 1). Die weiteren
primitiven achten Einheitswurzeln sind dann z3 = z3, z5 = z? , z7 = z]. Es gilt
1 1 _ -1 ( Z + z3 + Z5 + z7 )
2241 T (z—z1)(z—z3)(z—25)(z—27) = 4 \z—z z—2z3 z—2z5 z—z7 ) °

Die Kurve €1 umschlingt die Punkte z; und z3 einfach im positiven Sinn. Also gilt

1J 1 dz—l_—127ﬁ(z—|—z)—L
). 1+22 7 T 2 4 L BN

Satz 1.5.3 (Einfache Umlaufsintegrale fiir gebrochenrationale Funktionen).
Es sei q(z) ein Polynom vom Grad m, welches einfache Nullstellen besitzt in den Punkten

Z1,...,Zm. P(2) sei ein Polynom vom Grad < m. € sei eine positiv orientierte Jordan-
kurve, in deren Innenbereich die Punkte z1,...,zy liegen, und die tibrigen zy ausserhalb.
Es gilt dann
1
1 p z)
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Beweis.
Gemdfs der Partialbruchzerlegung gibt es Zahlen aq, ..., dm, sodass % = 2 Zﬁ];k
Die Summanden zu kX = 1,...,1 liefern den Beitrag ay zum gesuchten Umlaufsintegral.

Es miissen also nur noch die ay berechnet werden. ay ergibt sich als Limes

o — hm(z_zk)_p(Z) _ p(zk)'
zzi a(z)  q’'(z)

Sprechweise (Polstellen, Residuen).
Sei f(z) eine Funktion, die im punktierten Kreis {z: 0 < |z—2z| < r} holomorph ist. Wenn
fiir ein m € N die Funktion (z —z)™ - f(z) im ganzen Kreis holomorph ist

a_m a_q

f(Z):7~m+"'+ ~+ao+a1(z—i)+~-~
(z—2) z—2Z

mit a_,, # 0, dann sagt man: die Funktion besitzt in z einen Pol der Ordnung m mit
dem Residuum a_;. Man bemerkt: integriert man f {iber einen kleinen Kreis € , der die
Polstelle z umschliesst, dann erhélt man das Residuum

1
2m

J £(¢) A= a_r.
¢

Damit gewinnen wir eine Verallgemeinerung des oben studierten Laplace-Integrale

Satz. Fs seien p und q Polynome, q vom Grad = m, p vom Grad < m. Die in der

oberen Halbebene liegenden Nullstellen von q seien zU), ... 2V die Residuen der gebro-
chenrationalen Funktion f(z) = % in diesen Punkten seien c'V,... cWY. Es gilt dann

fiir jedes s > 0

1 (7. L .
Th—>I£>102—7'[‘LJT e . f(x) dx = ;c(”-exp(iszm).

Die Idee lasst sich weiter verallgemeinern; sie wird die Residuenmethode genannt. Wir

behandeln hier noch ein beriihmtes Beispiel, und iiberlassen die weitere Diskussion der
‘Residuenmethode’ einer Spezialveranstaltung iiber Funktionentheorie.

Satz 1.5.4 (Die Cotangensreihe).
Fiir ein kleines a > 0 sei G, = {z: lz—k -7 > a fir alle k € Z}. Es qilt

1 > 2z
tz = — _
0 z+;zz—k27{2

gleichmdf$ig in jedem kompakten Teilbereich von Gg.

@ Prof. Dr. H. Dinges, Analysis II (WS 2010/11), 15. Februar 2011



1.5 : Rechenbeispiele zur Verlagerung von Integrationswegen 31

Beweis. Die Cotangensfunktion cotz = £ ist holomorph in C\ {m - Z} und sie hat
einen Pol der Ordnung eins mit dem Residuum = 1 in jedem Punkt kmt. Der Cotangens
ist beschrinkt in jedem Gq. Die Kreislinie €, = {((t) = (n+ %)71- ett: 0 <t <2m st
in Gq enthalten, wenn a < 5. Wir wihlen a klein.

Fiir z € Gg betrachten wir das Integral der Funktion f,(() = @1? - cot z tber die
Kurven €, mit grofem n. Der Integrand ist auf den Kurven O(n=2) und zwar gleichmdfig
fiir z in jeder kompakten Teilmenge von Gq. Da der Integrationsweqg nur die Linge ¢ - m
hat, ist der Betrag des Integrals O(n™).

Die Funktion f,(C) hat Residuen (k*m>—z?)~" in den Punkten { = kmt; und ausserdem

- - 1 - s _ ) 1 _ 1 1 1
die Residuen 5, cotz in den Positionen ( = £z; denn T = % (E — m) .

Im Innern der Kurve €, liegen die Punkte krt mit k| < n, und die Punkte z mait
zl < (n+ 1)m. Fiir diese z ergibt das Umlaufsintegral

1 cot C 1 1
RJ¢n 762—22 dz = zCOtZ‘i‘ Z 7](,27'[2—22.

[kl<n

Wir multiplizieren mit z und beachten, dass k und —k denselben Beitrag liefern.Im Limes
erhalten wir die Behauptung.

Anmerkung: Suggestiv (wiewohl formal bedenklich) ist die folgende ‘Umformung’
des Resultats

d n
E(lnsinz) = cotz = lim In <Z~H(1 - kzz—j[z)) :
k=1

Sie verweist auf verwandte Sétze, die wir hier jedoch nicht genauer betrachten wollen:

s1171T ;’CZ _ Tg%o H (1 — i—i) , (Produktdarstellung des Sinus)
—cotz = i(lnF(z)%—lnF(] —Z)),
dz
siZz = T(z)-T(1—-2) (Ergénzungssatz)

Weitere Beispiele fiir das Verlegen des Integrationswegs.

Satz 1.5.5 (Die doppeltexponentielle Dichte).

> isx —Ix] 1 ..
@(S):Jme -;e"deHSz fiir s € R.
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Beweis. Das Integral ist reellwertig und hingt nur von |s| ab. Wir betrachten fiir s >0

-
. 1
Q7(s) =2- L eisx. %e_x dx  und wir zeigen Th—%o (%@T(s)) REESE
Dazu bemerken wir: (1—is fo x0-48) dx 4st das Kurvenintegral der Form e™* dz entlang
der Kurve (’IT = {z(x) = (1—is)-x: x € [0, T]}, einem ‘Strahl” in der rechten Halbebene.

Wir betrachten das Umlaufsmtegml tiber das Dreieck mit den Ecken 0, T, (1 —is)-T. Der
Beitrag des ‘vertikalen’ Stiicks zum Integral ist exponentiell klein fiir T — oo. Man kann
daher den Integrationsweg Q(Ts) deformieren zum Weg vom Nullpunkt nach T (entlang der
reellen Achse) mit einem beliebig kleinen Fehler, wenn T grofs ist.

0 : 1 *© 1 1+1s
1 — —x(1—is) — J —x — —
Tgilo(pT() JO ¢ dx 1—1is ), ¢ dx T—is 1452
Satz 1.5.6 (Die Gamma-Dichten).
C 1
©uls) :J e —— . x*T.e™dx = (1—1is)™® fira>0,s¢eR.
0 MNa)

Beweis. Bei der -ten Potenz ist natiirlich der Hauptwert gemeint; der Wert des Integrals

ist =1 fir s = 0; die Gamma-Dichten sind Wahrscheinlichkeitsdichten auf R, .
1 o0 ) d
(1—15)“.@“(5):W.J0 e x(1-is) ((1 —"LS)X)(X 7X

Wir konnen wie oben den Integrationsweg entlang des Strahls zum Integrationsweq entlang
R, deformieren, und erhalten den Wert =1 fiir alle s.

Satz 1.5.7 (Die charakteristische Funktion der Normalverteilung).

Joo elsx. \/12_71 cexp (—3x?) dx = exp(—3-s?))

Beweis. Wir wissen bereits 1 —f e W exp( 1 xz). Nun gewinnen wir

exp (3 -s?)) -JOO e exp (—1x%) dx = Joo exp(1 - (x —1is)?) dx :J exp(—lzz) dz

. 2
—00 —00 s
wo €4 die verschobene reelle Achse ist. Die Verschiebung dndert das Integral nicht, weil
fiir jedes s die Integrale tber die Kurven von T nach T —1is fiir grofles |T| vernachlissigt
werden konnen. Das Integral ist also v/ 27 fiir alle s.

Wir wollen jetzt die Form exp(—%zz) dz auch noch iiber andere Kurven integrieren.
Die unbestimmten Integrale

T T
C(T) :J cost? dt und S(T) :J sint? dt
0 0

heissen die Fresnel-Integrale. (Sie treten in der Theorie der Lichtbeugung an einem Spalt
auf.) Wir wollen zeigen, dass beide fiir T — oo gegen den Wert % . \/§ konvergieren.
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Satz 1.5.8 (Die Fresnel-Integrale).

T T
1
lim J cost? dt = - - %‘ = lim J sin t? dt.
T—=oo Jg 2 T—=oo Jg

Beweis. Wenn wir die Form exp(—%zz) dz vom Nullpunkt ausgehend auf geradem Weg
¢r nach T - (1 41) integrieren, erhalten wir das Integral

T T
J exp(—%zz) dz = J exp(—it?) - (14+1) dt = (1 +1) J (costz—i~sint2) dt.
er 0 0

Wir wissen bereits \/%tfgo exp(—%xz) dx = % Wir beweisen die zur Aussage des Satzes
dquivalente Gleichung

lim  (T+1)- (C(T) —i~S(T)) = ! V2m
T—o0 2

indem wir den Integrationsweg verlagern. Wir integrieren diber den Rand des Dreiecks
mit den Ecken 0, T, (1 +1)T, wund wir weisen nach, dass das Integral iiber die Strecke
von T nach (1 4+ 1)T vernachldssigt werden kann. Wenn wir die Kurve parametrisieren
{z(v) =T+ilv: vel0, 1]}, dann hat dieses Integral die Gestalt

1 1
J exp(—3T*(1+iv)?) iT dv = J exp(—3T*(1 —=v?)) - (cos(T?) +1i sin(T?v)) iT dv
0 0

Sinus und Cosinus sind im Betrag < 1 und fir die Funktion h(v) = exp (—%TZU — vz))
. 2
qgilt f; h(v) dv < exp(—3T7)) - f(]) exp(+3T%)) dv = T [1- e*%TZ].

Wir bemerken S(T) = fg sint? dt = f(\)/:r sinu 2\%1 du. Die Integrale iiber die
u-Intervalle [(k — 1), k7t] sind abwechselnd positiv und negativ und im Betrag fallend.
Die Funktion S(-) ist fiir alle T > 0 positiv mit dem Limes S(oco) = % . \/§ Dasselbe
gilt fiir C(-) (ohne Beweis!). Die Kurve mit den cartesischen Koordinaten (C(T),S(T))
ist bekannt als die Cornu’sche Spirale. Der Kurvenparameter T kann als die Bogenldnge
vom Nullpunkt aus interpretiert werden.

Wir wollen unsere Form \/LZT: . exp(—%zz) dz von (1 —1)(—Ta) nach (1 —1)(+Ta)

integrieren. Mit der Parametrisierung {z(v) =1-1Tv:ve [—a,+a]} und T? = %
erhalten wir o _

T+ 1 L2

%1—1—0(1):\/2—”8- exp(gv ) dv.

J—a
Durch partielle Integration finden wir weitere Formeln dieser Art:
a i,

B ftole) = o= eXp(gV)"’z dv.

J—a
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Der wesentliche Beitrag zum Integral kommt im Limes von einer beliebig klein gewéhlte
Umgebung des Nullpunkts. Das ist auch so, wenn wir etwas allgemeinere Integranden
einfithren: Ausblick: In der mathematischen Physik kennt man das Prinzip der stati-
ondren Phase. Im einfachsten Spezialfall besagt es: Wenn g(v) eine glatte Funktion ist,
die ausserhalb eines Intervalls [—a, +a] verschwindet, dann gilt fiir ¢ — 0

i .
\/21_7[8 . Jexp(gv ) -g(v) dv = 17“ . [g(O) + 4%8 -g"(0) + O(ez)].
Es gibt diesen Typ von Aussage auch in hoheren Dimensionen. Sei K(v) eine zweimal
stetig differenzierbare konvexe Funktion in einer Umgebung des Nullpunkts im R¢ mit
K(0) =0, K’(0) =0, K”(0) nichtsingular. Es gibt dann eine komplexe Zahl ¢, vom
Betrag 1, die nur von der Signatur o der Hesse-Matrix K”(0) abhéngt, sodass gilt

1 .
£i_r}r(1) (\/Z—m)d. \/IdetK”(O)l-Jexp(%K(v)) -g(v) dv = ¢5-g(0) + O(e).

(fiir positivdefinites K”(0) ist ¢, = (%)d)
Im Problemkreis des Prinzips der stationdren Phase interessiert man sich iibrigens auch
fiir den Fall, wo K(-) im Gebiet mehrere ‘kritische’ Punkte aufweist; das sind Punkte Pj,
in welchen der Gradient K’ verschwindet, (wéhrend die Hesse-Matrix nichtsingulér ist).
Man findet das ausgefiihrt in dem (besonders auch wegen den gleichermaflen eleganten
und effektiven Einfiihrung in die Geometrie der glatten Mannigfaltigkeiten) sehr empfeh-
lenswerten Lehrbuch

P. Bamberg & S. Sternberg: ., A course in mathematics for students of physics 2. Seite

750 ff. Cambridge University Press, 1990.

Anmerkung: Wir haben unsere speziellen bestimmten Integrale hier nur als Rechen-
aufgaben behandelt. Wir werden spéter auch Inhaltliches dazu sagen; hier konnen wir nur
einige Andeutungen machen.

1) Wenn p(x) > 0 mit fo_ooo p(x) dx = 1, dann nennt man p(x) dx eine Wahrschein-
lichkeitsdichte (welche absolutstetig ist relativ zum Lebesgue-Maf$). Solche Wahrschein-
lichkeitsdichten kann man auch durch ihre ‘charakterischen Funktionen’ beschreiben:

Q(t) = Je“" ‘p(x) dx firt € R.

Man gewinnt auf diesem Wege Funktionen, die man positivdefinite Funktionen nennt.

Der Leser sollte sich nicht wundern, wenn da dieselben Rechenbeispiele auftauchen; es
gibt nur wenige durch elementare Funktionen dargestellte Dichten, fiir welche die charak-
teristische Funktion ebenfalls eine elementare Funktion ist. Inhaltliche Zusammenhénge
werden durch diese ’Beispiele’ nicht etabliert.
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2) Eine wichtige Eigenschaft des Ubergangs von den Wahrscheinlichkeitsdichten zu
den charakteristischen Funktionen ist die, dass die chakteristische Funktion des Faltungs-
produkts zweier Dichten das punktweise Produkt der charakteristischen Funktionen ist.

r(x)zj ply) - q(x—v) dy;
olt) = Je“x Pl dg bt = Jeﬁ* Lq(x) dx,
x(t) = @(t) - P(t) = Je“" -1(x) dx

3) So, wie es eine Theorie der Fourierkoeffizienten fiir 27t-periodische quadratinte-
grable Funktionen gibt, so gibt es auch eine Theorie der Fourier-Integrale fiir die qua-
dratintegrablen Funktionen auf der reellen Achse (und iibrigens auch im R%). Fiir glatte
schnellabfallende Funktionen f(x) gewinnt man die Fouriertransformierte 1 (t) durch eine
Integration und zwar

oy 1 * —itx
) == Jm e f(x) dx,

_L_ = +itx | £
0 == Jme A1) dt.

(Was hier schnellabfallend und glatt heisst, erlautern wir spéter im Anschluss an die In-
tegrationstheorie. Dort werden auch besprechen, wie die Fourier-Tranformierte einer be-
liebigen quadratintegrablen Funktion zu definieren ist.) Auch fiir die Theorie der Fourier-
Integrale bieten sich die oben vorgestellten Beispiele an, wenn man partout elementare
Funktionen vorfiithren will. Das beriihmteste Paar ist natiirlich das Paar

1
o

Ein weiteres beriihmtes Paar entsteht aus der ‘Dreiecksfunktion’ fq(x) = %1 . (1 lz’ﬂ) .

Die Fourier-Transformierte ist (bis auf einen Faktor) das kontinuierliche Analogon zum
Fejér-Kern:

o

N exp (—Gztz) .

f(x) = —x%);  flt) =

1 2,
\/T_T( . (é) Slﬂz(at).
«(x) dx die Dreiecksdichte mir der Varianz 2 - a?

3
= (alt)zsm (at).
Die Wahrscheinlichkeitsdichte 2— (a) sin®(at) dt ist zwar fiir groBe a auf eine kleine

Umgebung des Nullpunkts konzentriert; sie hat aber unendliche Varianz.

In der Sprache der Stochastik heisst

\_/_h

Die charakteristische Funktion ist (pa(
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2 Mafle und Integrale

Die Techniken der Integration haben ihre Wurzeln in den Fléachen- und Rauminhaltsbe-
rechnungen. In der Renaissancezeit (um 1550 herum) wurden die antiken Integrationsme-
thoden (aus Biichern von Heron und Archimedes) wieder aufgenommen; Volumen- und
Schwerpunktsberechnungen wurden beliebte Themen. Unmittelbar nach den ersten Weg-
bereitern entstanden die groflen Arbeiten von Kepler, Cavalieri und Torricelli, in denen
Methoden entwickelt wurden, die schliefllich zur Erfindung der Differential- und Inte-
gralrechnung fithrten. Typisch fiir diese Autoren war die Bereitschaft, die archimedische
Strenge zugunsten von solchen Gedankengédngen aufzugeben, die hdufig auf unstrengen,
manchmal ‘atomaren’ Voraussetzungen beruhten. Genaueres iiber die alte Geschichte fin-
det man z. B. in den bereits erwdhnten Biichern

DirK J. STRUIK: Abriss der Geschichte der Mathematik. VEB Deutscher Verlag der Wis-
senschaften Berlin 19635.

C. H. EDWARDS: The Historical Development of the Calculus. Springer-Verlag 1979.

Wenn man heute in der Schulmathematik Integration betreibt, dann konzentriert man
sich in der Regel auf die Integration von stetigen Funktionen auf einem Intervall. Eine
tragende Rolle spielen dort die unbestimmten Integrale als Stammfunktionen; man pflegt
im sog. Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung die Beziehungen zur Idee
der Differenzierbarkeit. — Die Integrationstheorie, die wir hier entwickeln, kniipft an die
altere Auffassung von Integration an, die auf die Zeit vor Newton und Leibniz zuriickgeht;
das Suchen nach Stammfunktionen ist kein Thema.

Uber die bestimmten Integrale lernt man in der Schule: Das Integral ist die Fléiche unter
der Kurve, wobei aber die Fliche unterhalb der Achse negativ zu zdhlen ist. Dies ist die
Idee des Cauchy-Integrals. Sie wird in diesem Abschnitt sehr weitgehend verallgemeinert.
Dabei zielen wir nicht nur auf das klassische Lebesque-Integral, welchem das Lebesgue-
MaB zugrundeliegt. Wir studieren Integrale bzgl. allgemeinerer (vorziiglich normierter)
Mafe; im einfachsten Fall sind das die sog. Stieltjes-Integrale.

Ein auffalliger Unterschied zur Integration im Sinne der Schulmathematik besteht
darin, dass iiber abstrakte Grundridume (auf welchen ein Mafl gegeben ist) integriert
wird. Wir bleiben nicht bei Maflen iiber dem R™. Die Grundrdume sind messbare Raume.

Den Begriff des messbaren Raums wollen wir im Folgenden abstrakt und (bis zu einem
gewissen Grad) parallel zum allgemeinen Begriff des topologischen Raums entwickeln. Die
Besonderheiten, die sich daraus ergeben, dass der Grundraum moglicherweise auch einmal
ein kompakter Raum ist oder ein vollstdndiger metrischer Raum, werden wir in dieser
Einfiihrung nicht in die Tiefe verfolgen.

Wir haben vor allem diejenige ‘abstrakte’ Maf3- und Integrationstheorie im Auge, die in
der modernen Stochastik benotigt, gepflegt und weiterentwickelt wird. In dieser Theorie
werden die Maflberechnungen als die Berechnungen von Wahrscheinlichkeiten interpre-
tiert; und die Werte von Integralen werden als die Erwartungswerte von Zufallsgrofien
gedeutet. Wir iiberlassen es aber der Grundvorlesung zur Stochastik, den Begriffe der
ZufallsgroBen und den Begriff der Wahrscheinlichkeitsbewertung zu entwickeln.
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2.1 Die Daniell-Fortsetzung eines Elementarintegrals

Eine stetige Funktion auf dem abgeschlossenen Einheitsintervall [0, 1] ist gleichméBig ste-
tig und beschrankt. Jeder solchen Funktion f ordnet man (seit Cauchy) ihr (‘bestimmtes’)
Integral zu:

nyzj]ﬂx)dx::Jﬂx)dx

0
Wir wollen an dieser Stelle nicht {iber Untersummen und Obersummen reden. Das wohl-
definierte Funktional I(-) auf dem Vektorverband ¢ = C ([O, 1]) ist unser Ausgangspunkt.
Wir nennen dieses Funktional I(-) das Cauchy-Integral. — Das klassische Lebesgue-
Integral {iber dem Einheitsintervall wird sich durch eine Fortsetzung ergeben; auf eine an-
dere beliebte Fortsetzung, das sog. Riemann-Integral werden wir nicht speziell eingehen.
Diese und andere Fortsetzungen des Cauchy-Integrals unterscheiden sich nur durch ih-
ren Definitionsbereich; wenn eine Funktion im Durchschnitt der Definitionsbereiche liegt,
dann stimmen die Integralwerte fiir alle die gebréuchlichen Fortsetzungen iiberein.

Konstruktion des Cauchy-Stieltjes-Integrals:
Es sei F(-) eine monotone Funktion auf [0, 1] mit F(0) = 0, F(1) = 1, die rechtsseitig stetig
ist. (Man nennt eine solche Funktion die Verteilungsfunktion eines Wahrscheinlichkeits-
mafes auf [0, 1]).

Es sei (3 D O=to<ti< - <tn= 1) eine Unterteilung des Einheitsintervalls und

f(-) eine stetige Funktion, also f € €. Wir definieren dann

REE 3 (7 (87) - F (W),

0

wo der Limes iiber eine Folge von Unterteilungen, deren Feinheitsgrad nach O strebt, zu
erstrecken ist. Der Limes heisst das Stieltjes-Integral der Funktion f bzgl. F. (oder genauer
bzgl. des durch F gegebenen Wahrscheinlichkeitsmafes.) Das Funktional
B B B 1
I(\): &> f r—)I(f):J f dF
0

heisst das Cauchy-Stieltjes-Integral bzgl. F.
Die Existenz des Limes ergibt sich aus der gleichméfligen Stetigkeit von f. Zu jedem
¢ > 0 existiert ein & > 0, sodass gilt: Wenn die Zerlegung die Feinheit < & hat, dann gilt

N
f(x) =Y f(ti) - T, wg(x) + Re(x) mit [Re(x)] < e fiir x € (0, 1].
1

und die Summe Zkf(t]@]) . (F (t]((n)) —F (t]@])) liegt bis auf ¢ bei f(])f dF.
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Hinweis: Das Kurvenintegral einer 1-Form f dg iiber eine rektifizierbare Kurve, wel-
ches wir frither definiert haben, benétigt eine kleine Verallgemeinerung der Konstruktion.
An die Stelle der monotonen Funktion tritt dort die Differenz zweier monotoner Funktio-
nen; man spricht von einer Funktion mit beschrinkter Schwankung. Diese Verallgemei-
nerung heisst die Integration bzgl. einer Ladungsverteilung; wir wollen sie hier nicht
weiter verfolgen. Die Monotonie von F wird fiir das Folgende wesentlich sein.

Sprechweise. Ein Vektorverband reellwertiger Funktionen ¢ (auf irgendeiner Grund-
menge ) wird ein Stone’scher Verband genannt, wenn mit f auch f A1 zu € gehort.

Definition 2.1 (Elementar-Integral). 3
Ein reellwertiges Funktional I(-) auf einem Stone’schen Verband € heisst ein Elementa-
rintegral auf &, wenn gilt

1. f<g = I(f)<I(g); (Monotonie)
2. 1(f+¢g) = I(f)+1(g), I(x-f)=o-I(f) fiir alle x € R; (Linearitiit)
3. fa N0 = I(f) \,O. (Monotone Stetigkeit)

(Der Pfeil \, bedeutet die punktweise absteigende Konvergenz. Wir notieren manchmal
auch |. Entsprechend sind die Symbole  und T zu verstehen.)

Die fundamentale Bedeutung der dritten Eigenschaft, der monotonen Stetigkeit, war
Cauchy nicht bewusst. Sie erwies sich erst in der Integrationstheorie nach Lebesgue (1902).
Fiir die Cauchy-Stieltjes-Integrale ergibt sie sich aus dem Satz von Dini. Nach diesem Satz
impliziert ndmlich die monotone Konvergenz stetiger Funktionen gegen die Nullfunktion
auf einem kompakten Grundraum die gleichméfige Konvergenz; und die Stetigkeit bei
gleichméfliger Konvergenz liegt auf der Hand.

Die monotone Stetigkeit liefert die Grundlage fiir die Fortsetzung des Elementarinte-
grals auf groBere Funktionenklassen. Entscheidend ist das

Satz 2.1.1. Sei I(-) ein Elementarintegral auf €. Es gilt dann

fuTf, gnlTg, f>9g = limTI(f,) >1limTI(gn);
T, gnlg”, f'>¢g" = lim7I(fy) >1lim] I(gn).

Man beachte, dass die punktweisen Limiten f', g’ und g" im Allgemeinen nicht zu €
gehoren. Im Falle des Cauchy-Integrals handelt es sich um unterhalbstetige bzw. ober-
halbstetige Funktionen.
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Beweis Wir beniitzen wie iblich die Bezeichnung h\k = (h — k)" =h —h AKk.
In der ersten Situation steigt die Folge (fn)n tiber jedes gx. Die Folge (gi\fn)n steigt ab
nach 0. Also gilt I(gx\fn) < € fiir geniigend grofles n.

I[(fo) = I(g) = I(fa\gi) — H(gi\fn) > 0—¢;
lim T I(fn) > I(gx) —¢ fir alle e > 0;
lim T I(fn) > I(gy) fiir alle k.

—

In der zweiten Situation ist die Funktionenfolge gn\fn absteigend gegen die Nullfunktion.
Fiir grofle n gilt also 1(gn\fn) < € und

i(gn) - i(fn) - i(gn\fn) - i(fn\gn) <&
lim | I(gn) —lUm TI(fn) < € firallee > 0.

Satz 2.1.2 (Konstruktion des Verbandskegels €).

Es sei € ein Stone’scher Vektorverband (iiber irgendeiner Grundmenge Q ); (Die Elemente
f € & nennen wir die elementaren Funktionen.)

Und es sei €1 die Menge derjenigen Funktionen, die man als Limes einer aufsteigenden
Folge elementarer Funktionen gewinnen kann. Es gilt dann

1. f,ge ¢l = f+g, fAg, fVg c¢l
2. fee¢l xeR, = o« -feel
3. f1<f< - mit foe€ = f=lim]f,e¢l

Man sagt: €' ist ein Verbandskegel, der aufsteigend-o-vollstindig ist. Man beachte,
dass die Funktionen in &' den Wert +oo aber nicht den Wert —oco annehmen konnen.

Beispiel. Die elementaren Funktionen seien die stetigen Funktionen auf einem metrisier-
baren Raum. Die Funktionen f in ¢! sind dann die unterhalbstetigen Funktionen, die eine
stetige Minorante besitzen. Die punktweisen Suprema stetiger Funktionen sind nédmlich
unterhalbstetig; und in einem metrisierbaren Raum kann man jede unterhalbstetige Funk-
tion, die eine stetige Minorante besitzt, als aufsteigenden Limes einer Folge stetiger Funk-
tionen darstellen. Das sieht man folgendermaflen:

1. Die Indikatorfunktion einer offenen Menge U kann man als aufsteigenden Limes
stetiger Funktionen darstellen. Oder, dquivalent dazu: die Indikatorfunktion einer
abgeschlossenen Menge F kann als absteigender Limes stetiger Funktionen gewonnen
werden:

Tr(-) =lim | (T—n-d(-F))",
wo d(-, F) den Abstand von der Menge F bezeichnet.
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2. Wenn g1, g2, . . . nichtnegative Funktionen sind, die als aufsteigender Limes nichtne-
gativer stetiger Funktionen dargestellt sind, dann kann man auch die Summe ) 7° gy

und das Supremum \/{° gi so darstellen. Zu gy = lim,, T f](:L) betrachte namlich
V= O baw, K =V ATV v D)
Die h(™ streben aufsteigend gegen die Summe, die k™ gegen das Supremum.

3. Wir wollen hier zunéchst einmal nur die nichtnegativen unterhalbstetigen f aufstei-
gend approximieren. Fiirn=1,2 ... und k=0,1,2,... sei f](Qn) die Indikator-
funktion der offenen Menge {f > } und g™ = zin Zkﬂg‘)

Offenbar erglbt sich g! ( ) aus f( ) durch Abrunden auf das néchste ganzzahlige
Vielfache von s&. Die g'™ liefern eine aufsteigende Approximation von f.

4. Wenn h unterhalbstetig ist mit der stetigen Minorante h, dann approximieren wir
h — h und addieren zu den approximierenden Funktionen die stetige Funktion h.

Satz 2.1.3 (Aufsteigende Fortsetzung).
Jedes Elementarintegral 1(-) auf € besitzt genau eine aufsteigend-o-stetige Fortsetzunyg.
Diese Fortsetzung 11(-) ist ausserdem isoton, additiv und positivhomogen, d. h.

1. f<g = TII(f) <I'(g);
2. '(f+g) = I'(f) + I'(g), (o f) = - 1T(f) fir alle « € Ry;

3. f1<fr<-+ mit fpe¢ = I'(lim7fy) =lim T I'(fy)

Beweis Wir haben bereits gesehen, dass fiir zwei aufsteigende Folgen elementarer Funk-
tionen die Integralwerte gegen denselben Grenzwert streben, und dass das so gewonnene
Funktional IT(-) isoton ist. Man beachte, dass es auch den Wert 400 annehmen kann.
Die Additivitdt und die positive Homogenitét liegen auf der Hand. Sei (f,) eine auf-
steigende Folge mit lim T f,, = f. Die f, € ¢! seien als aufsteigende Limiten gegeben:
fn= limy, T fnm Die Folge der elementaren Funktionen kn = fm\/ \/fTm ist aufsteigend
mit kn < fn und lim Tk, = f. Wir haben also f € €1, I'(f) = lim T I(ky) = lim T I'(f,,).
Wir betrachten jetzt auch den zu €T diametralen Kegel ¢ = —¢T = {g=—f: f e €T},
Es handelt sich um einen Verbandskegel, der gegeniiber absteigenden Limiten abgeschlos-
sen ist. Interessant sind nun diejenigen Funktionen, die sich ‘knapp’ einschliessen lassen
zwischen eine Majorante aus &' und eine Minorante aus &',

Definition 2.2 (Daniell-Integrabilitét). )
Es sei I(-) ein Elementarintegral. Eine Funktion h heisst I(-)-Daniell-integrabel, wenn
gilt

Ve<03fee€l gee: (g<h<f) A (I'(f)—IHg) <e).
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Die Menge aller Daniell-Integrablen Funktionen bezeichnen wir mit &*; und fiir h € &*
setzen wir

I*(h) = inf{I'(f) : f > h} = sup{I'(g) : g < h}.

Satz 2.1.4.

Die Daniell-Fortsetzung tibernimmt Figenschaften des Elementarintegrals. Es gilt
1. Fiir jede elementare Funktion f gilt T*(f) = I(f).
2. he¢ axeR — ohe ¢ I*(xh) = al*(h)
3. hW h? e ¢t —= hVhE WD AR ¢ ¢
4. h=hU 4+ h@ mit K h2 ¢ ¢ = he e I*(h) =I"(hD+h?),

5 WD <h@ <.ooomit hY e @) lim T I*(h™) < o0
— h=Ilim Th™ ¢ &* I*(h) =1lim T I*(h™).
( “ Satz von der monotonen Konvergenz ’ )

Beweis. Die beiden ersten Aussagen des Satzes sind offensichtlich.
Wir bemerken: Die Integrabilititsbedingung kann man auch formulieren, ohne von den
Konstrukten 11(-), IL(-) expliziten Gebrauch zu machen:

he ¢ e Ve<03(fn),(Gn): im T >h>lm | §n, ULm7TI(fi\Gn) < e.

Wir beweisen die Aussagen 3) und 4):
Zu "V h®) € ¢ und e < 0 wdihlen wir monotone Folgen elementarer Funktionen mit

lim TP >h®>1m | ¢ lim 7 I(fP\gV) < e/2.

Fine Finschliefung bis auf ¢ fir hV V W) wird geleistet von den monotonen Folgen
fo=fl vV f~§12), gn = gﬂ) \Y gﬁf). Analog verfahren wir fir die Summe. Das Minimum
erledigt sich wie das Mazimum, wenn wir am Nullpunkt spiegeln.
Fiir den Beweis der finften Aussage, dem sog. Satz von der monotonen Konvergenz,
wéihlen wir zu jedem W™ Funktionen f™ € &1 und g™ € & mit

£ > h > g(n)) IT(f(n)) _ Il(g(n)) < Zin . e

Die Funktion f' =1lim T (fVV .- -V £™)) dominiert den aufsteigenden Limes lim T h™.
Andererseits: Fiir geniigend grofes N erfillt " = gV V...V g™ € & die Bedingungen

f>h>g" I(f)—I(g") <e.
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Bei den Rechnungen konnte es iibrigens niitzlich sein, wenn man den folgenden ele-
mentaren Hilfssatz im Auge hat: Sind a, b, ¢ nichtnegative Zahlen oder nichtnegative
Funktionen, dann gelten fiir die Operationen /\,\,V die Rechenregeln

a=aAb+a\b, aVb=a+Db\a, (a\b)\c=a\(b+c)
(a+b)\c =a\c+b\(c\a), (a+b)Ac=aAc+bA(c\a)
(aVb)\e = (a+bl\a)\c=a\c+b\(aVe) <a\c+b\c

Der Fortsetzungssatz von Daniell hat eine Schwéche, die wir nur durch sehr behutsames
einigermaflen kaschieren konnten: Die Daniell-integrierbaren Funktionen sind numeri-
sche Funktionen in dem Sinn, dass sie Werte in R U {#o0} annehmen. Die Menge €*
der Daniell-integrierbaren Funktionen ist kein Vektorraum; die punktweise Addition ist
in denjenigen Punkten w nicht definiert, wo der eine Summand den Wert 400 und der
anderen den Wert —oo annimmt.

Gleichheit fast iiberall

Die Schwierigkeiten kénnen dadurch iiberwunden werden, dass man zu Aquivalenzklassen
von Daniell-integrablen Funktionen iibergeht: zwei Funktionen werden als dquivalent er-
klért, wenn sie sich nur auf einer ‘Nullmenge’ unterscheiden (man sagt, ‘wenn sie fastiiber-
all gleich sind’). Fiir die ‘Nullmengen’ und die ‘Gleichheit fastiiberall’” (notiert f ~ g f.ii.)
muf} offenbar das Folgende geklart werden:

1. Zu jeder Daniell-integrablen Funktion gibt es dquivalente endlichwertige Daniell-
integrablen Funktionen mit demselben Integral.

2. Die Maximums- und Minimumsbildung sowie die Vektorraumoperationen sind ver-
traglich mit der Aquivalenzrelation

3. fiwgi fir i = 1,2,... — Supfizsupgi, inffi:infgi,

Mit dem Begriff der Nullmenge werden wir uns in der allgemeinen Theorie der Messbar-
keit noch ausfiithrlich zu beschéftigen haben. Hier geht es zunéichst einmal etwas spezieller
um die Nullfunktionen und Nullmengen fiir ein gegebenes Elementarintegral.

Definition 2.3.

Eine numerische Funktion h* heiit Nullfunktion fiir das Elementarintegral I(-) auf é,
wenn gilt

Ve>03feel :h<f und I'(f) < e .

Eine Teilmenge N des Grundraums heift Nullmenge bzgl. I(-), wenn die Indikatorfunk-
tion Ty eine Nullfunktion ist.

Hinweis: Wir interessieren uns eigentlich nur fiir bairesche Nullfunktionen und baire-
sche Nullmengen. Wir wollen die Baire-Eigenschaft aber nicht immer erwédhnen, wenn sie
fiir die Schliisse keine Bedeutung hat.
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Satz 2.1.5.

Die Vereinigung von abzdhlbar vielen Nullmengen ist eine Nullmenge. Das Supremum von
abzdhlbar vielen Nullfunktionen ist eine Nullfunktion.

Beweis.

Es geniigt offenbar, nichtnegative Nullfunktionen zu betrachten.

Wir bemerken : Wenn hy und h; Nullfunktionen sind, dann auch hyV hj.

Wir zeigen : Wenn hy < h; < ... eine aufsteigende Folge von nichtnegativen Nullfunk-
tionen ist, dann ist auch h* :=1lim T hy eine Nullfunktion.

Wir wihlen f; € €1 so dass

W<fuMHH<%

Fiir die aufsteigende Folge g; = 1V 2V ...V {5 haben wir
lim T g; > h* und I'(lim T g;) < e

Satz 2.1.6.

Eine Funktion h* ist genau dann eine Nullfunktion, wenn {w h*(w) # O} eine Null-
menge 1St.

Beweis.

Sei N = {w lh*(w)| > 0} eine Nullmenge. Fir jedes n € N st dann n - T eine
Nullfunktion. Der aufsteigende Limes dieser Nullfunktionen ist eine Nullfunktion > h*.
Sei [h*| eine Nullfunktion. (ITL-‘n*I/\1)TLeN ist eine Folge von Nullfunktionen, welche gegen
1N aufsteigt.

Daniell-Maf

Einen zweiten Ausweg aus dem Problem mit den unendlichen Funktionswerten der zu
integrierenden Funktionen liefert der Ubergang zu dem Maf zu einem Daniell-Integral. Der
Ubersichtlichkeit halber wollen wir im Folgenden annehmen, dass unser Elementarintegral
normiert ist in dem Sinne, dass die Konstanten Elementarfunktionen sind mit I(1) = 1.
Das Daniell-Integral fiihrt in diesem Fall zu einem Wahrscheinlichkeitsmafl im Sinne der
folgenden Definitionen

Definition 2.4 (o-Algebra).
Ein System 2 von Teilmengen einer Grundmenge Q heifit eine Mengenalgebra wenn

HPedA, Qe
i) Acd = O\Ae
i) ABe2q = ANBeA (und AUBEe).
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vi) Eine Mengenalgebra 2 iiber Q heifit eine o-Algebra, wenn zusétzlich gilt
A,A ... el — UAnEQl (und ﬂAnGQl).

Definition 2.5 (Maf}, Wahrscheinlichkeitsma$).

Ein Ma#f ist eine nichtnegative Funktion auf einer o-Algebra 2 mit den Eigenschaften

i) u@®=0; wA) >0 firalle Aec,
i) ACB = p(A)< u(B)
iii) Aq,Az,... paarweise disjunkt = p (X A) =Y 7 r(A).

Wenn p(Q) =1, dann spricht man von einem Wahrscheinlichkeitsmaf3.
Man spricht auch von einer normierten nichtnegativen o-additiven Mengenfunktion. Wir
schreiben auch kurz W-MaZ.

Definition 2.6. Es sei I*(-) die Daniell-Fortsetzung eines Elementarintegrals iiber der
Grundmenge Q. Eine Teilmenge A C Q heisst Daniell-mefibar (bzgl. I*(-)), wenn die
Indikatorfunktion Daniell-integrierbar ist. In diesem Fall heisst u(A) = I*(14) das Daniell-
Maf} der Menge A.

Satz 2.1.7. Wenn I*(-) das Daniell-Integral zu einem normierten Elementarintegral ist,
dann ist die Gesamtheit A* aller Daniell-mefSbaren Mengen eine o-Algebra und w(-) ist
ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf 2A*.

Der Beweis ist trivial. Wir wollen uns noch ein wenig mit Definitionsbereichen befassen.
Die o-Algebra 20* der Daniell-messbaren Mengen hiangt von dem Elementarintegral ab.
Dies wird in der Mafitheorie als storend empfunden; man arbeitet lieber mit einer o-
Algebra, die allein vom Vektorverband ¢ abhéngt.

Definition 2.7 (Baire’sche Mengen).

€ sei ein Stone’scher Vektorverband iiber Q. &P sei die kleinste Menge von numerischen
Funktionen, welche & umfaBt und gegeniiber der Bildung abzihlbarer Suprema und Infi-
ma abgeschlossen ist.  Die Elemente f € &P heifien die Baire-Funktionen zu €.

Die Mengen B C Q, fiir welche 1g eine Baire-Funktion ist, heiflen die Baire’schen Men-
gen zu €.

_ Wir bemerken: Fiir jede elementare f und jedes reelle a sind die Mengen {f > a} und
{f > a} Baire’sche Mengen. In der Tat gilt

(ME—fAQ)AT M ey
Man zeigt leicht den Satz
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Satz 2.1.8. Die Gesamtheit B aller Baire’schen Mengen zum Stone’schen Verband ¢ ist
der kleinste o-Ring, welcher alle Mengen der Gestalt {w flw) > O} mit f € € enthdlt.
Eine numerische Funktion h(-) auf Q ist genau dann eine Baire-Funktion, wenn

{w :h(w)<a} eB firale ack.

Beispiel (Baire’sche und Borel’sche Teilmengen eines HRaB).

Sei € die Menge aller beschrankten stetigen Funktionen auf einem metrisierbaren HRaB.
¢! ist dann die Menge aller unterhalbstetigen Funktionen mit einer stetigen Minorante.
Eine Indikatorfunktion 15 gehért genau dann zu ¢, wenn A offen ist. Die Baire’schen
Mengen sind in diesem Fall die borelschen Teilmengen des Raums S. In allgemeinen
Hausdorff- Rdumen definiert man die Borel-Algebra als die von den offenen Mengen
erzeugte o-Algebra; die Elemente der Borel-Algebra heissen die Borel-Mengen. In to-
pologischen Raumen, die nicht metrisierbar sind, kann es Borel-Mengen geben, die nicht
baire’sch sind.

Satz 2.1.9. Fiir jede nichtnegative (bzgl. € ) Baire’sche Funktion f ergibt sich das Daniell-
Integral als das Integral einer fallenden Funktion auf R, :

I*(f) :J ww: f(w) > a} da,
0

Beweis. Fiir die Indikatorfunktion f](:” der Menge {w : f(w) > 2%} haben wir I*(an)) =
ww : flw) > zin}. Wie oben beim Studium der unterhalbstetigen Funktionen auf ei-
nem metrisierbaren Raum betmchten wz’r dz'e auf das kleinste ganze Vielfache von zln
abgerundeten Funktionen g™ = zn > o f". Die Funktionen F(a) = p{w : f(w) > a}
und G™(a) = Ww : g™(w) > a} sind monoton fallend auf Ry und fir a = 3% gilt
G™(a) = F(a). Die Funktionenfolge G™(-) konvergiert aufsteigend gegen F(-) in allen
Stetigkeitspunkten von F(-). Die Integrale fgo G™(a) da konvergieren ebenfalls

Ay ) =1(g™) :JO G™(a) da JO F(a) da = I*(f).
0
Das Lebesgue-Integral als Spezialfall des Daniell-Integrals: Denken wir noch-
mals an das klassische Cauchy-Integral iiber einem kompakten Intervall. Riemann hat
wie Cauchy die Fliche unter dem Graphen einer nichtnegativen Funktion {(y,x) : 0 <
y < f(x)} so approximiert, dass er die x-Achse fein unterteilt hat. Lebesgue hat be-
tont, dass es genauso natiirlich ist, die y-Achse zu unterteilen und das Mafl der Mengen
{x : a < f(x) < b} fiir kleine Intervalle (a,b] zur Flichenmessung heranzuziehen. Fiir
grofles n sollte

Zzln~7\{x:2£n<f(x)§k2“ Z?\{x = < f(x)}.
eine genaue Approximation der ‘Fliche unter der Kurve’ ergeben. Diese Idee fiihrt vom
Lebegue-Maf3 A(-) zum Lebesgue-Integral.
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2.2 Die Konstruktion von Maflen nach Caratheodory

Nehmen wir einmal an, es wire moglich, ‘jeder’ Teilmenge A des d-dimensionalen An-
schauungsraums eine , Lange“ A*(A) (die auch +oo sein kann) zuzuordnen. Welche Ei-
genschaften konnten oder sollten wir von der Mengenfunktion A*(-) erwarten?

Wenn wir einen axiomatischen Zugang zum Begriff der Lange einer Punktmenge ver-
suchen mochten, dann wiirden wir jedenfalls postulieren:

1. Fiir eine Strecke PQ sollte der euklidische Abstand der Endpunkte herauskommen,
d.h.

A (PQ) = dist(P,Q)

Fiir einen Polygonzug ist ebenfalls klar, was die Lange ist.

2. Auch fiir eine doppelpunktfreie stetig differenzierbare Kurven haben wir eine Vor-
stellung, was die Lénge sein sollte, ndmlich

1 1
V() = [Iivllac= [ /Y 00 e
0 0

3. Die Langenmessung sollte verschiebungsinvariant und drehungsinvariant sein

4. Fiir disjunkte Mengen, die einen positiven Abstand voneinander haben, sollte die
,Lénge* der Vereinigung gleich der Summe der ,,Langen* sein. (Eingeschriankte Ad-
ditivitdt). Wenn man allerdings an zwei Mengen denkt, die zwar disjunkt, aber doch
recht ‘verzahnt’ nahe beieinander liegen, dann scheint fraglich, ob eine Lingenmes-
sung A*(-) auch dafiir additiv sein kann.

5. In jedem Fall wiirden wir aber erwarten

i) ACB = A*(A) <A*B) (Monotonie)
i) A*(AUB) < A*(A) + A*(B) (Subadditivitit)
iii) A* (U Ai) <> M(AY) (Vereinigungsbeschrianktheit)

Auf der Grundlage der Axiome gewinnen wir bereits fiir einige Mengen konkrete Zahlen-
werte. Denken wir z.B. an die Menge Q der rationalen Punkte im Einheitsintervall und
die Menge [0, 1]\Q der irrationalen Punkte. Wenn man Q eine echt positive Linge zuer-
kennen mochte, dann kdme man in Schwierigkeiten mi der Additivitat. Die Additivitéat
zusammen mit der Verschiebungsinvarianz impliziert, daf3 die Menge Q die Lénge 0 und
die Menge [0, 1]\Q die Lange 1 bekommen sollte.

Die Forderung der Subadditivitéit erscheint ziemlich schwach. Die Frage ist, fiir wie allge-
meine Paare von disjunkten Mengen die Additivitat der Lingenmessung garantiert werden
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kann. Eine hochst befriedigende Antwort gibt ein Satz von Caratheodory (1873-1950) aus
dem Jahre 1914: Solange man bei Borel’schen Mengen bleibt, gilt nicht nur Additivitét,
sondern sogar o-Additivitit.

Der Beweis ist von einer Art, die vor 100 Jahren neuartig erschien, aber doch wohlwol-
lend aufgenommen wurde. Nach dem Vorschlag von Caratheodory definiert man zunéchst
(fiir ein vorgegebenes p > 0) eine Mengenfunktion L,(-), die zwar so noch nicht als Langen-
messung in Frage kommt, aber doch im Limes p — 0 etwas sehr Brauchbares liefert, ein
‘dusseres’” Mafl mit bemerkenswerten Eigenschaften.

Caratheodorys Konstruktion: Gegeben A C R¢ und p > 0.
Wir iiberdecken A mit p-feinen offenen Mengen U; so, daf§ die Summe der Durchmesser
> d(U;) moglichst klein ist. Das Infimum nennen wir L,(A).  L,(A) wéchst, wenn p \, 0.
Der Limes sei mit L*(A) bezeichnet.

Beispiele fiir Mengen A C [0,1] :

1) A =QnNI[0,1]. Wir legen ein Intervall der Linge 57 um den rationalen Punkt r,
wobei 11,12... eine Abzidhlung der Menge A ist. Die Summe der Durchmesser ist = 2e.
Lo(A) =0 fiir alle p.

2) A = Cantor’sches Diskontinuum.

Wenn wir k-mal den Prozefl des Herausschneidens vollzogen haben, dann bleiben

2% Teilintervalle der Linge (%)k itbrig. Die Gesamtlange ist (%)k Die Uberdeckung ist

zuldssig fiir p > 3ik Also

2\* 1\~ A

Also gilt L*(A) = 0 fiir die {iberabzihlbare Menge A.

3) A = [0,1]. Wir versuchen moglichst sparsam mit p-feinen offenen Mengen zu
tiberdecken. Es gilt ) . d(U;) > 1 fiir alle p. Der Beweis baut auf die Kompaktheit von
R, oder elementar gesprochen, auf den Satz von Heine-Borel. Das Argument von Borel:
Die Summe der Durchmesser der iiberdeckenden offenen Mengen kann nicht klein sein.
Es reichen schon endlich viele; und wenn man mit endlich vielen Mengen iiberdeckt, ist
die Summe der Durchmesser mindestens 1.Mit dieser Entdeckung von E. Borel beginnt
(nach Meinung vieler Mathematikhistoriker) die moderne Maf- und Integrationstheorie.

4) Fiir die Teilmengen A C R' wird der Limes p — 0 nicht benétigt. L*(A) kann
direkt als ein Infimum gewonnen werden. Fiir Menge A C R mit d > 2 braucht man das
p sehr wohl. A sei z.B. der Graph der Kurve t — t - sin%(t e [0, 1]). Fiir p > 0 haben
wir Ly(A) endlich. Aber limL,(A) = +o0. Die Kurve hat unendliche Lénge.

5) Sei [to,t1] © t —— y(t) eine stetig differenzierbare doppelpunktfreie Kurve.
Man kann leicht beweisen: L* (y(-)) ist das Supremum der Langen von einbeschriebenen
Polygonziigen. Und das ist in der Tat die Lange im Sinne der klassischen Differential- und
Integralrechnung.
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Definition 2.8 (Ausseres MaR).
Eine nichtnegative Funktion u*(-) (Wert +oo erlaubt) auf einer o-Algebra 2* heifit ein
Aulleres Maf}, wenn sie monoton und vereinigungsbeschréankt ist, d.h. wenn gilt

i) 0 <pu*(A) <4oo fiiralle A, (‘Erweiterte Positivitét’)
i) BCA = u*(B) <u*(A), ("Monotonie’)
ii) p* <U Ak) <> (A (‘Vereinigungsbeschrénktheit’)

Unsere Mengenfunktionen L,(-) und L*(-) sind offenbar duere MaBe. Sie sind auch
translationsinvariant.  Fiir L* =lim L,(-) haben wir dariiber hinaus:
Wenn A; und A, positiven Abstand haben, dann gilt L* (A7 + Ay) = L* (A7) + L* (A3).
Auf diese Eigenschaften von L*(-) kommen wir spater zuriick. Hier beschéftigen wir uns
zunichst mit einem ganz allgemeinen dufferen Mafl. Eine geniale Erfindung von Caratheo-
dory ist der Begriff des Zerlegers fiir u*(-). (Caratheodory gebrauchte die Bezeichnung
,mefBbare Menge“; diese Bezeichnung ist aber heutzutage anderweitig vergeben).

Definition 2.9 (Zerleger fiir p*).
A heiflt Zerleger fiir das duflere Mafl u*(-), wenn
W (W) =" (WAA) + " (WNA) fiir alle W

Satz 2.2.1.

Die Gesamtheit 2 aller Zerleger fiir u*(-) ist eine o-Algebra und die Einschrinkung pu(-)
von W*(-) auf A ist ein Majs.

Beweis.

1) Eine Menge A ist schon dann ein Zerleger fir das dufere Mafl w*(-), wenn fir alle
W mit u* (W) < oo gilt

W (W) > (WnNA)+ p (W\A)
2)Wir zeigen, daff die Gesamtheit 2 der Zerleger eine Mengenalgebra ist. Offensichtlich
gilt
DeA,QecA und AcA=— O\Ac

Der Nachweis, dafi mit A, B € 2 der Durchschnitt D = A N B ein Zerleger ist, erfordert
etwas Miihe. Wir zeigen, daf$ fir alle W mit w*(W) < oo gilt

' (WAD) = i (WAA) + " (WNA) — " (WND)
Zu diesem Zweck zeigen wir

(i) wW(W\D) = p(W\A)+p (WNA)\D)
(i) w(WnA) = p*(WNA)\D)+p(WnND)
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Zum Beweis von (i) wenden wir die Zerlegereigenschaft von A auf Wy : = W\D an,
wobei wir bemerken

WA = (WADNA=W\A; W;NA=(W\D NA=(WnA))\D

Zum Beweis von (ii) wenden wir die Zerlegereigenschaft von B auf W, : = WN A an,
wobei wir bemerken

W\B=WNANANB)=(WNAN\D; W,NnB=WnD

3) Seien A A, .. Zerleger mit

A] QAZQ undA:UAn
Wir zeigen, dafl A ein Zerleger ist, indem wir fiir alle W mit u*(W) < oo zeigen

(i) w (W) > W (W\A)+uw* (WnNA,) firallen
(i) W(WNA) = lim ~p*(WnNA,)

Die Behauptung (i) ist evident wegen W\A C W N A,,. Zum Nachweis von (ii) zeigen wir
zunéchst
H*(W M An+1) = H*(W N An) + H* (W N (An+1 - An) )

indem wir bemerken
(WmAnJr]) NAL=WNAy (WﬂAn+1)\An:Wﬂ (An+1 _An)
und A, ist ein Zerleger. Es folgt

W WNAL) = (WNA)+ W (WN(A2— A1)+ (WD (Ani — Ax))

Nun gilt WNA C U (W N(AL—An) ) und wegen der Vereinigungsbeschranktheit
n=1

wWWnA) < i w* (W N(An—An_1) ) = lirrln S W (WnAL  qed.
4) Sei W eine beliebige Menge und
nA)=pu" (W N A) fir alle A €20 (System der Zerleger) .
Wir zeigen, dafl pi(-) ein Maf3 ist:  Seien A, B disjunkte Zerleger. Es gilt dann

(Wm(A+B))\A — WnNB, (Wn(A+B))mA:WmA
A +B) = @(B)+p(A)
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Seien Ay C A, C ... Zerleger und A = JA,,. Es gilt
R(A) =w (WNA) =lim 2w (WNAy) =lim i (As)

Also ist [i(-) aufsteigend stetig.
Damit ist der Satz vollstandig bewiesen.

Aussere MaBe und die daraus abgeleiteten MaBe sind nur dann interessant, wenn die
o-Algebra der Zerleger hinreichend reichhaltig ist. Wir werden sehen, dass in unserem
Fall die offenen Mengen Zerleger sind. Die Herleitung stiitzt sich auf die ‘eingeschrankte
Additivitdat’ des dusseren Mafles: Fiir Mengen mit positivem Abstand voneinander gilt

(AT +A2) = WA+ 1A,

Satz 2.2.2. Ist u*(-) ein dufleres Maf auf der Gesamtheit aller Teilmengen eines metri-
schen Raums (E, d(-, )) mit

d(As,Az) >0 — (AT +Az) = WA+ 1AL

so st jede offene Menge G ein Zerleger fiir u*.
Die Finschrdnkung von w* auf die Borelalgebra ist also ein Mafs.

Beweis.

Sei F das Komplement F von G. Wir miissen fir alle W mit u*(W) < oo zeigen
w(W) > w(WnaG)+ ' (Wnr)

Firmn=1,2,... sei Gn = {x : dist(x,F) > 1}
Da jedes Gy, positiven Abstand von F hat, haben wir

W W) >pw (WnG,) +uw(Wnk)
Der Satz ist bewiesen, wenn wir zeigen.
WWnG) =Ilim " (WnNG,,)

Die Subadditivitit sagt W (WNG) < p*(WNG) + 1 (WnN(G—Gn)).
Wir zeigen, dass zu jedem € > 0 ein n ezistiert, sodass

W(WnN(G—Gn)) <e.

Das ergibt sich folgendermajflen: Fiir jedes m haben G, und E—G, 1 positiven Abstand.

Wenn néimlich x undy Punkte sind mit dist(x,F) > &, dist(y,F) < —5 ,
1 1 1

dann gilt dist(x,y) > ;. — o5 = W)
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Die Mengen G, — Gy, Gs— Gz ... haben paarweise positiven Abstand. Fir ihre
Vereinigung Ry gilt

u*(WﬂR1):}f(Wﬂ(Gz—Gﬂ)+H*(WH(G4—G3))+...
Dasselbe gilt fiir die Mengen G3 — G2, Gs—Gg, ... und thre Vereinigung Rz
K (WNRy) =p* (WN(G3—Gy)) +w*(WnN(Gs—Ga) ) ....

Die Summen konvergieren wegen w*(W) < oo. Wenn n geniigend grof§ ist, dann gilt

W(WN(G—Gn)) <) w(WnN (G —Gy) <e

k=n

Caratheodory hat nicht nur das lineare Maf§ eingefiithrt. Auch sein Vorschlag fiir die
Definition des ,OberflichenmaBes® im RY hat allgemeine Anerkennung gefunden. Ca-
ratheodory konstruiert folgendermaflen.

Weitere Konstruktionen:

Fiir eine offene konvexe Teilmenge K des R% sei d?(K) der maximale zweidimensionale
Schatten, d.h. das Maximum der Flichen von orthogonalen Projektionen von K auf einen
zweidimensionalen Teilraum des R<.

Wir arbeiten nun mit konvexen K mit Durchmesser < p.

Eine beliebige Menge A C RY soll nun mdoglichst sparsam mit p-feinen konvexen K;
iiberdeckt werden; man konstruiert

LY(A) = inf { > dP(Ky) : GKi DA, d(K) <p fiiralle i}

Der aufsteigende Limes L*?(A) = li{% L(F,Z)(A) erfiillt die Voraussetzungen der beiden
o

Satze. Die Einschrankung auf die Borelalgebra liefert eine Fléchenmessung fiir Mengen
im R¢. Man sieht leicht, dass fiir sich fiir ein Rechteck im R¢ die klassische Fliche er-
gibt: Fliache = Lénge x Breite. Auch fiir allgemeinere ‘Flichenstiicke’ A, denen man in
der klassischen Infinitesimalrechnung einen Flacheninhalt zumisst, liefert Caratheodorys
Konstruktion das gewiinschte Ergebnis.

F. Hausdorff hat 1919 weitere metrische duflere Mafle im R™ konstruiert, die in den
letzten Jahren im Anschlufl an einige Aufsétze von B. Mandelbrot sehr populér geworden
sind. Eine sehr schone Darstellung gibt

Falconer, K.: Fractal Geometry, Wiley, 1990.

Hausdorff konstruierte insbesondere fiir s > 0
s (o/e]
A =it { Y (aw)) s Jw2A, au)<of
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Der Limes pu®)(:) =lim ués)(-) ist offenbar ein Mafl auf der Borelalgebra.

Fiir die meisten B hat man pu®)(B) = oo oder u8)(B) =0 .

Wenn ul®(B) < oo, dann gilt offenbar u¥(B) = 0 fiir alle t > s.

Das Infimum der s, mit u'®)(B) < oo heiBt die Hausdorff-Dimension von B.

Man kann in der Tat zeigen, dass die in den RY eingebeteten k-dimensionalen glatten
Mannigfaltigkeiten die Hausdorff-Dimension k haben. Fiir nichtglatte Mengen B findet
man auch nichtganzzahlige Werte der Hausdorff-Dimension.

Hinweis fiir Stochastiker:

Der zweidimensionale Graph der eindimensionalen Brown’schen Bewegung hat (fast si-
cher) die Dimension 2. Diese Brown’schen Pfade im R3 haben (fast sicher) die Hausdorff-
Dimension 2. Die Brown’schen Graphen und die Brown’schen Pfade sind mit Erfolg sehr
genau untersucht worden, nicht nur auf ihre Dimension hin.

Zur genaueren Untersuchung dient die folgende Verallgemeinerung des Ansatzes von Haus-
dorft.

Konstruktion
Sei h(-) : R™ — RT eine isotone Funktion mit h(0) = 0. Fiir Teilmengen B des R¢
definiert man das Hausdorff-Mafl von B bzgl. h(-) als Limes

(h) — 1 (h) — ; . . . .
H(B) = lim T uf(B) = lim Tinf { 3" h(a(u)) : (JU 2B, d(u) <pf
Bemerke: Das Hausdorff-Mafl zur Dimensionsfunktion h(-) hingt monoton von h(-) ab.
Je steiler h(-) im Nullpunkt ansteigt, desto grofer ist das entsprechende Hausdorff-Maf3

(fiir alle B). Genauer gesagt: Sind h(-) und k(-) Funktionen, so dafl fiir ein & gilt
h(d) < k(d) fiir alled € (0,8), dann gilt pM™(B) < u™(B) fiir alle Borel’schen B.

Beispiele
1) Es stellt sich heraus, daf§ die Brown’schen Pfade im R™ nicht nur fiir die Funktion
d? endliches Hausdorff-Maf haben, sondern sogar fiir die steiler ansteigende Funktion

1
h(d) = d? - loglog <5)

Dieses h(-) liefert eine wirklich genaue Ausmessung der Brown’schen Pfade. Man kann
beweisen : Fiir jede Dimension n > 3 gibt es eine Konstante c,,, so daf} fiir fast alle
Brown’schen Pfade im Zeitabschnitt [0, T] gilt

L (Bw[O,T]) —T.c,
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2) In den Dimensionen n = 1 und n = 2 sind die Verhéltnisse etwas anders. Fiir die
Graphen der eindimensionalen Brown’schen Bewegung beschreibt

h(d) = d3/2-\/loglog(1—1

die genaue Hausdorff-Dimension. Es gilt
"(r(10,T])) =c- T fast sicher

Diese feinen Resultate sind noch nicht sehr alt. Siehe

S.J. Taylor, The measure theory of random fractals, Math. Proc. Cambridge Phil. Soc.
100 (1986), S. 383-406.
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2.3 Inhalte, Pramafle, Mafle und Treppenfunktionen

Definition 2.10 (Mengenring und Mengenalgebra).
Ein nichtleeres System PR von Teilmengen einer Grundmenge Q heisst ein Mengenring
iiber Q, wenn gilt

A, BeR = AUB, A\B € KA.

Wenn ausserdem Q € R, dann spricht man von einer Mengenalgebra iiber Q.
Eine positive Linearkombination von Indikatorfunktionen

h:ZO(j'1Rj mit OC]'ZO,R]'E%

heisst eine nichtnegative SR-Treppenfunktion.

Bemerke: Man hat in R auch die Durchschnittsbildung A N B = A\(A\B) und die
‘symmetrische Differenz’ AAB = A\B+B\A. Und das System (9‘{, 0, A, ﬂ) ist in der Tat
ein kommutativer Ring im Sinne der Algebra mit /A als Addition und N als Multiplikation.
Man sieht das sofort, wenn man R € R mit der Funktion identifiziert, die Werte aus dem
Korper Z/27 annimmt, den Wert 1 auf R und den Wert 0 auf dem Komplement.

Definition 2.11 (Inhalte und PramafBe).
Eine nichtnegative Funktion p(-) auf einem Mengenring heisst ein Inhalt, wenn gilt

p(0) =0,  p(ANB) + p(ANB) = p(A) + p(B).
Ein Inhalt wird ein Pramafl genannt, wenn er absteigend stetig ist in dem Sinn
AD2A; D (JAw=0 = lim|p(A,) =0.

Satz 2.3.1. Es bezeichne R™ die Menge der nichtnegativen R-Treppenfunktion und
R die Menge der Inhalte auf R. Es gilt

1. R st ein Verbandskegel mit punktweiser Addidition und punktweiser Mazimums-
und Minimumbildung

2. MINT st ein Verbandskegel mit punktweiser Addidition und punktweiser Ordnung
(aber nicht mit ‘punktweiser’ Mazimums- und Minimumbildung!). Es gilt

P1Vp2+piAp2=p1+p2
3. Fir alle A € R gilt
(p1V p2) (A) =sup{ }_ max(p1(A Y A=A
(p1\p2)(A) Zsup{Z(m(A ) — pa(A ZA A}

wo das Supremum tber alle endlichen disjunkten Partitionen zu erstrecken ist.
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4. Fiir alle Tripel p1, p2, p3 € R™ gilt

P1 = p1/\p2+pi\p2, (P1\p2)\p3 = p1\(p2 + p3),
(p1+p2)\p3 = p1\p3+ P2\(P3\p1), (P1+pP2) Apz=p1 Apz+p2/A(p3\p1),

(P1Vp2)\p3 = (p1+02\P1)\p3=p1\p3+ P2\ (P1Vp3) < pi1\p3+ p2\ps.

Fiir den Beweis von 3) bemerken wir, dass die Verfeinerung einer Partition eine Ver-
groferung der betreffenden Summe bewirkt.

Beuspiel 2.3.1.
Es sei Q = ) Aj eine abzihlbare Partition der Grundmenge. R sei der Mengenring aller
endlichen Vereinigungen von Atomen der Partitionen. Jedem Atom A; sei eine nichtnega-
tive Zahl p; = p(A;) zugeordnet, das ‘Gewicht des Atoms’. Es gibt genau eine Fortsetzung
zu einem Inhalt, nimlich p(A) = Z{j:Ang}pj.

Das System aller Mengen A, fiir welche entweder A selbst oder das Komplement Q\A
zu R gehort, ist die erzeugte Mengenalgebra.

Warnung: Wir bemerken méoglicherweise eine gewisse strukturelle Ahnlichkeit (mit
einer Art Dualitiit) zwischen den Verbandskegeln 8™ und SR™*. Man darf sich aber nicht
irreleiten lassen. Der grofie Unterschied besteht darin, dass man in SR™" den Begriff einer
punktweise monoton fallenden Folge hat, zu welcher es keine interessante Entsprechung
im Kegel R gibt.

Die interessanten Inhalte sind die Pramafle. Die sollen hier genauer studiert werden.
Wir bemerken: Wenn p ein Pramaf ist, dann ist auch jeder kleinere Inhalt ein Pramaf.

Satz 2.3.2 (Der Priamaf-Anteil eines Inhalts).
Zu jedem Inhalt p auf dem Mengenring R gibt es eine griftes Pramafs unter p. Fir dieses
Pramaf$ ps gilt

po(A) = inf{z p(R): Y R = A} fiir A € R,
wo das Infimum tber alle abzihlbaren disjunkten Partitionen zu erstrecken ist.

Beweis. Es sei A =) ° | Ay eine abzihlbare Partition von A € R. Es gilt

D polAn) =inf{} p(Ruj): D Ruj=An firallen}.
n,j j

Das Infimum geht hier iber alle Partitionen von A, die feiner sind als A = Y 7 Aq.
Daher gilt ps(A) < Y . po(An). Die Mengenfunktion ps ist also monoton und vereini-
gungsbeschrinkt. Es seien A, B disjunkt und A + B = Y_R; so fein, dass

Po(A+B) = e+ p(R) =) (p(ANR)+p(BNR))) > e+ ps(A)+ polB).

@ Prof. Dr. H. Dinges, Analysis II (WS 2010/11), 15. Februar 2011



56 Mafle und Integrale Analysis 1

Also ist ps ein Pramaf§ unter < p. Ist nun T ein weiteres Pramaf < p auf R, so gilt

T(A) = mf{z wR): Y R= A} < polA) fiir alle A € R.

Somit erweist sich po als das grifste Primaf < p aufR. In der Tat leistet die Konstruktion
p*(B) = inf{z p(Ry): X Ry D B} auf der von R erzeugten o-Algebra die Fortsetzung
des Primafes ps zu einem Majs.

Satz 2.3.3 (Das o-Ideal der Nullmengen zu einem Pramafl). Es sei p ein Pramaf$ auf
dem Mengenring R idber Q, und A die von R erzeugte 0-Algebra. Eine Menge N € 2
heisst eine p-Nullmenge, wenn zu jedem € > 0 eine abzihlbare Uberdeckung existiert

N C ZAj, sodass gilt Z p(A;) < e.
Die Menge N, der p-Nullmengen ist ein o-Ideal in A in dem Sinn
i) NeM, AcA = ANNeN,
ii) Nq1,No, ... €eN, = UN,eMN,

Beweis. Die erste Behauptung ist trivial. Fir den Beweis der zweiten wdhlen wir zur
Nullmenge Ny, eine Uberdeckung mit »_ p(Agn)) < ¢/2™. Alle iiberdeckenden Mengen zu-
sammen liefern eine e-knappe Uberdeckung von | JNn.

Beschrinkte und o-endliche Inhalte

Wir nehmen hier immer an, dass Inhalte endlichwertig sind. Eine wichtige Klasse sind
die beschrinkten Inhalte. Ein beschrinkter Inhalt p mit sup{p(R): R € R} = ||p|]| < oo
kann dadurch zu einem Inhalt auf der erzeugten Mengenalgebra 2 fortgesetzt werden,
dass der Menge QO — R der Wert ||p|| — p(R) zugeordnet wird. Die Zahl p(R) heisst die
Totalvariation des beschrédnkten Inhalts p. Es gibt auch noch andere Fortsetzungen zu
einem Inhalt auf 2.

Es sei R ein Mengenring iiber QO mit der Eigenschaft, dass es eine abzédhlbare Familie
gibt mit |JR, = Q. Wir werden sehen, dass es in diesem Fall zu jedem Pramafl genau
eine Fortsetzung zu einem Maf auf der erzeugten o-Algebra gibt. Mafle, die so entstehen
(und auch den Wert +o0o annehmen konnen), heissen o-endliche Mafle. Die Hausdorff-
Mafle im vorigen Unterabschnitt sind typischerweise nicht o-endlich. Im Folgenden denken
wir prinzipiell an o-endliche Mafle, auch wenn manche der Sétze die o-Endlichkeit nicht
fordern miissten.

Didaktische Anmerkung: Die Beschrinkung auf o-endliche Mafle hat einen di-
daktischen Grund. Die Fragen, was anders ist bei den Maflen, die nicht o-endlich sind,
iberlassen wir gerne einer Spezialvorlesung iiber Mafitheorie. Die didaktische Strategie ist
ghnlich wie frither schon in der Topologie: Als wir uns mit Hausdorff-Rédumen beschéftig-
ten, brauchten wir nicht immer die Existenz einer abzahlbaren Basis. Wir wollen aber in
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dieser Anfangervorlesung diese Front nicht bearbeiten, und denken (wenn nichts Gegen-
teiliges gesagt wird) prinzipiell nur an die Rdume mit abzéhlbarer Basis.

Die Pramafle p mit ||p|| = 1 fiihren zu normierten Maflen, die man bekanntlich auch
Wahrscheinlichkeitsmafle nennt. Bei den Wahrscheinlichkeitsmaflen, die in der Stochastik
besonderes Interesse finden, ist einiges anders (und einfacher zu formulieren), als bei den
o-endlichen Maflen, die auch den Wert 400 annehmen konnen.

Beispiel 2.3.2. 1. Sei Q eine abzéhlbar unendliche Menge, und R das Mengenring der
endlichen Teilmengen. Den Elementen von Q seien Gewichte p(w) > 0 zugewiesen,
und es sei p(A) =) .o P(w). Es handelt sich um ein o-endliches Préma38.

2. Sei Q) eine abzéahlbar unendliche Menge, und R derjenigen Mengen, die entweder
selbst endlich sind oder ein endliches Komplement besitzen. Es seien Gewichte ge-
geben mit p =1—) p(w) > 0. Fiir das Komplement einer endlichen Menge A sei
p(CA) =1 — > weaP(w). Fiir p > 0 ergibt das einen Inhalt, der kein Pramaf ist.
Fiir p = 0 gibt es genau eine Fortsetzung zu einem Mafl auf der Potenzmenge.

3. Sei & das System aller beschrankten halboffenen Intervalle (a,b] auf der reellen
Achse (linksseitig offen, rechtsseitig abgeschlossen!). & ist durchschnittsabgeschlos-
sen und die Gesamtheit aller (disjunkten) Vereinigungen bilden einen Mengen-
ring iiber R. F(-) sei wachsend und rechtsseitig stetig auf Q = R. Es gibt genau
ein Mafl p auf der Borelalgebra mit p((a, b]). Es handelt sich um die Daniell-
Fortsetzung des Stieltjes-integrals I*(-) zu F(-), eingeschrankt auf die Borelalgebra.
Es gilt I(h) = [ h(w) dF(w) fiir jede positive Borel-messbare Funktion h.

4. Die halboffenen Intervalle im R? sind die 'Rechtecke’
{w: w=(x1,x2) mit a;<x3<by, a<x2<by} = (ar,bi] x (ar,bl.

Das System & aller Rechtecke ist durchschnittsstabil; das System aller (disjunkten)
Vereinigungen von Rechtecken ist ein Mengenring R oder sogar eine Mengenalgebra,
wenn man nichtbeschrinkte Rechtecke zuldsst. R erzeugt die Borelalgebra B {iber
R?. Ein o-endliches Borelma8 p ist eindeutig bestimmt durch seine Werte auf den
beschiankten Rechtecken. Es existiert eine Funktion F(-, ), sodass gilt

p((ar, byl x (az,bal) = F(by,by) — F(ay, by) — F(by, az) + Fay, az) > 0

Es ist etwas umstindlich, die Eigenschaft der ‘Verteilungsfunktion’ F(-,-) zu for-
mulieren, die der Rechtstetigkeit im eindimensionalen Fall entspricht — und die
Fachleute sind heute der Meinung, dass es die Miihe nicht lohnt; es gibt andere
Wege, die Borelmafle iiber dem R? zu beschreiben.

5. Manche borel’sche Wahrscheinlichkeitsmafle p auf dem Raum R? lassen sich durch
Dichten bzgl. des Lebesgue’schen Mafles beschreiben.

plxy) dxdy  mit pl-) =0, ij(x,y)dxdy=1.
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Man notiert in diesem Falle fiir die borel’schen Menge B C R?

p(B) :J p(x,y) dx dy :J1B(x,y) -p(x,y) dx dy oder kurz :Jhgp dA.
B

Dabei bezeichnet A das Lebesgue-Maf}, ein Mafl, welches aus vielen Griinden eine
besondere Rolle spielt. Das Maf3 A ist bis auf eine Normierungskonstante eindeutig
festgelegt durch die Eigenschaft, dass es invariant ist gegeniiber allen Translatio-
nen. Das Lebesgue-Mafl erscheint aus der Sicht einer allgemeineren Theorie als das
Haar’sche MaB8 auf der lokalkompakten Gruppe R?. — Wir werden immer wieder
darauf zuriickkommen.

Satz 2.3.4 (Der grofie Fortsetzungssatz).
Jedes o-endliche Pramafi p auf einem Mengenring R besitzt genau eine Fortsetzung zu
einem Mafs p auf der erzeugten o-Algebra .

Beweis. Fiir die Konstruktion gehen wir vor wie Caratheodory: Wir definieren zuerst ein
dusseres Mafl p* und zeigen dann, dass jedes A € R ein Zerleger sind. Wir setzen

- inf{z o(A): | JA;2 W} fiir W beliebig,
wo das Infimum iber alle abzihlbaren R-Uberdeckungen zu erstrecken ist. Wir zeigen
p*(W)+e>p"(WNA)+p*(W\A) firW mit p*(W) < co und A € R.

Fiir W wihlen wir eine e-knappe Uberdeckung W C|JA; mit 3_p(A;) < p*(W) + ¢;
und haben dann

WNAC(JANA;,  WANAC(JAJ\A,
PWNA)+p (WNA) <D [BIANA)+B(A\NA)] =) B(A; W) +e.

Die Einschrinkung von p* auf die o-Algebra ist ein Majf$; und die Prdamaf-FEigenschaft
von p garantiert, dass es eine Fortsetzung. ist.

Fiir den Beweis der Eindeutigkeit holen wir weiter aus.

Sprechweise.
Ein Mengensystem ® iiber der Grundmenge Q heisst Dynkin-System, wenn gilt

i) Qe?,
i) Ae® = Q-AcD,
iii) Aj,Az,... €D und A; paarweise disjunkt = YT A €D,
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Wir bemerken: In einem Dynkin-System gilt (A, Be®und A C B) = B—-Ae®.Es
gilt ndmlich (B—A)¢ = B+ A. Dynkinsysteme sind somit stabil gegeniiber (abzahlbarer!)
disjunkter Vereinigung und gegeniiber ‘echter’ Differenzbildung.

Ein Dynkinsystem ist genau dann eine o-Algebra, wenn es durchschnittsstabil ist.

Satz 2.3.5 (Durchschnittsstabile Erzeugendensysteme).
Sei G ein durchschnittsstabiles Mengensystem und ® das davon erzeugte Dynkin-System.
Dann ist ® durchschnittsstabil, d. h. D ist die erzeugte o-Algebra As.

Beweis.
Fir jedes feste S € & ist das Mengensystem Ds ={A : ANS €D } ein Dynkin-System,
welches & umfasst. Es gilt also

Vses Ds 2 D; d. h. Se, De®»=SND e®.

Fiir ein festes D € © ist Op ={A: AND € D } ein Dynkin-System, welches © umfasst.
Es gilt daher

Vpen Pp 2 D; d. h. De®, Aec®D®D=AND e,

was zu beweisen war.

Mit Hilfe dieses Satzes komplettieren wir den Beweis des groflien Fortsetzungssatzes.
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Satz 2.3.6 (Eindeutigkeitssatz).
Seien w,v  o-endliche Mafle auf einer o-Algebra 2 diber einem Grundraum Q mit

i) Es ezistiert ein durchschnittsstabiles Erzeugendensystem & mit

w(S)=~v(S) firaleSe&

ii) In & existiert eine gegen Q aufsteigende Folge (Ayn)n mit w(Ay) = v(A,) < oco.
Dann gilt @ =v.

Beweis. FEs geniigt, den Satz fiir Wahrscheinlichkeitsmafe zu beweisen; denn die Mafse
w(-NAL) und v(-NALR) sind bis auf eine Normierung Wahrscheinlichkeitsmaje; und wenn
WANAL) =v(ANA,) fir alle A € A und alle n, dann sind W und v gleich.

Der Beweis ergibt sich aus der Beobachtung, dass das Mengensystem 2 = {D :
wD) = V(D)} ein Dynkinsystem ist, welches von einem durchschnittsstabilen Mengen-
system erzeugt wird.

Satz 2.3.7 (Das Elementarintegral zu einem Préamaf). .
Ein Inhalt p auf dem Mengenring R liefert ein monotones positivlinares Funktional 1(-)
auf dem Verbandskegel R™ der positiven R-Treppenfunktionen , wenn man definiert

i(h):ZO(]()(A]) fﬂ’l" h:ZOCj'1Aj.

Wenn p ein Pramafs ist, dann gilt fiir absteigende Folgen von Treppenfunktionen
hy>hy> mit lim | h, =0 (punktweise) =>  lim | I(hy) = 0.

Beweis. Eine R-Treppenfunktion kann man auf sehr viele Weisen als Linearkombination
von Indikatorfunktionen darstellen. Es gilt zu beweisen

Zaj-1Aj:h:Zbk~1Bk — Za]ﬁ(A]):Zbkﬁ(Bk)

1) Wir betrachten zuerst den Fall, wo sowohl die A; als auch die By paarweise dis-
gunkt sind. Wir kénnen diese Tupel durch Mengen Aq, By € R ergdnzen, sodass wir zwei
Partitionen einer Menge Q erhalten, auf deren Komplement alle beteiligen Funktionen
verschwinden. (Die Koeffizienten zu 15, bzw. 1g, sind natirlich ag =0 = by zu setzen.)
Es qilt
h:ZCik']AjﬁBk mit Aijk%QéCjk:aj:bk.
ik

Es gilt daher wegen By =} ;A;N By, Aj=3  AjN By

D b p(Bi) =D ¢ pANBY) =D a5 plAy).

ik

@ Prof. Dr. H. Dinges, Analysis II (WS 2010/11), 15. Februar 2011



2.3 : Inhalte, Pramafle, Mafle und Treppenfunktionen 61

2) Seinunh =) by-1p, und Zj A; = Q eine Partition, die einen Mengenring erzeugt,
welcher alle By enthdlt.

Bi= ) A, BB= )  BlA) firallek

{3: A;CBy} {3: A;CBy}
h = Z bk 1A Z a; - 1A mit a; = Z bk,
{(3,k): A; CBy } {k: A;CBy }
> be-pB) = Y b pANBY) = Za]
{G,K): A;CBy }

Da alle Darstellungen von h mit paarweise disjunkte A; denselben Wert liefern, liefern
alle Darstellungen denselben Wert I(h). Das Funktzonal I(-) st auf R wohldefiniert.

Es ist monoton und positivlinear.
3) Wenn 0=co<cy<--<cm die maglichen Werte von h sind, dann gilt

h=> cm-lc, mit Cp={h=cpl

Bemerkenswert ist hier nun, dass wir I(h) als ein gewéhnliches Integral gewinnen kinnen,
als das Integral einer abnehmenden Sprungfunktion auf R,. In der Tat haben wir zundchst
einmal fir Funktionen, die (ausser der 0) nur einen einzigen Wert ¢ annehmen kénnen,
d. h. fiir die Vielfachen von Indikatorfunktionen

h—c-le —s i(cwc):c-ﬁ(m=J°°ﬁ({h>x})dA;
0

firh=3 hy=) aj-1a; mit paarweise disjunkten A; wegen {h>A} =} {h; > A}

J p{h > A}) dA = ZJ p({hy >A}) dA=1()_ hy) =I(h).
4) Fiir eine punktweise nach 0 absteigende Funktionenfolge (hy)y gilt
Ve >0 {hﬂ > E} N 0O und daher fir jedes Primaf p{h.> ¢} [0, sowie

I(hy) = J:o plh, > A} dA N\ 0.

Die Flichen unter den auf R, fallend nach Null strebenden ‘Kurven’ Fn(A) = p{h > A}
fallen nach Null. — Um das einzusehen, braucht man keine elaborierte Integrationstheorie.

Wir kéonnten nun die Fortsetzungsidee von Daniell anwenden, um das Integral fiir
Aquivalenzklassen integrabler messbarer Funktionen aus dem eben konstruierten Ele-
mentarintegral zu gewinnen. (Die Baire-o-Algebra dazu ist die vom Mengenring R er-
zeugte o0-Ring, welcher hier wegen der vorausgesetzten o-Endlichtkeit des Pramafles die
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erzeugte o-Algebra 2 ist.) Ein solches Vorgehen hat den Schonheitsfehler, dass man in
den Zwischenschritten dieser Konstruktion die Definitionsbereiche der Mengenfunktionen
und Funktionale etwas aus dem Auge verliert. Eine Unbequemlichkeit bereiten auch die
Funktionswerte +oo0. Wir lassen daher die fiir die Fortsetzungsidee von Daniell essenti-
elle Vektorraumstruktur vorerst beiseite. Stattdessen niitzen wir die Kegel-Struktur der
Menge aller nichtnegativen numerischen Funktionen.

Satz 2.3.8.

FEs sei R ein Mengenring tiber Q1 mit einer ausschipfenden Folge Q = |J™ Ry.

A sei die erzeugte o-Algebra und A" der Verbandskegel der nichtnegativen A-messbaren
numerischen Funktionen.

Zu jedem Priamafl p auf R existiert dann genau ein Funktional 17(-) auf AT mit

i) IT(1g) = p(R)  fiir alle v € R,
i) TH(of + Bg) = oIt (f) + BIT(g) fiir alle &, € Ry, f,g € AT,
i) f1<fr<-- lmTfa=Ff = lim7I*(fn) = [*(f).

Beweis. Die Anforderungen an I™ implizieren, dass die Finschrinkung auf die 15 mit A €
A eine Fortsetzung von p zu einem Mafl w ist; und dieses Maf ist o-endlich. Wir haben
bereits gesehen, dass es nur eine solche Fortsetzung gibt. Es ist klar, wie die Fortsetzung
auf die A-Treppenfunktionen auszusehen hat. Und jedes f € A kann als aufsteigender
Limes von solchen Treppenfunktionen gewonnen werden, ein Beispiel liefern die auf das
ndchste ganzzahlige Vielfache von zin abgerundeten Funktionen. Es gilt

I (f) =J w({f > u}) dy.
0

Produktmafle und der Satz von Fubini

Satz (Produkt-Ring).

Es sei Ry ein Mengenring iiber Q1 und Ry ein Mengenring iiber Q. Wir betrachten tiber
dem cartesischen Produkt QO = Q1 x Q; das System & aller Rechtecke S = Ry X Ry und
das System R aller disjunkten Vereinigungen von Rechtecken. Es gilt

§"8"e6s = S§'NS"eq, S'\S"eR.
Das System R ist ein Mengenring. (Er wird mit Ry @ R, bezeichnet.)
Der Beweis ist trivial.

Satz 2.3.9 (Produkt-Inhalt).

Die Bezeichnungen seien wie eben.  pq sei ein Inhalt auf Ry, p2 ein Inhalt auf *R,.
Es gibt dann genau einen Inhalt p auf Ry ® Ry mit 6(R1 X Rz) = p(Ry) - p2(R2)  fiir
alle Rechtecke. (Er wird mit p1 ® p2 bezeichnet.)

Wenn die ‘Faktoren’ pq,p2 Prdmafe sind, dann ist auch das Produkt p = p1 ® p2 ein
Prdamafs.
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Beweis. Die ersten Aussagen sind trivial. Wir miissen zeigen
AUDSAP S ... eRiaR, [JAM=0 = psA™)No0.

Zuerst fiihren wir eine Notation ein, die in vielen Zusammenhdngen nitzlich ist.

Wie in der Konstruktion oben verstehen wir unsere Inhalte als Funktionale auf den betref-
fenden Systemen von Treppenfunktionen. Fir eine Ry-Treppenfunktion h, € 9‘{;” notie-
ren wir L(hy) = [ ha(wz) dp(w3).  Entsprechend notieren wir die Elementarintegrale
I (hq) fiir hy € ?ﬁ]T”. Fiir die Indikatorfunktion eines Rechtecks h = g, xr, notieren wir

Jh(whwz) dp(wr, w;) :J1R1(w1)(J]Rz(w2)> dp(wn).

Firh e (9‘{1 ® i)%z)Ter und wy € Qy nennen wir die Funktion hy, (-) = h(ws,-) den
Schnitt iiber wy. Das py- Integral des Schnitts iber wq hingt offenbar in der Form einer
R1— Treppenfunktion von wq ab. Aus der Linearitit des Elementarintegrals 1 ergibt sich

fiir beliebige h € (9‘{1 ® 9‘{2) R

[ rtenwal apten,wn) = | (| ha (w2) dblws)) dptaon).

Fiir hW = 1,4 bilden die Schnitte iiber w; eine Folge von R,-Treppenfunktionen
(die tibrigens nur die Werte O und 1 annehmen), die gegen die Nullfunktion abfallen.

hgf])(d = h™(w;s,-) \, 0. Die Pramaf-FEigenschaft von py garantiert, dass die pa- Inte-
grale nach O fallen; und die Pramafs-Eigenschaft von py liefert

BIAM) = [ W (wr,wa) dptan,wz) = [(| WEwa) dblwn)) dilen) 0.
Satz 2.3.10 (Satz von Fubini).

Gegeben seien o-endliche Pramafle p; auf Ri(1=1,2). A bezeichne die von Ry @ Ry
erzeugte o-Algebra iber Q1 x Qy . Das ‘iterierte Integral’

a5 A ([ 1alwn ) dplew)) dplwn)

ist die eindeutig bestimmte monotone Fortsetzung p des Pramajfes p = p1 ® p2.
Fiir beliebige h € A" gilt

[ do = [(nlwn, w2) dpleva)) dleon).

Beweis. Die Gesamtheit derjenigen nichtnegativen Funktionen h(wq, ), fir welche je-
der Schnitt h(wyq,-) Az-messbar ist, enthdlt die nichtnegativen Treppenfunktionen; sie ist
gegeniiber monotoner Limesbildung abgeschlossen und umfasst daher A*. Mit anderen
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Worten: Fiir jedes f € A" sind alle Schnitte messbar. Mit demselben Argument sieht
man, dass die pa-Integrale dieser Schnitte in Aq-messbarer Weise von wy abhdngen. Das
iterierte Integral ist daher ein wohldefiniertes Funktional. Es ist positivlinear und aufstei-
gendstetig, und es liefert fiir die Indikatoren der Rechtecke die gewiinschten Werte. Es ist
daher gleich dem Funktional 17(-) zum Produktprimafl p1 ® 5.

Hinweis: Man kann natiirlich die Reihenfolge der Faktoren des cartesischen Produkts
Q) vertauschen. Der Satz liefert somit insbesondere die Vertauschbarkeit der Reihenfolge
der Integrationen. In dlteren Biichern wird diese Vertauschbarkeit der Integrationsreihen-
folge der Satz von Fubini genannt. Die Mathematiker des 19. Jahrhunderts kdmpften
deswegen mit der Frage der Vertauschbarkeit, weil sie sich auch um Integrale von Funk-
tionen h bemiihen wollten, fiir die der Positivteil und der Negativteil unendliches Integral
haben. [h* dp = 400 = [h' dp. Die damals ins Auge gefassten Ansitze zu einer
Verallgemeinerung des Integralbegriffs haben sich als nicht tragfihig herausgestellt. ‘Un-
eigentliche Integrale’ und ‘bedingt integrable Funktionen’ gibt es nicht in der modernen
Integrationstheorie. Die Ausdriicke, die in der ‘Integrationstheorie’ des 19. Jahrhunderts
gelegentlich behandelt werden sollten, werden in der modernen Integrationstheorie als
Limiten von Integralen verstanden und mit der gebotenen Vorsicht behandelt.

Wenn man bei den Integranden f bleibt, fiir welche ™ und f~ endliches Integral haben,
dann gibt es keine Probleme mit dem schrittweisen Integrieren.
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2.4 Integrabilitit und die Banachriume LP(Q, %, p)

Sprechweise.

Eine Menge Q wird zu einem messbaren Raum, indem man eine o-Algebra 2 als
das System der messbaren Mengen auszeichnet.

Ein messbarer Raum (Q, 2[) wird zu einem Maflraum, indem man ein o-endliches
Maf} p auszeichnet.

Eine Mafiraum (Q, 2, p) mit p(Q) = 1 heisst ein Wahrscheinlichkeitsraum.

In den vorhergehenden Unterabschnitten haben wir uns um die Konstruktion von
Maflen bemiiht. . .

Ausgehend von einem Elementarintegral I auf einem Stone’schen Vektorverband &
haben wir ein MaB auf dem o-Ring der ¢-Baire’schen Mengen konstruiert. Es handelt
sich um eine o-Algebra, wenn wir fordern (und das wollen wir fiir das Folgende), dass
eine abzihlbare Familie von Funktionen f; existiert mit U{ﬂ >0} =Q.

Die Konstruktionsmethode fiir die Hausdorff-Mafle im zweiten Unterabschnitt fiihrt
typischerweise auf Mafle, die nicht o-endlich sind. Wir werden sie nicht weiterverfolgen.

Die im dritten Unterabschnitt durchgefiihrte Fortsetzung eines (bei uns immer endlich-
wertigen) Pramafes p auf einem Mengenring R zu einem Ma#f fiihrt zu einem o-endlichen
Maf3 p auf der von R erzeugten o-Algebra 2, wenn eine abzéhlbare Familie von Mengen
R; existiert mit | JR; = Q.

Alle diese Konstruktionen haben zu einem Funktional auf einem Verbandskegel von
Funktionen mit Werten in R, U {4+o00} gefiihrt, welches auch den Wert +o0o annehmen
kann. Uber dieses Funktional I" und seinen Definitionsbereich 2+ soll jetzt genaueres
gesagt werden:

Sprechweise (Messbare numerische Funktionen).
Es sei 2 eine o-Algebra iiber Q. Eine Funktion mit Werten in R, U {do0} heisst eine
messbare numerische Funktion, wenn {f > A} € 2 fiir alle A.

Wenn die Funktion Werte in R U{4o00} hat, dann spricht man von einer nichtnegativen
2A-messbaren numerischen Funktion. Die Menge dieser Funktionen bezeichnen wir mit 2.

Satz 2.4.1. Die Funktionen in A" kann man positivlinear kombinieren; ausserdem gilt
hi,hy, ... €A" = suph, A", infh,ecA".
At ist also ein o-vollstindiger Verbandskegel numerischer Funktionen.

Zum Beweis, dass mit h;, h, auch die Summe h; + h; zu A+ gehort, bemerken wir
(hi +hy > A} = U fhi +hy > rfn{h; + h, > A — 1}, wenn r die abzéhlbare Menge
der rationalen Zahlen durchlduft. Ebenso behandelt man Maximum und Minimum. Die
iibrigen Behauptungen sind trivial.

Wenn (Q, 2, p) ein Mafiraum ist, dann definieren wir auf dem o-vollstindigen Ver-
bandskegel A+ das Funktional (welches auch den Wert +oco annehmen kann )

(o¢]

I"(h) = Jh dp = Jo po{h > A} dA.
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Mit den oben entwickelten Argumenten ergibt sich der

Satz 2.4.2 (Die Integration positiver messbarer Funktionen).
Das Funktional 11(-) 2u (Q, A, p) ist monoton mit

1. T"(a-h+b-k)=a-T*(h)+b-I*(k) firale a,b>0, hke2",
2. h<hy< -+ €UA* = h=lmTh,€A" und lim T I*(h,) = I*(h).

3 hi >hy, >+ €A " mitlT'(hy) < oo = h=1m | hy € A" und
lim | I"(h,) = I"(h).

Warnung: Die Zusatzbedingung bei der absteigenden Stetigkeit 3) ist notwendig. Es
gibt gegen Null absteigende Folgen von Funktionen, die allesamt das ‘Integral’ +o0o haben.
Es ergeben sich unmittelbar zwei ausserordentlich niitzliche Sétze

Satz 2.4.3 (Lemma von Fatou).
Fiir jeder Folge f,),, € AT gilt

Jlim inf f, dp <lim infjfn dp.

Beweis. Betrachte g, = sup{f,; m > n Es handelt sich um eine absteigende Folge
mit lim | gn = liminff,. Das Integral des absteigenden Limes ist nicht grofier als der
absteigende Limes der Integrale lim | [ gn dp > liminf [ f, dp.

Satz 2.4.4 (Satz von der majorisierten Konvergenz).
Es sei (fo)n € AT eine fastiiberall konvergierende Folge

(lim inf f, = f = limsup f,, ausserhalb einer Nullmenge )

Wenn ein h existiert mit Vn h > |fo] und [h dp < oo, dann gilt

an dp — Jf dp.

Beweis. Das Lemma von Fatou, angewandt auf die Folge (h — )y, liefert
Jh dp — Jlimsupfn > Jh dp — limsupjfn dp,

zusammen mit dem Fatou’schen Lemma also limsup [ f,, dp < [f dp < liminf [ f, dp.

Beispiel. Fiir x > 0 sei fi(x) = 127 und fu(x) = n - fi(nx). Bs gilt [ fa(x) dx =

n2

Jo f(x) dx = 3 [§ 7 du fiir alle n, wihrend f(x) = 757 — 0 fiir alle x. Hier
existiert keine integrable Funktion iiber allen f,,.
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Hinweis: Wir haben den Satz von der majorisierten Konvergenz hier nur fiir nichtnega-
tive f formuliert. Er gilt allgemeiner fiir fastsicher konvergierende Folgen von Funktionen,
deren Absolutbetrag fastiiberall von einer Funktion h mit I"(h) < co dominiert sind. Ei-
ne Verallgemeinerung dieses Satzes werden wir beweisen, wenn wir die sog. ‘gleichgradig
integrablen’ fastiiberall konvergenten Folgen behandeln.

Zuerst miissen wir aber Konstruktionen und Sprechweisen entwickeln, die sich auf
das Rechnen mit numerischen Funktionen, die nicht notwendigerweise nichtnegativ sind,
beziehen.

Sprechweise (Der Begriff ‘p-fastiiberall’).
Von einer Funktion h e " sagen wir

1. hist p-fastiiberall endlich, wenn p{h = +o00} =0, (h <00 p— f.ij.)
2. hist p-Nullfunktion, wenn p{h > 0} =0, (h =0 p— f.l'j.)
3. k ist p-fastiiberall kleiner oder gleich h, wenn p{h >k} = 0, (k <h p-— f.ij.)

Satz 2.4.5 ('Fastsichere Gleichheit” oder ‘Gleichheit p-fastiiberall’).
Das Maj$ p liefert eine Aquivalenzrelation auf dem Verbandskegel (91*, +, S). mn

k=h p—fi. &< k<h und h<k p-—fi.

Die Aquivalenzrelation ist vertraglich mit der Addition und mit der Ordnungsrelation.
Es gilt k<h p—fi. genau dann, wenn

VA (k>AC{h>A p—fi  oder VA p<{k>7\}\{h>>\}>:o

Fir jede Folge von Aquivalenzklassen ist das Supremum und das Infimum eine wohldefi-
nierte Aquivalenzklasse, und es gilt

(h=suph, p—fi) < VA>0 {h>A}=J{ha>A} p— fi

Der Beweis liegt auf der Hand.

Bemerke: Fiir jede Folge von Aquivalenzklassen (hy)n ist der Limessuperior und der
Limesinferior wohldefiniert und es gilt liminf h,, <limsuph, p-f.i.

Man sagt, dass die Funktionenfolge (h, ), p-fastiiberall gegen h konvergiert, und notiert
(hn —h p— f.ii.), wenn gilt liminf h,, = h =limsuph,, p- f.ii.

Hinweis: Die p-fastsichere Konvergenz ist ein sonderbarer Begriff in dem Sinne, dass
sie sich nicht durch eine Metrik beschreiben lasst, wie wir sehen werden. Trotzdem erweist
sie sich (in Verbindung mit anderen Annahmen {iber die Folgen) in vielen Anwendungen
als sehr niitzlich. Wir werden sie spéter (in einem allgemeineren Rahmen) in Verbindung
mit der sog. stochastische Konvergenz weiter behandeln.
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Vektorraumstruktur

Die Menge der Aquivalenzklassen von 2-messbaren R, U {+oo}-wertigen Funktionen be-
zeichnen wir mit (2[*, ~). Fiir den Augenblick bezeichne (Qlj, ~) den Teilkegel der Aquiva-
lenzklassen von p-fastiiberall endlichwertigen Funktionen. Auf (22[:, ~) ist die Verkniipfung

(f,g)—» f\g=~f—~fAg = (f — g)Jr wohldefiniert. Es gelten die bekannten Regeln wie
z.B. fVg=f4+g\f=g+f\g.

Auf der Menge der Paare (f, g) definieren wir die (bei der Differenzenbildung iibliche)
Aquivalenzrelation : (f,g)=(hk) & f+k=h+g
Die dquivalenten Paare werden durch die reellwertigen 2-messbaren Funktionen représen-
tiert mit der ausgezeichneten Darstellung

(f,g) = (f\g, g\f) kurz geschricben =f—g="f\g — g\f.

Die Menge dieser ‘Differenzen’ bezeichnen wir (fiir den Augenblick) mit (918, ~), und wir
nennen die Elemente die fastiiberall endlichwertigen 2l-messbaren Funktionen. Es handelt
sich um einen Vektorverband mit der Eigenschaft: Wenn eine Folge fq,f;, € (Qle,~)
iiberhaupt eine obere Schanke in (Qle,~) besitzt, dann besitzt sie eine kleinste obere
Schranke f = supf, (p — f.ii.); und die Folge (gn)n = (f1 V2V -V f,),, konvergiert
p-fastiiberall gegen f. — Entsprechendes gilt fiir die Infimumbildung fiir Folgen in (Qle, ~):
inf f,, (p— f.ii.).

Es sind gewisse Teilrdume des Raums (Qle, ~), die fiir die Integrationstheorie und die
Funktionalanalysis interessant sind. Diese sollen jetzt diskutiert werden.

Summabilitiit; der Raum L’ (Q,Ql, p)

Die Funktion f € 2l heisst p-summabel oder p-integrabel, wenn I (f*) < oo, IT(f7) <
00. Die Menge der p-summablen f wird mit £’ (Q, 2, p) bezeichnet. Es handelt sich um
einen Vektorverband von Funktionen mit der punktweisen Addition und der punktweisen
Maximums- und Minimumsbildung.

Die Menge der Aquivalenzklassen dieser Funktionen mit L' (Q, 2, p). Wir haben be-
reits gesehen, dass es sich um einen Vektorverband handelt. Wir miissen uns mit einem
zu diesem Raum passenden Konvergenzbegriff befassen.

Satz 2.4.6. Der Vektorraum L (Q,Ql, p) wird durch die 1-Norm zu einem Banachraum:
6l = [ifl dp = 106%) + ().
Jede beschrdnkte messbare Funktion m liefert ein beschrdnktes lineares Funktional
L'(Q,2%p)2f—  {(f) :Jm-f dp.

Beweis. Offensichtlich ist || - ||1 eine Norm auf dem Raum L'. Die einzige Behauptung
des Satzes, die wir noch nicht bewiesen haben, ist die Vollstindigkeit. Es sei (gn)n eine
Cauchy-Folge. Es gentigt zu zeigen, dass eine geeignet gewdhlte Teilfolge konvergiert. Wir
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wdhlen eine Teilfolge (fr)n so, dass ||[fni1—Tfnll1 < % Wir beniitzen die sog. Markov’sche
Ungleichung

1
p({lgl > a}) < . lgll1  fiir alle a > 0,

die sich trivialerweise aus der Abschitzung |gl > a - lyg>q ergibt.

Fiir die Mengen An = {[fny — fnl > #} gilt p(A,) < #, und daher p(Um>n Am) <
Y men P(AR) < Tll Die Menge der w, die in unendlich vielen der A., liegen, ist die
Nullmenge (,, Uppon Am. Fiir die dbrigen Punkte gilt ) [fn1(w) — fu(w)] < oo und es
existiert der Limes f: fo(w) — f(w). Diese Funktion ist summabel nach dem Lemma von
Fatou:

J|1E| dp = Jliminf|fn| dp < limianh‘nl dp < 0.

Wir zeigen nun, dass die Folge f, im L'-Sinn gegen die so identifizierte Funktion f
konvergiert. Wir wihlen N so grof, dass fiir allen > N gilt [|f, —fn| dp <.
Wieder nach den Lemma von Fatou gilt

Jl?—le dp = Jliminflfn—fN| dp < 1iminfjlfn—fN| dp <e.

Riickblicke: Erinnern wir uns hier an das Fortsetzungsverfahren nach Daniell fiir ein
Elementarintegral I auf einem Stone’schen Vektorverband €.

(Wir nehmen an, dass es eine abzidhlbare Menge von Elementarfunktionen gibt, sodass
Q = |J{f; > 0}, dass also der von den {f > 0} erzeugte o-Ring der &-Baire’schen Mengen
eine o-Algebra B ist. )

Wir erhalten eine Semi-Norm auf &, wenn wir definieren ||f||; = I(|f]). Auf dem Vektor-
raum der Aquivalenzklassen (é,~) ist das eine Norm. Aus unseren Uberlegungen folgt,
dass die Vervollstindigung bzgl. dieser Norm den Raum L' (Q,%, p) liefert, wo p die
Einschrankung des Daniell-Mafles auf 8 ist.

In dem Spezialfall, wo & der Vektorverband der stetigen Funktionen (auf irgendeinem
HRaB) ist, gingen wir in einem ersten Schritt zu den halbstetigen Funktionen, zu den
Funktionenkegeln €' und &!. Die Aquivalenzklassen von Funktionen in &' U & sind noch
nicht alle Elemente des Banachraums L‘(Q,%, p). Man kommt aber zum Ziel mit den
Aquivalenzklassen der Funktionen aus ™ U &7 Wir haben in der Tat gesehen, dass fiir
jedes Daniell-integrable h einschachtelnde Funktionen aus diese Funktionenmenge exis-
tieren.

Man konnte andererseits versuchen, ohne Aquivalenzbildung weiterzumachen mit mo-
notoner Limesbildung, und weitere Funktionenraume konstruieren ¢ @& @7 Man
kann zeigen, dass man damit i. A nicht bis zur o-Algebra % gelangen kann. (Ohne Beweis!)

Als unsere Integralkonstruktion von den Prémaflen ausging, machten wir uns nur an
einer Stelle, namlich bei der Konstruktion von Produktmaflen Gedanken dariiber, wie
man zu einem Pramafl kommt.
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Bei der Daniell-Konstruktion zu den Stietles-Integralen haben wir griindlicher an-
gesetzt. Auf der Grundlage des Satzes von Dini erhalten wirklich ein Mafl auf dem Sto-
ne’schen Verbands der stetigen Funktionen auf einem kompakten Raum. Die Konstruktion
beweist offenbar auch den

Satz (Riesz’scher Darstellungssatz). Es sei & der Raum der stetigen Funktionen auf ei-

nem kompakten HRaB mit der Supremumsnorm. Jedes positive Linearform £(-) ist dann
gegeben durch ein endliches Borel-Mafl i L(f) = [ f dp.

Die p- summablen Funktionen. In der Funktionalanalysis (nicht so sehr in der Sto-
chastik) interessieren neben L' (Q,Ql, p) auch noch die Banachrdume LP (Q,Q[, p) (fiir
p > 1) und ganz besonders der Hilbertraum L2 (O_, A, p).

Sprechweise. Es sei (O_, A, p) ein o-endlicher Mafiraum. Eine komplexwertige 2l-messbare
Funktion h heisst p-summabel, wenn |h|P summabel ist. Fiir solche Funktionen definiert

man die p-Norm
1/p
N = ([ ap) =l

Satz 2.4.7 (Holder’sche Ungleichung).
Istp > 1, %—l—% =1, wund h p-summabel, k q-summabel,
so ist das Produkt h-k summabel und es gilt

J!h-k] dp < Ny(h)-Ng(k).

Fiir jedes h existiert ein k, sodass (h,k) = [h-k dp = Ny(h) - Ng4(k). Es gilt also
Ny (h) :sup{|<h,k)|: Ngy(k) < 1}

Beweis. Es geniigt, den Fall Ny(h) =1 = Ng(k) zu behandeln.
Bekanntlich gilt a'/?-b1/9 < %-a—I—% -b. fiir alle a,b > 0. Angewandt auf die Funktionen
a=[h/P, b=kl erhalten wir |h-k| < % - [h|P + é - k|9, Und die Integration liefert die
erste Behauptung.

Zuh mit N,(h) = 1 assoziieren wir zundchst k = |h[P/9. Es gilt Nq(l~<) =1 und wegen
a=hP=kl9=b haben wir [n|-[k|=a'? - b/9=1.a+1-b=1- P+ 1 [k
Wenn h = |hle'®, dann leistet k = |kle '®, das Verlangte.

Eine offensichtliche Konsequenz ist die Subadditivitat des Funktionals N, (-); und das
ist die Minkowski’sche Ungleichung I+ allp < lIfllp + ll9llp-

Notation. Die Menge der p-summablen Funktionen wird mit £P (O.,Ql, p) bezeichnet;
die Menge der Aquivalenzklassen mit LP(Q, 2, p) Man notiert || - ||, = Np(-).
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Satz 2.4.8. Der Raum LP(Q,2, p) wird durch die p-Norm || - ||, = Ny(+) zu einem Ba-
nachraum. Der Dualraum zu LP (O., A, p) st der Raum L9 (O_, A, p) fiir alle p € [1,+00).

Beweis. Wir beweisen die Vollstindigkeit von LP (Q, 2, p) fiirp > lebenso wie firp = 1.
Jetzt verlangen wir von der Teilfolge, die den Limes identifizieren soll:

J’fn+1 - fn|p dp = (Np(fnJr] - fn))pg nizizp-

Aufgrund der Markovschen Ungleichung p{lgl > of < P (Ng4(g))’ gewinnen wir
Mengen Ay = {|fny — fnl > %} mit p(An) < % Sonst ist alles wie oben. Den Beweis,
dass es auf LP (Q,Ql, p) neben den von den k € L9 erzeugten keine weiteren stetigen
Linearformen gibt, verschieben wir auf den Abschnitt iiber unbestimmte Integrale.

Notation. Fiir eine A-messbare Funktion h definiert das wesentliche Supremum:
esssup(h) =inf{A: p{h > A} =0} und man notiert ||h/|, = esssup(|h|).

Die Funktionen mit [h|l, < oo nennt man die wesentlich beschrinkten Funktionen.
Ihre Gesamtheit wird mit £ (Q, 2, p) bezeichnet, die Menge der Aquivalenzklassen mit
L*(Q,2, p). Offenbar wird der Raum L*(Q, 2, p) durch die Norm || - [ zu einem

Banachraum. Konvergenz bedeutet die gleichmiBige Konvergenz der Aquivalenzklassen.

Satz 2.4.9. Wenn f summabel ist und h wesentlich beschrdankt, dann ist das Produkt
summabel mit |[f-hdp| < [[f]l1 - [[hlo- FEs gilt

Ifllh = sup{[(f,))[: [hlle <T}
Moo = sup{l{g,M)[: ligls <1}

L*> (O., A, p) ist der Dualraum von L' (Q, A, p).
Man beachte aber: Der Dualraum von L* (O., A, p) ist 1. Allg. echt gréfer als der Raum 1!
(ohne Beweis!).

Beweis. Wenn ||h|. =1, dann ist {(f) = [f-h ein beschrinktes lineares Funktional auf
dem Raum (L', ||-) mit Norm < 1; denn fiir jedes f € L' gilt | [f-h dp| = ||f[|s.

Firf e I_1 und h = 1{f>0}_ 1{f<0} gilt ||f||1 = If -h dp.
Ist ||h||e =1, so gilt fiir jedes ¢ > 0 p({h >1— E}) > 0 oder p({—h >1— E}) > 0. Wir
betrachten den ersten Fall. Wegen der o-FEndlichkeit des Mafles p existiert eine Teilmenge
A, C {h > 1—¢} mit endlichem positivem Maf c. = p(A.). Die Funktion g = (c¢) - Ta,
erfillt  |lglh=1 und [g-hdp>1—c.

Im Unterschied zu den Fillen < co wird hier das Supremum ||| = sup{| (g, h)|:
gl <1 } nicht notwendigerweise angenommen.

Den Beweis, dass es auf dem L' keine anderen stetigen Linearformen gibt als die von
den h € L® erzeugten Linearformen (-, h), verschieben wir auf spdter.
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Hinweis: Aus der Sicht der Theorie der topologischen Vektorrdume hat das Paar der
Riaume L' L* die ausserordentlich unangenehme Eigenschaft der fehlenden Reflexivitiit.

Der Struktur des Raums L* (O., A, p) hat viele Besonderheiten, die fiir die Mafitheorie
eine Herausforderung sind. Man bemerke, dass alle Mafle mit demselben Nullmengensys-
tem zum gleichen Raum L* fiithren. Familien von Mafien mit denselben Nullmengen sind
ein aktuelles Thema der hoheren Mafitheorie.

Beispiel 2.4.1. Es sei QO der Raum R/27 mit dem verschiebungsinvarianten Wahrschein-
lichkeitsmafl %{dt. Fiir eine stetige 27-periodische Funktion f sei also [ f dp = %{ [f(t) dt,
wo das Integral {iber eine volle Periode zu erstrecken ist. Die Elemente von LP (R /2m, %t dt)
sind gegeben die Aquivalenzklassen borelmessbaren 27t-periodischer Funktionen f mit
Iflp = — [If(t)[P dt. Fiir 1 < p < oo liegen die trigonometrischen Polynome dicht
in LP (]R/ 2T, %{ dt). Man kann némlich die Indikatorfunktion eines Intervalls durch trigo-
nometrische Polynome in der p-Norm approximieren (ohne Beweis!); und man kann die
f € LP durch Treppenfunktionen in der p-Norm approximieren.

idt);

Beuspiel 2.4.2. Besonders iibersichtlich ist der normierte Vektorraum LZ(R/ZT(, 3

denn seine Elemente v kénnen auch durch die trigonometrischen Reihen Y c,e™ mit
quadratsummablen Koeffizientenfolgen (cn)n reprisentiert werden. Die Darstellung ist
umkehrbar eindeutig mit [|[v[|? = ) lcql* = & [ f(1)|? dt < co. Wir haben eine Isometrie

¢ : L*(R/2m, %T) — 0(2).

Die Eintrige cn von @(f) heissen die Fourier-Koeffizienten der Aquivalenzklasse f € L2.
Sie ergeben sich durch eine Integration ¢, = %{ [f dt.

Zur Geschichte: Die Entdeckung, dass man die Elemente der Vervollstindigung des
Raums der trigonometrischen Polynome in der 2-Norm durch Aquivalenzklassen von Funk-
tionen beschreiben kann, geht auf F.Riesz und E. Fischer (1906) zuriick. Die Vorausset-
zung fiir diese Einsicht war natiirlich das Verstédndnis von Nullmengen in der Integrati-
onstheorie von Lebesgue (1902).

Zum Abschluss des Teilabschnitts wollen wir noch auf direktem Wege beweisen, dass
der Banachraum 17 der p-summablen Folgen tatséchlich durch die Vervollstéandigung des
Raums der finiten Folgen entsteht, wenn man diesen mit der p-Norm ausstattet. (p # oo)
Die Elemente des Raums nennt man wohl besser komplexe Gewichtungen der abzéhlbaren
Grundmenge Q mit dem Zahlmaf. Wir kénnen (3 = 7Z annehmen. Da es in diesem
Fall keine Probleme mit Nullmengen gibt, treten die iibrigen fiir den Beweis benétigten
mafltheoretischen Ideen besonders klar hervor. Es sind das im Wesentlichen das Lemma
von Fatou und die punktweise Konvergenz als Vorstufe zur Norm-Konvergenz.

Satz 2.4.10. Die Vervollstindigung des Raums der finiten Gewichtungen von Z in der
p-Norm (bzgl. des Zihlmafes) ist der Raum 1P der p-summablen Folgen (d. h. Gewich-
tungen,).
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Beweis. Es sei (c(k))k:1 5

menge Z: ¢ = {Cilk) :n € Z}. Die Folge sei eine Cauchy-Folge beziiglich der p-Norm.
Offensichtlich konvergieren die Gewichte in jeder Position: VYn : limkcilk) = Cn. Wir
missen zeigen, dass die Gewichtung ¢ p-summabel ist, und dass unsere Cauchy-Folge im

Sinne der p-Norm dagegen konvergiert. Das Lemma von Fatou garantiert

eine Folge von finiten (komplexen) Gewichtungen der Grund-

P < limi KPP — 1im ; (K))\P )
;|Cn| _hmkmfgkn hmkmf(Np(c )) < 0

Die Grenzgewichtung ist also p-summabel.
Sei K so grop, dass fiir allek > K gilt  Ny(c™—c®) <&, d. b Y [eh—clP < P,
Nach dem Lemma von Fatou gilt dann

Z ICr — cﬁLK)]p = Z limkinf !cﬂ‘) — (:$1‘<)|1D < limkinf Z ICQQ — C;K)!p < ¢P.
n n n

Die ¢™ liegen also schliesslich beliebig nah an der Grenzgewichtung €. Das Argument
funktioniert auch fiir Cauchy-Folgen nichtfiniter p-summabler Gewichtungen.
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2.5 Unbestimmte Integrale und der Satz von Radon-Nikodym

In der elementaren Analysis ist ‘unbestimmtes Integral’” ein Synonym fiir ‘Stammfunktion’.
In der Maftheorie ist das ganz anders. Das unbestimmte Integral einer p-summablen
Funktion h ist eine Mengenfunktion v(-) = [ h dp. Im Falle h > 0 handelt es sich um ein
endliches Maf}, im allgemeinen Fall um ein ‘signiertes Maf}’, das heisst um die Differenz
zweier endlicher Mafle.

Definition 2.12. Es sei h € L (Q,Q[, p) und v(A)=[1a-hdp firAel
Die Mengenfunktion v(-) heisst dann das signierte Mafl mit der Dichte h bzgl. p oder
auch das unbestimmte Integral von h bzgl.p.

Wenn zwei Funktionen hy und h; sich nur auf einer p-Nullmenge unterscheiden, dann
liefern sie dasselbe unbestimmte Integral. Wenn h; und h, nicht p-fastsicher gleich sind,
dann sind die unbestimmten Integrale verschieden. Man notiert

dv=nh- dp oder auch i—:)/ =h p-fi.

Erste Bemerkungen: Das unbestimmte Integral einer Funktion h > 0 mit endlichem
Integral ist ein endliches Mafl mit der Gesamtmasse v(Q) = [h dp. Die Additivitit
von v(-) ist offensichtlich. Die o-Additivitéit ergibt sich aus dem Satz von der monotonen
Konvergenz: Wenn némlich Ay D Ay D -+ mit (A, =0, dann gilt h > h- 14, \, 0. Die
Folge der Integrale faillt nach 0 nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz.

Jede p-Nullmenge ist eine v-Nullmenge. Man sagt deswegen, dass das endliche Maf3
v totalstetig ist bzgl. p und man notiert v < p. Mit dem Begriff der Absolutsteitigkeit
miissen wir uns griindlich beschéftigen.

Bevor wir uns der allgemeinen Theorie zuwenden, erinnern wir uns kurz an die Stieltjes-
Integrale und -Mafle auf der Borelalgebra B iiber R. In diesem Rahmen ist ndmlich das
Phéanomen absolutstetiger Mafle zuerst beachtet worden.

Satz.
Ist G(t) eine nichtfallende rechtsstetige Funktion auf R mit limy_, (G(T) —G(—T)) < 00,
so gibt es genau ein endliches Mafl v auf B mit V((a, b]) = G(b) — G(a).

Jedes endliche MafS auf B entsteht auf diese Weise, und die ‘Verteilungsfunktion” G
ist bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt.

Spezialfille: Wenn eine Funktion p(t) existiert mit G(b) — G(a) = pr(t) dt, dann
sagt man, dass das Stieltjes-Maf} v totalstetig (oder ‘absolutstetig’) ist bzgl. des Lebesgue-
Mafles. Man notiert dv(t) =p(t) dt oder auch % = p (Lebesque-f.ii.)

Bei einem totalstetigen W-Mafl hat man p(t) > 0, szz p(t) dt =1.

Neben den absolutstetigen Maflien gibt es weitere besondere Typen von Maflen. Wenn
G eine Sprungfunktion ist, dann heisst das dazugehorige Maf ein diskretes Maf. In diesem

Falle existiert eine abzidhlbare Familie von Paaren  (ti, pi)ic;, sodass gilt
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G(t)=>_ i <ty Pi- Man sagt, dass das diskrete MaB durch die Gewichtung des Punkte
mit den Gewichten p; entsteht. Man notiert manchmal w =} . Pi- 8.

Ein beliebtes konkretes Beispiel fiir ein atomloses Maf}, welches nicht totalstetig ist
ergibt sich aus der Cantorfunktion, die wir an anderer Stelle vorgestellt haben. Von Mafien
dieser Art sagt man, dass sie singuldr sind, genauer: singuldr zum Lebesgue-Maf.

MaSBe, die zueinander singuldr sind (oder ‘disjunkt’, wie man auch sagt), werden uns
im allgemeinen Rahmen weiter beschéftigen.

Man bemerke, dass eine konvexe Kombination von Verteilungsfunktionen eine Vertei-
lungsfunktion ergibt. Bei den dazugehorigen Wahrscheinlichkeitsmafien spricht man von
einer (konvexen) Mischung. Es ist leicht zu sehen, dass man jedes Wahrscheinlichkeitsmaf
auf B in eindeutiger Weise in drei Bestandteile zerlegen kann, einen diskreten, einen bzgl.
des Lebesgue-Mafles totalstetigen und einen zum Lebesgue-Maf singuldren atomlosen An-
teil.

Bei den Stieltjes-Maflen ist ffzz f(t) dG(t) eine gebriauchliche Bezeichnung fiir das
Integral der (nichtnegativen) Funktion f. Das passt zu der Notation [f dG, die uns bei
den Kurvenintegralen begegnet ist. G war da allerdings nicht notwendigerweise steigend.
Die Voraussetzungen waren dort so, dass die Funktion G als Differenz zweier steigender
Funktionen geschrieben werden kann.

Konvention: Bei unseren Uberlegungen zum Integral werden wir uns, wenn immer
das moglich ist auf die Integration nichtnegativer Funktionen beschranken. Wenn der
Integralwert 400 nicht zuzulassen, wird das gesagt. Sollten irgendwo signierte Mafle oder
Funktionen auftauchen, die auch negative Werte annehmen, werden wir diese Objekte
immer schnell in ihre Positiv- und Negativteil aufspalten. Mafle, die nicht o-endlich sind,
werden nicht in Betracht gezogen.

Definition 2.13 (Absolutstetiger Anteil).

Es seien v und p Inhalte auf dem Mengenring R iiber Q mit v(-) beschrinkt. Der Inhalt
Vo = lim Tmoee VA (M - p) heisst der bzgl. p absolutstetige Anteil von v. Der Inhalt
Ve =lim [pmoe VN(M - p) =v —v, heisst der bzgl. p singulidre Anteil von v.

Man sagt, dass v bzgl. p absolutstetig (oder ‘totalstetig’) ist, und notiert v < p, wenn
der singuldre Anteil das Nullmaf3 ist.

Es ist bequem den Begriff Totalstetigkeit auch dann zu gebrauchen, wenn p ein o-
endliches Maf} auf einer Mengenalgebra R ist. Es gilt v < p &= 1z -v < 1 - p fiir alle
T mit p(R) < co. Vom Inhalt (oder Maf}) v verlangen wir, dass v(-) auf & beschinkt ist.

Wir werden sehen: Wenn der Definitionsbereich der Inhalte p und v eine o-Algebra
ist, dann bedeutet Totalstetigkeit, dass jede p-Nullmenge auch v-Nullmenge ist.

v<pe&= p(N)=0=~v(N)=0.

Wir wollen hier aber zunéchst bei den Pramaflen v bleiben. Das System der Nullmengen
fiir ein Pramafl p ist ndmlich i. Allg. nicht so reichhaltig, dass man die Totalstetigkeits-
eigenschaft darauf basieren konnte. Hier miissen wir mit Mengen von kleinem p-Maf
operieren.
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Satz 2.5.1.

Es seien p und v endliche Pramafle auf einer Mengenalgebra SR iber Q.
Wenn v nicht bzgl. p totalstetig ist, wenn also (V\Mp)(Q) N B >0,

dann ezistiert zu jedem M und € > 0 eine Menge Op e € R mit

p(QM,s) < )\i/l ~V(Q), V(QM,e) > (1 - 5)6

Wenn v < p, dann gilt
Ve >038 >0VA (p(A) < d) = (V(A) < ¢).

Beweis. Bekanntlich gilt (v\p)(Q) = sup{Zi(v(Ri) — p(Ri))+ : Y Ri= O.}, wo das
Supremum tber alle disjunkten Zerleqgungen von R zu erstrecken ist. Die Summe vergrifsert
sich, wenn man die Zerlegung verfeinert. Fir eine gegebene Partition von () sei Qm e =
>_ic1, Ri, wo Ly die Menge der Indizes ist, fiir welche v(Ri) — p(Ri) > 0.
Zu jedem M und € > 0 kénnen wir die Zerlegung Q = > Ry so fein wdhlen, dass fir die
Menge QM,& gilt V(QM,a) -—M- p(QM,s) > (1 - E)B

Im Falle v < p wdhlen wir M so grofs, dass (V\Mp)(Q) < &/2 und & = 535. Fiir jede
Menge A mit p(A) < & gilt v(A) = (V\Mp)(A)+ (VAMp)(A) < €/2+M-p(A) < «.

Hinweise: 1) Die Bedeutung des Begriffs der Totalstetigkeit hat als erster G. Vitali
(1905) erkannt. Bei Vitali ist es eine Bedingung an eine Funktion F auf einem kompakten
Intervall, die zum Lingenmafl in Beziehung gesetzt wird.

Definition (G. Vitali). Eine reelle oder komplexwerige Funktion F auf dem Intervall [a, b]
heisse absolut stetig, wenn zu jedem ¢ > 0 ein & > 0 existiert, sodass

D [F(bi) —Fla)| < ¢

gilt fiir alle Zerlegungen a < a3 <b; < a; < - < an <bpy <bmit } (bx—ax) < 8.

2) Es wird bei Vitali nicht angenommen, dass F reellwertig und monoton ist. Realteil
und Imaginérteil einer absolut stetigen Funktion sind jedoch offenbar Funktionen mit
beschrankter Schwankung und lassen sich daher als Differenz von monoton steigenden
Funktionen schreiben.

3) Lebesgue, Vitali und andere haben aufgeklart, dass die absolute Stetigkeit von F
garantiert, dass die Funktion in Lebesgue-fast allen Punkten differenzierbar ist, und dass
die Ableitung f = F’ Lebesgue-integrierbar ist und dass gilt fff (t) dt = F(d) — F(c) fur
alle [c, d] C [a, b].

4) Wir wollen in unserer Mafitheorie darauf nicht eingehen. Die punktweise Differen-
tiation ist fiir die Mafltheorie uninteressant. Wenn wir von einer absolutstetigen Funktion
F auf einem Intervall [a, b] sprechen, dann meinen wir eine Funktion, die als unbestimmtes
Integral einer Lebesgue-integrablen Funktion f gewonnen werden kann. Die Berechtigung
dazu liefert ein Satz von Vitali, der besagt, dass eine Funktion genau dann absolut stetig
ist im obigen Sinn, wenn sie ein unbestimmtes Integral ist.
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5)Wir werden sehen, dass diese Kennzeichnung der Totalstetigkeit konform geht mit
dem allgemeinen Begriff der Totalstetigkeit von endlichen Maflen, den wir oben vorgestellt
haben: Totalstetigkeit bedeutet (nach dem fundamentalen Satz von Radon-Nikodym) die
Existenz einer 'Dichte’.

Satz 2.5.2.

Es sei (Q, 2, p) ein o-endlicher Mafsraum. Ein endliches Maf v ist genau dann absoluts-
tetig, wenn jede p-Nullmenge eine v-Nullmenge ist.

Beweis. Die hier zu beweisende Kennzeichnung der Absolutstetigkeit v < W mittels der
Nullmengen bendtigt ganz wesentlich, dass der Definitionsbereich A eine o-Algebra ist. Fiir
den Beweis des Satzes nehmen wir an, dass v nicht absolutstetig ist, und wir konstruieren
eine Menge A* mit p(A*) = 0 und v(A*) > 0. Sei also €* eine positive Zahl, sodass zu
jedem n € N eine Menge A, existiert mit wW(Ayn) < Zln und p(An) > €*. Fiir die Menge
Bm=UnomAn gilt u(Bm) < zim und v(Bn) > e*. Die By bilden eine absteigende Folge.
Der Durchschnitt A* = (\Bm = (), Unom An leistet das Gewiinschte. (Man nennt die

Menge A* manchmal den Limessuperior der Mengenfolge (Ayn)n.)

Bemerkung: Die hier bewiesene Kennzeichnung der Absolutstetigkeit ist kurz und
biindig; sie 1a8t sich so auch wortlich auf Paare o-endlicher Mafle iibertragen. Sie sagt
dann nichts anderes, dass die Einschrankungen dieser Mafle auf Mengen mit endlichem
Maf totalstetig sind.

Die oben abgeleitete €d-Definition passt nur im Falle endlicher Mafle. Sie hat aber
grofle Vorziige. Erstens passt sie auch auf endliche(!) Pramafie. Und zweitens ldsst sich
an sie in offensichtlicher Weise der (spéter zu diskutierende) Begriff der gleichgradigen
Absolutstetigkeit von Familien von Maflen oder Pramafien ankniipfen.

Satz 2.5.3 (Existenz disjunkter Triger fiir disjunkte Mafle).

Sind w und v irgendwelche o-endliche Mafe, so existieren messbare Mengen M und N =
CM, sodass gilt

(K\V)(B) =0 fir alle B C N

(V\R)(B) =0 fiir alle AC M
Beweis. 1) Es geniigt, den Fall endlicher Mafle zu untersuchen. Wenn nédmlich Q =
> Qy mit (u + v)(Qk) < 00, dann kann man die Aufspaltung in Trigermengen auf
gedem Qy separat vornehmen.

2) Man kann die Aussage des Satzes auch so formulieren: Wenn w und v disjunkte
endliche Mafle sind in dem Sinn

0=pAv(Q) =inf{) uR)AVR): Y Ri=Q},
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dann existieren disjunkte Mengen M und N = CM, sodass
R(R) = (K\V)(R) = w(RNM),  Vv(R) = (V\u)(R) =v(RNN) fiir alle R.

Die Mengen M, N sind bis auf eine (u\v +v\u)-Nullmenge eindeutig bestimmd.
3) Zu jedem € = e, existiert eine Partition der Grundmenge Q =) . Rgn) sodass

D (R) =v(R)) " > (1\V) (Q) — en
D (R) =V(R))” = (V\n) (Q) — &n
Es sei 1T ={i: u(Ry >v(Ry)}, I~ =CI*, und
MM — Z R, N — Z R = CM(™,
ielt icl~

Fiir jede Partition einer Menge B C N™ B = 2S5 gilt > (u(S; —\/(Sj))+ < €n,
also u\v (B) < en.
Wir wihlen eine summable Folge ey, und dazu passende Partitionen QO =) . Rgﬂ

gewinnen dazu

N:ﬂUN(n)) M:ﬂUM(n)

m n>m m n>m

FirB CU,», ,N™ gt p\v(B) <> ., en
Fiir B im (absteigenden) Durchschnitt N gilt u\v(B) = 0. Der Limes superior der Men-
genfolge N™ wird vom Maf pu\v nicht getroffen.
Entsprechendes gilt fir das Maf v\w; Triger N = limsup, N™ st ein Triger dieses
Majses.

, und

Der eben bewiesene Satz ist im Wesentlichen der Zerlegungssatz von H. Hahn aus dem
Jahr 1921. Er passt auch auf die Zerlegung eines endlichen Mafles in den singuléren und
den absolutstetigen Anteil

V=vVq+Vs mit Vo= lim TvA(M-p) vy = lim | v\(M-p).
M— o0 M— o0

Den folgenden Satz formulieren wir als Vorbereitung fiir den Beweis des Satzes von Radon-
Nikodym aus dem Jahr 1930.

Satz. Seiv ein endliches Maf$ auf dem o-endlichen Mafraum (O_, A, p). Zu jedem v > 0
existiert dann eine Menge Q. sodass

ACQ,=v(A)>1-p(A), B CLQ,=v(A) <r-p(A).

Wenn v > s, dann ist Q.\Qg eine v-Nullmenge. Es gilt v < p genau dann, wenn
v(Q,) \, 0 fiir — oo.
Wenn Q! und Q7 das Verlangte leisten, dann gilt v(C) = r-u(C) fir alle C C QA Q.
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Wenn wir fir alle rationalen v eine Wahl Q, treffen und dazu konstruieren Qy =
UT>y Q., dann leistet Qy das Verlangte fiir jedesy > 0, und es existiert eine Funktion h
mit {w : h(w) >y} = Q, fir alley € R;.

Der erste Teil ist eine Spezialisierung des obigen Satzes auf die zueinander disjunkten
Mafle (v\(r . p)) VAN ((T- p)\v) = 0. Die weiteren Teile liegen auf der Hand. Fiir jede
Funktion h ist {{h(~) >yl: Y€ R+} eine rechtsstetige Schar von Mengen. Die Funktion
Hg(y) = p(BN{h > y}) ist rechtsstetig und abnehmend als Funktion von y € R fiir jede
messbare Menge B. Wir werden sehen, dass ihr Integral (in der iiblichen Weise iiber die
Halbachse R, erstreckt den Wert v(B) ergibt.

Satz 2.5.4 (Satz von Radon-Nikodym).

Sei (Q,Ql, p) ein o-endlicher Mafraum und v ein endliches Mafs auf A, welches bzgl. p
totalstetig ist. Dann existiert eine messbare Funktion h sodass gilt

v(B) = J 1gh dp fiir alle B € 2.

Die Funktion ist eindeutig bestimmt bis auf eine p-Nullfunktion.

Beweis. Wir konstruieren wie oben Mengen Q. fiir die Zahlen v =k -27". Wir kinnen
annehmen r > s = Q. C Q.

Die Absolutstetigkeit garantiert v(Q,) \, 0 fir r — 0. Wir kénnen annehmen Q. =
N, Q. =0, denn das gesuchte h verschwindet ohnehin auf dieser Menge.

Wir beschrinken unsere Untersuchung zundchst auf Mengen B mit B C Qs fiir ein
d > 0. Wir haben daher v(B) > & - p(B). Dadurch bekommen wir die gesuchte Funktion
h auf der verkleinerten Grundmenge Qs mit endlichem p-Mafl p(Qs) < %V(Qg,). Auf der
Restmenge hat das gesuchte h Werte < 6 p—fastiiberall, wihrend sie auf Qg fastiiberall
Werte > & hat.

Fiir festes n setzen wir zur Abkirzung Qyo-—~ = Qi und QE” = QO — Oy fir
k=1,2,.... Es gilt also

Q=07 +Q3+Q5+---
Q, = Q3+ Q%3+

Aus der Summe der Indikatorfunktionen gewinnen wir die Funktion

o0
1 1 2 3
h(n):z_n'Z1Qk:2_n'1Q$+z_n'1Q§+z_n'1Q‘3‘+"'
1

Fir A C QF gilt  Xp(A) <v(A) < Edp(A). Daher gilt fiir jedes B

v(B) = Z’V(B ﬂﬂtﬂ) > Z zlnp(B mQ]lZH) :J1 hm dp.
1
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Die Abschitzung ist bis auf den Fehler zinp(B) genau, wenn B in einem Qs mit & > zin
enthalten ist; denn

v(B) < J1Bh(“) dp+ 5> p(BNQET) :J1 h™ dp+ %p(B).
1

Wenn wir von 1 nach n + 1 gehen, dann vergrofiert sie die Funktion h™ an manchen
Stellen um den Wert zn% Im Limes 1 — oo erhalten wir eine Funktion h mit

s<hw)<rewe O, — Q.

h™(w) entsteht aus h(w) durch Abrunden auf das nichste ganzzahlige Vielfache von
zin' Mit Qg = {h > s} (fir die irrationalen s) haben wir h(w) = lim T hW(w) =
I3 1o, (w) ds. und somit nach dem Satz von der monotonen Konvergenz und dem Satz

von Fubini
(o/e]

v(B) :Jhgh dp:JJhﬂQS dp ds:J p(BN Q) ds.
0

Die Formel gilt auch, wenn B in keinem Qg enthalten ist. Wir brauchen nur v(Q) < oo.
Dass h, die Radon-Nikodym-Dichte p-fast tiberall eindetig bestimmit ist, haben wir bereits
am Anfang des Abschnitts diskutiert.

Eine Anwendung: In der elementaren mathematischen Statistik lernt man das Lem-
ma von Neyman und Pearson. Es geht da um den Test einer einfachen Hypothese gegen
eine einfache Alternative (auf dem ‘Niveau’ «.) Die Nullhypothese ist durch ein W-Maf§
i beschrieben, die Alternative durch ein W-Mafl v. Gesucht ist ein ‘Ablehnungsbereich’
A mit

nA) <« v(A) = max!.
Der Fehler erster Art ist durch o limitiert; die ‘Macht des Tests’ soll moglichst grof3
sein. Der obige Satz sagt, wie ein optimaler Ablehnungsbereich A, auszusehen hat. Wir
formulieren und beweisen das Resultat hier fiir die tibersichtlichste Situation.

Satz. Es seien w und v Wahrscheinlichkeitsmafle mit v < @, dv = h du und es sei
A=0,.={h>r}. Wenn u(Q,) = «, dann gilt

sup{v(B) : u(B) < a} =v(Q,).
Beweis. Fiir eine beliebige Menge B gilt
((B) = V(&) = 1 ((B) — i(A]) = [ (1a — Tx)(h =) du =

:JUB\A—u\B)((h—r)*—(h—r)—) du < 0,
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denn auf der Menge B\A wverschwindet die Funktion (h — v)%, wdhrend auf A\B die
Funktion (h — r)~ verschwindet. Wenn B eine Menge ist mit u(B) < uw(A) = «, dann
haben wir v(B) —v(A) < T(},L(B) — u(A)) <0. Die Funktionen

x(r) = u(fh > 1}) und B(r) =v({h>r1})

beschreiben also den Zusammenhang zwischen dem ‘Niveau’ und der ‘Macht’ des optimalen
Tests der einfachen ‘Nullhypothese’ W gegen die einfache ‘Alternative’v.

Als eine weitere ‘Anwendung’ des Satzes von Radon-Nikodym vollenden wir die Auf-
gabe, die Dualrdume der Banachriume LP(Q,Ql, p) (1 < p < o) zu bestimmen. Wir
haben (mit Hilfe der Holder’schen Ungleichung) gesehen, dass jedes h € L4 (Q, 2, p) eine
stetige Linearform definiert. Wir miissen noch beweisen, dass jede stetige Linearform so
zustande kommt. Dazu brauchen wir den Begriff des signierten Inhalts.

Definition 2.14. Ein reeller signierter Inhalt T auf dem Mengenring fR ist eine reellwertige
additive Mengenfunktion mit

T"(R) =sup{t(R’): R"C R} < o0 fiir alle R € R

Eine komplexwertige Funktion auf R heisst ein komplexer Inhalt, wenn Real- und Ima-
ginédrteil signierte Inhalte sind.

Satz. Wenn T auf R ein signierter Inhalt ist, dann gilt fir alle R € R
TH(R) = sup{Z(T(RQ)* : Z Rk =R}< oo fir jedes R € R

wobei das Supremum tiber alle finiten Partitionen von R zu erstrecken ist. T" und ebenso

T (R) =sup{) (T(R)) : ) Re=R}.

sind Inhalte, und es gilt Tt =1t —1, 1" A1 = 0. Eine additive Mengenfunktion auf
R ist genau dann ein signierter Inhalt, wenn sie die Differenz zweier Inhalte ist.
FEin signierter Inhalt T hat genau die Stetigkeitseigenschaft

RIDR D+ [|Ru=0 = lim7(R,)=0.
wenn TH+ 1 ein Pramafs ist.

Der Beweis ist ein Ubungsaufgabe.

Satz (L9 ist der Dualraum von LP).
Ist £(-) eine beschrinkte Linearform auf dem Banachraum LP(Q, %2, p) (1<p <o), so
existiert ein g € L9, (1/p+1/q=1), sodass

((f) = J g-fdp fiir alle f € LP.
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Beweis. Wenn wir die Linearform £(-) auf die Menge der Indikatorfunktionen 1 mit
p(A) < oo einschrdinken, dann erhalten wir eine komplexwertige additive Mengenfunktion
T auf einem Mengenring. Sie ist ein komplezwertiger Inhalt, der bzgl. p totalstetig ist. Es
existiert ndmlich eine Konstante M, sodass

[(A) = [(TA) < M- [[Tall, = M- (p(A)) VP

Fiir jede nach 0 absteigende Mengenfolge Ay, streben die Normen |14, ||, (fir allep < oo)
nach 0 und daher auch die Werte £(14, ). Auf jeder Menge A mit p(A) < oo ezistiert (nach
dem Satz von Radon-Nikodym) eine p-fastiberall eindeutig bestimmte Funktion g =g-15
sodass fiir alle messbaren A C A gilt L(A) = ['g-1a dp. Die Gleichung setzt sich wegen
der Linearitit fort zu £(f) = [ g - f dp fir alle f =Y ol a,.

Da (-) nach Voraussetzung in der p-Norm beschrinkt ist, setzt sich die Gleichung auf
den gesamten Banachraum fort, und g ist q-integrabel; denn

lolla = Sup{\Jg-f do| : [fl, <1} = sup{e(f)l: [If]l, < 1}.

Fiir jedes p € [1,00) ist die q-Norm wirklich die zur p — Norm duale Norm
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2.5.1 Stochastische Konvergenz und gleichgradige Integrierbarkeit

Wenn eine Folge (f,)n, in LP(Q, %, p) konvergiert, ||f, — f|l, — 0, dann existiert eine
Teilfolge, entlang welcher die Folge p-fastiiberall konvergiert, |f,, — f‘ (-) — O fastiiberall.
Wir haben das oben bewiesen, mit dem Ziel, die Vollstdndigkeit der Rdume LP zeigen.

Die fastsichere Konvergenz ist weder notwendig noch hinreichend fiir die Normkonver-
genz; und die im Satz von der majorisierten Konvergenz geforderte Bedingung ist nicht
notwendig. — Wir wollen die Verhéltnisse genauer studieren.

Satz 2.5.5. Ist (f,)n eine Cauchy-Folge im LP(Q,Ql, p), so gilt

Voa, B>03INVmn>N p({{fn—fml > o) <B.

Beweis. FEs gilt
o pllf— g > ) < Jmf_w- f—g|” dp < J}f— o|” dp = ||t — o]

Wir wihlen N so grop, dass fir alle m,n >N gilt  L||fn —full, < B'/P.
Eine in der p-Norm konvergente Folge ist also stochastisch konvergent im Sinn der

Definition 2.15 (Stochasische Konvergenz).
Man sagt von einer Folge messbarer Abbildungen eines o-endlichen Mafiraums in einen
metrischen Raum

(Q,Ql, p) f_n) (Svd(v )))

sie sei eine stochastische Cauchy-Folge oder eine Cauchy-Folge dem Mafle nach, wenn fiir
jedes A € 2 mit p(A) < oo gilt

Vo, p >03INVm,n >N p(An{d(fn, fm) > «}) <B.

Man sagt, dass sie stochastisch (oder dem Mafle nach) gegen f konvergiert, wenn fiir alle
A mit p(A) < oo gilt

Vo, p>03INVn >N p(ANn{d(fy, f) > «a}) <B.

Satz. Wenn eine Folge messbarer Abbildungen (f.) fastiberall eine Cauchy-Folge ist,
dann ist sie eine stochastische Cauchy-Folge; wenn sie fast tberall gegen f konvergiert,
dann konvergiert sie auch stochastisch gegen f.

Beweis. Der Beweis ist sofort an der folgenden Formel abzulesen: (fo)n ist genau dann
f-ii.- Cauchy-Folge, wenn fiir alle A mit p(A) < oo gilt

Vo, > 03N p(AN | {d(fn, fm) > o) < B.

mn>N

Bei den gegen ein f konvergenten Folgen gilt das Entsprechende.
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Satz 2.5.6 (Fastiiberall konvergente Teilfolgen).
Jede stochastisch konvergente Cauchy-Folge mit Werten in einem wvollstindigen metri-
schen Raum besitzt eine Teilfolge, die fastiiberall konvergiert.

Beweis. Wir betrachten die Situation zuerst auf einem endlichen Mafraum.
Es seien (), (Bw) summable Folgen positiver Zahlen, und Ny so, dass

vm,n >N p({d(fn, fm) > ) < B

Wir wdhlen die Folge Ny strikt wachsend und beweisen, dass die Teilfolge (gx) = (fn,)
fastiiberall konvergiert.

Vorab eine einfache Bemerkung tiber Cauchy-Folgen in einem vollstindigen metrischen
Raum: Ist (Py)x eine Folge in einem metrischen Raum mit d(Py, Pri1) < ok, > oy < 00,
so ist sie eine Cauchy-Folge. (Man kinnte sie eine schell konvergente Folge nennen.)

Ist (gi)x eine Folge messbarer Abbildungen in einen vollstindigen metrischen Raum
mat

p({d(g k) > o) < B Y <00, Y Pr< oo,
so ist ist sie fastiiberall konvergent. Zum Beweis bemerken wir, dass (gi(w))x konvergiert

fiir alle w in
Q={w: Vk > K d(gr(w), gra(w)) < oy}

Die Komplemente der Qg bilden eine absteigende Folge; ihr Durchschnitt umfasst die
Menge der w, in welchen die Folge gi(w) nicht konvergiert. Diese ist eine Nullmenge,

weil die Folge p(EQK> < 2 1>k By nach O fallt.

Sei nun (@n)n eine stochastisch konvergente Folge auf einem o-endlichen MafSraum
(Q,Q[, p) und Q = Y Ay mit p(Ax) < oo fir alle k. Wir wihlen eine Teilfolge, die
fastiiberall auf Ay konvergiert, davon eine Teilfolge , die auf Ay konvergiert, ... . Die
Diagonalfolge konvergiert fastiberall auf Q).

Beispiel 2.5.1. Wir prasentieren eine Folge messbarer Funktionen (f,,), auf dem Einheits-
intervall [0, 1] mit dem Lebesgue-Maf}, welche stochastisch aber nicht fastiiberall gegen
die Nullfunktion konvergiert: Fiir n = 2N +k (N € Nk =1,2,...,2N) sei f, die In-
dikatorfunktion des Intervalls I,, = (%, ZLN} . Fiir jede Zahlenfolge, die langsamer als
n anwéchst, «, = o(n), konvergiert «,, - f,, stochastisch und in der 1-Norm gegen die

Nullfunktion. Fiir Folgen «,, mit liminf &, > 0 konvergiert sie nicht fastiiberall nach 0.

Satz 2.5.7 (Teilfolgen-Charakterisierung).

Eine Folge messbarer Abbildungen (f,) auf einem W-Raum ist genau dann stochastisch
konvergent, wenn jede Teilfolge eine fastiiberall konvergente Teilfolge besitzt mit ein und
demselben Limes. Dieser Limes ist f auch der stochastische Limes.

Der Beweis liegt auf der Hand. Diese Charakterisierung der stochastischen Konvergenz
liefert manchmal bequeme Beweise fiir Sétze, die man schon fiir die fastsichere Konvergenz
kennt.
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Satz. Ist (f)n eine stochastisch konvergente Folge mit Werten im metrischen Raum
(S,d(-, -)), fn — f; und ist P eine stetige Abbildung (S,d(-, )) — (T, e(-, -)), so0 kon-
vergiert die Folge g, = (f,,) stochastisch gegen g = P(f).

Konstruktion: Die stochastische Konvergenz kann (im Gegensatz zur fastsicheren
Konvergenz) durch eine Metrik beschrieben werden:

Wenn (O., A, p) ein W-Raum ist, dann kann man z. B. folgendermaflen vorgehen:

Es seien f und g Abbildungen in einem metrischen Raum (S, d(- -)). Man sagt, g liegt
in der (&, 3)-Umgebung von f und notiert

g€ Unpl(f) < p({d(f,g) >a}) <P
Offenbar gilt g€ Uyp(f) < felyplg) und ausserdem
g - u“/yﬁl(f), h & u“//y(‘))//(g) :> h [ u“/+oc//‘[3/+(3//(f),

Man definiert dann  dsoen(f, g) =inf{d: g € Uss(f)}. Dies ist eine Metrik, welche die
Topologie der stochastischen Konvergenz auf einem endlichen Mafiraum erzeugt. Im Falle
nichtendlicher Mafiraume muss man etwas behutsamer umgehen.

Bevor wir uns wieder den L'-Cauchy-Folgen zuwenden bemerken wir noch einen Satz
iiber Bildmafle

Satz 2.5.8. Auf dem W-Raum (Q,%2(, p) sei (@n)n eine Folge von Abbildungen in den
vollstindigen metrischen Raum, die stochastisch konvergiert: @ — @. Es bezeichne vy
das Bildmaf$ unter @, und v das Bildmaf§ unter @. Fir jede beschrinkte gleichmdflig
stetige Funktion h gilt dann

Jh(P) dv, — Jh(P) dv. (‘Schwache Konvergenz’)

Beweis. Wir wdihlen & so klein, dass d(P,Q) <6 = |h(P)—h(Q)| < ¢e/2.
Und wir wihlen N so grof, dass n > N = p({d(en(w), @(w)) > 8}) < 35, wo
M = sup |h(P)|. Es gilt dann fir n > N

J\h(cpn(w)) —h(e(w))| dp <2M - p({d(@n(w), @(w)) > &}) + /2 p(Q) <e.

Die folgende ‘Anwendung’ des Teilfolgensatzes bringt uns zuriick zum Raum L'(Q, 2, p).
Es handelt sich um eine Erweiterung des Satzes von der majorisierten Konvergenz, den wir
oben (auf der Grundlage des Lemma von Fatou) fiir dominierte fastiiberall konvergente
Folgen bewiesen haben.

Satz (Majorisierte Konvergenz).
Es sei (fn)n eine Folge numerischer Funktionen auf einem o-endlichen MajfSraum (Q, A, p) ,
welche eine stochastische Cauchy-Folge ist. Wenn eine integrierbare Funktion g ezistiert,
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sodass |t < g fiir alle n, dann ist der stochastische Grenzwert eine integrable Funktion
f, und es gilt

J}fn—f‘ dp — 0, und fir alle A € 2 J fn dp—>J f dp.
A A

Diesen Satz werden wir nun mit Hilfe des Begriffs der gleichgradigen Integrierbarkeit
verallgemeinern. Die konvergenten Folgen im Banachraum L'(Q, 2, p) haben iiber die
stochastische Konvergenz hinaus noch weitere bemerkenswerte Eigenschaften. Sie sind,
wie wir sehen werden, gleichgradig integrabel im Sinne der

Definition 2.16 (Gleichgradige Integrabilitét).
Eine Familie numerischer Funktionen auf einem Mafiraum {fi i€ I} heisst gleichgradig
integrabel, wenn zu jedem ¢ > 0 eine integrable Funktion h > 0 existiert, sodass

J Ifi] dp < ¢ fiir alle i € L.
{Ifi[>h}

Bemerkungen:

1. Wenn eine Familie von einer Funktion h majorisiert wird, dann ist sie offensichtlich
gleichgradig integrabel. Wir werden sehen, dass gleichgradige Integrabilitit dhnlich
gute Dienste leistet, wenn es darum geht, Limesbildung und Integration zu vertau-
schen.

2. Die gleichgradige Integrierbarkeit ist ein Eigenschaft, die man auch als eine Eigen-
schaft der Familie der endlichen Mafle {dvi =|fj dp:1i€e I} verstehen kann. In
dieser Betrachtung ist sie dquivalent mit der Bedingung der gleichgradigen Total-
stetigkeit im Sinne der folgenden Definition.

Definition 2.17 (Gleichgradige Totalstetigkeit).
Es sei {vi 1€ I} eine Familie von endlichen Mafien auf einem o-endlichen Mafiraum
(Q, g, p). Man sagt, dass die Familie gleichgradig totalstetig ist, wenn gilt

i) sup{vi(Q)} < o0,
i) Ve>03pW-MaBund >0 VA €A, pA)<d= (Viel vi(A)<e)

Eine Familie von beschrinkten Pramaflen {pi 1€ I} auf einer Mengenalgebra 2, wel-
che die o-Algebra 2, erzeugt, heisst gleichgradig totalstetig, wenn die Eigenschaften auf
der erzeugenden Mengenalgebra erfiillt sind. Die Abschitzungen iibertragen sich namlich
auf die Fortsetzungen.

Eine Familie von signierten Pramafien {pi i€ I} heisst gleichgradig totalstetig, wenn
die Familien {pir t1e I} und {pi_ t1e I} gleichgradig totalstetig sind.
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Satz 2.5.9. Die Familie {d\/i =f; dp} mit beschrdinkten ﬂfi‘ dp ist genau dann gleich-
gradig totalstetig, wenn die Familie {fi i€ I} gleichgradig integrierbar ist.

Beweis. Die auftretenden signierten Maf$e bzw. Pramafie denken wir uns stets in Positiv-
und Negativteil zerlegt. Fs gentigt, den Satz fir Familie nichtnegativer Funktionen zu
beweisen.

Es sei {fi e I} eine Familie nichtnegativer Funktionen auf dem o-endlichen Mafs-
raum (O., As, p); und es sei € > 0. Wir nennen (fir diesen Beweis) eine integrable Funk-
tion h eine e-stiitzende Funktion, wenn gilt

J fidp<e fiir alle i € 1.
{fi>h}

( In dieser Sprache ist also eine Familie genau dann gleichgradig integrabel, wenn zu jedem
e > 0 eine e-stitzende Funktion existiert.)

Es sei also h eine e-stiitzende Funktion fir die gegebene Familie. Die Familie der
Gesamtgewichte ist dann beschrinkt, sup{[fidp:i€I}<oo; denn

indpgj fidp+Jhdp thdp+s.
{fizh}
Seiy = [h dp und p das W-Mafy du = &h dp. Mit Qi = {f; > h} haben fiir alle A € Ay

VilA) = V(AN Q) +vi(A\ Q) < € +J

i dp§e+J hdp=¢+vy-ulA).
A\Q;

A

Fiir alle A mit u(A) < 6 = % e gilt vi(A) < 2¢ fiir allei € 1. Das W-Maf$ w ist also ein
2e-stiitzendes W-Maf$ im Sinne der

Sprechweise: Es sei {vi: i € I} eine Familie von Maflen mit sup{vi(Q)} < oo; und
es set € > 0. Wir nennen ein W-Mafl w ein e-stiitzendes W-Maf$, wenn & > 0 existiert,
sodass W(A) < d = Vivi(A) < e.

( In dieser Sprache ist also eine Familie {Vii 1e I} genau dann gleichgradig totalstetig,
wenn sup{vi(Q)} < oo und zu jedem ¢ > 0 ein e-stitzendes W-Maf3 existiert.)

Es sei also w ein e-stiitzendes W-Maj$ zu & fir die Familie der vi = f; dp, wo p ein
o-endliches Maf ist. O.B. d. A kénnen wir @ < p annehmen, dp = h dp. Wir zeigen
nun, dass fir geniigend grofles y € Ry die Funktion h =y - h eine e-stiitzende Funktion
fir die Familie {fi i€ I} ist. Fiir die Mengen Q; = {f; >y - h} haben wir in der Tat

U'H(Qi):J y-ﬁdpSJ fi dp <v(Qi) <M < 0.
o)) o)

Fiir %M =0 ergibt das w(Qi) <o, Vivi(Qi) < e, und somit f{f12y~ﬂ}fi dp < e.
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Beuspiel 2.5.2. Es sei Q) eine abzidhlbare Menge und I = Q. Jedem 1i sei ein Maf} v;
zugeordnet, welches auf einen Punkt konzentriert ist, und zwar auf den Punkt i selber: p;
sei das Gewicht. vy ist also totalstetig bzgl. des o-endlichen Zdhlmafles mit der ‘Dichte’ f;,
die im Punkt 1 den Wert p; hat und sonst iiberall den Wert 0. Die Familie {Vi e I} ist
genau dann gleichgradig absolutstetig, wenn die Zahlen p; beschrénkt sind und fiir jedes
e > 0 die Menge Q. = {w plw) > e} endlich ist. Die Notwendigkeit der Bedingung
}Qs‘ < 00 zeigen wir spéter mit dem Argument, dass es andernfalls eine Folge {fin} gibt,
die stochastisch gegen die Nullfunktion strebt, wihrend die Folge der Integrale [ |f;, | nicht
nach 0 strebt.

Hier beweisen wir, dass die angegebenen Bedingungen hinreichend sind. Ein e-stiitzen-
des Wahrscheinlichkeitsmafl p. ist z. B. die uniforme Verteilung auf Q.. Jeder Punkt
in Q. bekommt hier das Gewicht @, die iibrigen das Gewicht 0. Eine Menge A mit
Le(A) < 6 = @ enthéalt keinen Punkt von Q; fiir Mengen A, die disjunkt zu Q. sind,
gilt vi(A) < ¢ fiir alle 1.

Bei Familien von Maflen auf einem endlichen Mafiraum ist die Beschreibung der gleich-
gradigen Totalstetigkeit etwas iibersichtlicher.

Satz. Fine Familie {vi t1e I} auf einem W-Raum (Q, A, u) st genau dann gleichgra-
dig totalstetig, wenn gilt

sqp{vi(Q)} < o0 und Ve>030>0VA e, nA)<d=ViviA) <e.

1

FEine Familie integrabler Funktionen {fi i€ I} auf einem endlichen MafSraum ist genau
dann gleichgradig integrierbar, wenn gilt

Ve>0dMWVi J If;i] du < e.
{fi[>M}

Beweis. Wir miissen zeigen, dass man fiir eine gleichgradige Familie fiir alle ¢ das endli-
che Grundmaf$ als ein e-stitzendes Maf$ verwenden kann. Wir wiederholen das Argument
im Beweis des Lemma von Neyman und Pearson. Dort haben wir gezeigt:

Wenn v < pound p(gy >y) = o, V(g >y) = B, dann gilt u(B) < o = v(B) < B.
Es sei nun u. ein e-stitzendes W-Maf§ mit einem gewissen & < 0, o. B. d. A totalstetig
bzgl. des endlichen Grundmafles du, = h. du. Wir wihlen M so grofs, dass

(uE\M u)(Q) <6§/2 und  M-u({lh]>M})) <8/2  sodass also

(el = MP) = M- ul{he] = M) + (1AM 1) (Q) <8 und somit

1
wA) < Mzs/z = H(A)<d = ViviA)<e.
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Stochastische Konvergenz, gleichgradige Integrierbarkeit und L'-Konvergenz

Satz 2.5.10. Wenn eine Folge in L1(Q, 2, p) konvergiert, dann konvergiert sie stochas-
tisch und sie ist gleichgradig integrierbar. Die beiden Eigenschaften sind auch hinreichend
fiir die Norm-Konvergenz.

Beweis. Die stochastische Konvergenz haben wir in verschdrfter Form bewiesen; wir
mussten uns nicht auf Mengen von endlichem Maf$ einschrinken. Es geht darum, die
gleichgradige Integrierbarkeit zu beweisen. Die Folge der Integrale ist beschrinkt. Es gentigt
also nachzuweisen, dass es zu jedem € > 0 eine integrierbare Funktion h und ein &6 > 0
gibt mit
VA e J hdp<d —= VnJ It dp < €.
A A

Wir wihlen N so grof$, dass ||fn —f||1 < e/2 fiir allen > N.
Die Funktion h = |f1| V |f2| V- -V fN| V(1] leistet das Verlangte mit & = ¢/2; denn

J = dp§||fn—f!|1+J i dp < 8/2+J h do.
A A A

Die zweite Behauptung formulieren und beweisen wir in einem separaten Satz.

Satz 2.5.11. Die Folge integrabler Funktionen (f.)n konvergiere stochastisch gegen f.
Genau dann, wenn sie gleichgradig integrierbar ist, konvergiert sie auch in der L'-Norm.

Beweis. Die eine Richtung haben wir eben bewiesen. Wir betrachten also eine stochastisch
konvergente Folge, die gleichgradig integrierbar ist. Als Vorbereitung bemerken wir:

Wenn eine Familie {v;: i € I} gleichgradig totalstetig ist, dann auch ihre konvexe Hiille.
Wenn namlich v =3 Avi mit Ay >0, > Ai=1, dann gilt VA Vv(A) <supvi(A).
Wenn {fn IMne N} gleichgradig integrabel ist, dann auch die Familie aller f i = fri—fm.
Zu € > 0 wdahlen wir ein integrables h so, dass

J Ifnl dp < € fiir alle m,n.
{fmn[>h}

Wir werden ein N finden, sodass fir m,mn > N gilt f{\fmnkh} Ifmnl dp < 2¢.
Zuerst behandeln wir den Teil des Integrationsbereichs, in welchem h sehr klein ist. Wir
wéhlen 1 > 0 so klein, dass f{h<n}h dp < &. Wir haben dann auch

J Ifmnl dp < € fiir alle m,n

{Ifmn [<hjn{h<n}

Auf dem restlichen Integrationsbereich — {|fmnl < h}N{h > n} ist die bzgl. des endlichen
Majles h dp integrable Konstante 1 eine Majorante der Funktionen %Lfmn. Da die Doppel-
folge stochastisch gegen O konvergiert. liefert der Satz von der majorisierten Konvergenz
bei gentigend grofiem N fiir alle m,n > N

J (1-!fmn|)-hdp< .
{

[l <hiNthen) TV
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Fiir m,n > N gilt also ﬂfn —fm } dp < €. Somit ist gezeigt, dass die Folge (f,)n eine
Cauchy-Folge im Raum L' ist. Sie konvergiert also auch im Sinne der Norm gegen die
Grenzfunktion.

Satz. Die Folge nichtnegativer integrabler Funktionen f,. konvergiere stochastisch gegen
die integrable Funktion f. Die Folge konvergiert genau dann auch in der Norm, wenn
J(fn—1) dp — 0.

Beweis. Nach dem Lemma von Fatou wissen wir liminf [(f, —f) dp > 0. Wenn wir
namlich eine Menge endlichen Mafles A wdhlen und zu einer beliebig vorgegebenen Teil-
folge eine Teilfolge fastsicherer Konvergenz, dann liefert uns das entlang dieser Teilfolge
die Abschitzung [, f <liminf [, f,, .

Die Folge (fn A\ f)y, ist durch die integrable Funktion f majorisiert und daher gleich-
gradig integrierbar. Nach dem eben bewiesenen Satz konvergiert sie in der Norm gegen f.
ﬂf—f/\fn‘ = [f\fn — 0.

Auf der anderen Seite haben wir [ (fo—1) = [(fo\f—1\fn). Die Folge dieser Integrale
konvergiert genau dann nach 0, wenn [f,\f — 0, also genau dann wenn ||f — f|; =

JIf=fn] = [ \fu+ [ f2\f = 0.
Wir fassen die Resultate zusammen:

Satz 2.5.12. Die Folge integrabler Funktionen (f,)n konvergiere stochastisch gegen f. Die
folgenden zusdtzlichen Figenschaften der Folge sind dann dquivalent

1. Die Folge konvergiert in der Norm,
2. Die Folge (|fn|)n ist gleichgradig integrierbar,
3. Es gilt lim [ |f,| dp = [|f| dp.

Die Totalvariation als Norm im Vektorraum der signierten Mafle.

Es sei (Q, 22[6) ein messbarer Raum und R ein abzéhlbarer Mengenring, der 2, erzeugt.
Ausserdem fordern wir, dass eine abzihlbare Uberdeckung des Gesamtraums durch R-
Mengen existiert; O = ) R;. Die Menge aller beschriankten signierten Pramafle T ist dann
ein normierter Vektorverband (V; || - ||) bzgl. der sog. Totalvariationsnorm:

Itllv =T+ |ItT]| = sup{t(R): R € R} +sup{—7(R): R e R}

Wenn p irgendein MaB ist, beziiglich dessen " und T~ totalstetig sind, dann existiert eine
integrable Funktion h, sodass T(R) = [,h dp fiir alle R € . Und es gilt ||7[|rv =
J'Inl dp.  Der normierte Vektorverband (V,[|-]|) ist vollstéindig. Es handelt sich um einen
Banachverband.

Wenn eine Folge T, in (V4| - |ltv) gegen T konvergiert; dann gilt trivialerweise
VR Ta(R) = T(R). Andererseits: Wenn eine Folge (T,,),, in V, ‘punktweise’ konvergiert:
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To(R) — «(R) fiir alle R € R, dann ist der Limes «(-) ein Inhalt, aber nicht notwendi-
gerweise ein Pramaf. Den obigen Satz konnen wir dahingehend interpretieren, dass o(-)
genau dann ein Pramaf ist, wenn die T,, gleichgradig totalstetig sind.

Da wir die Abzdhlbarkeit von R vorausgesetzt haben, existiert zu jeder in der Norm
beschrinkten Folge T, eine Teilfolge, welch ‘punktweise’ konvergiert.

Fiir eine Familie {T; : 1 € I} ist die gleichgradige Totalstetigkeit eine notwendige und
hinreichende Bedingung fiir die bedingte Kompaktheit.

@ Prof. Dr. H. Dinges, Analysis II (WS 2010/11), 15. Februar 2011



92 Mafe und Integrale Analysis 1

2.5.2 W-Mafle auf R/27 und auf RP ; Faltung, Schwache Konvergenz.

Notation. Bisher haben wir die Wahrscheinlichkeitsmafle meistens mit Buchstaben wie
W,Vv, ... bezeichnet. Die Bezeichnungen du, dv,... sind ebenfalls guter Brauch; die Be-
zeichnung der unbestimmten Integrale mit h du, k dv,.... bedarf keiner Erlduterung.
Wenn ein Wahrscheinlichkeits v totalstetig ist beziiglich des Lebesgue-Mafles (auf einem
n-dimensionalen reell-affinen Raum), dann notiert man gern  dv(x) = p(x) dx mit
p(-) > 0, [p(x) dx = 1. In Analogie zu dieser Notation schreiben wir auch sonst
dv(w) = h(w) du(w) oder =h(w) pu(dw), mit h(-) >0, [h(w)dp(w)=1.

Das Integral der Funktion f bzgl. dv =h du erscheint demgeméf in den Formen

Jf dv = th du = J(fh)(w) du(w) = J(fh)(w) u(dw).

Definition 2.18 (Charakteristische Funktion). In der Stochastik wird jedem Wahrschein-
lichkeitsmafl auf einem reellen Vektorraum seine charakterische Funktion zugeordnet.

dur— () = Je“' Xdu(x)  auf dem Dualraum.

(Wir denken vor allem an den Raum ]Rgp der reellen p-Spalten x, wo dann die Linearfor-
men (t,- ) durch die die p-Zeilen t gegeben sind. Der Dualraum wird mit RY bezeichnet.)
Die Dimension wird hier p genannt und nicht n, weil der Buchstabe n immer wieder
bendétigt wird, wenn irgendwelche Folgen ins Spiel kommen.

Beispiel.

1. Essei ndie uniforme Verteilung auf dem Intervall [—%, %], also du(x) =T,
Die charakteristische Funktion ist

12 itx 1 itx]1/2 2.
o(t) = _1/26 dx = m [e ]71/2 =1 sin(t/2).

2. Wenn man p mit sich selbst faltet, dann erhélt man die Dreiecksdichte tiber [—1, 1]:
(p, * p) (dx) = (1 —[x])* dx. Die charakteristische Funktion ist

Jeit"ﬂ—lxl)* dx =2 J1(1—x) (tx) dx—£(1— t)—i inE ’
= ; cos =3 cost) = 5 |sing | .

3. Die charakteristische Funktion der Standardnormalverteilung haben wir oben mit
der Methode der Verlagerung des Integrationswegs berechnet

- 1 L1 1 (it _1g
Jem‘—Lzﬁe ¥ dx = e 2" -J—Lzﬁe 2077 gy = g2V,
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4. Es gibt noch einige weitere mit elementaren Funktionen darstellbare Dichten, deren
charakteristische Funktion ebenfalls durch elementare Funktionen dargestellt wer-
den. Wir haben oben die Rechnungen durchgefiihrt fiir die Cauchy-Verteilung und
die ‘doppeltexponentielle’ Verteilung

1
1412

_ 1 N
et 1 s dx=e"; el le M dx =
T+x

5. Bemerkenswert einfach ist auch die Rechnung fiir die Gamma- Verteilungen:

o o T
e™ ——x* 1. e dx :J ——x%. e X1 _dx = (1 —1it)™*,
J, o (@) xbe=1-)

6. Wenn ein Mafl pu auf Z konzentriert ist, dann ist die charakteristische Funktion eine
gleichméfig konvergente trigonometrische Reihe mit nichtnegativen Koeffizienten.

=Y pue™  mit pn=np({n}).

Uns soll es hier nicht so sehr um einzelne Mafle und ihre charakteristischen Funktionen
gehen. Wir wollen den Raum M (RP) der borel’schen W-Mafle auf RP diskutieren.

Satz 2.5.13. Fiir jedes borelsche W-Maf auf dem REP ist die charakteristische Funktion
eine stetige komplezwertige Funktion auf dem Raum RY mit den Eigenschaften

i) 9(0) =T, lp(t) <1
i) @(—t) = @(t) fir allet

i11) Fir jedes N und jedes Tupel — ty,ta,...,tn  ist die N x N- Matriz H mit den
Eintrdagen hy = @(t — t1) eine positiv semidefinite Matrix.

Beweis. Zu ¢ > 0 wdhlen wir M so grof, dass w{||x|| < M} >1—¢/4.
&> 0 sei so klein, dass [yl <8 = le" — 1/ <e/2. Fir||h|| < %5 gilt dann

}(p(t +h) — (p(t)‘ = Heit"‘[e”"x— 1] du(x)’ <2-w{||x|| > M} +¢/2 < e.

Wir beweisen nun die Eigenschaft iii), die man die positive Definitheit der Funktion ¢(-)
nennt. (Eigentlich miisste es Semidefinitheit heissen.)
Sind &1, &2, ..., En irgendwelche komplexen Zahlen, so gilt mit h(x) =Y & - et it x)

ZE.I @tk —ty) - E»k—ZE»l J () qu(x) - &
=T
J(Z £ eitn X) (Z& et ") du(x J}h ‘ dp(x).
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Man kann zeigen, dass fiir jede stetige Funktion @(-) mit den Eigenschaften 1), ii), iii)
genau ein Wahrscheinlichkeitsmafl mit der charakteristischen Funktion ¢ existiert.

Hinweis: ("Schwache Konvergenz der Mafle’) Wenn eine Folge charakteristischer Funk-
tionen ((pn(-))n gleichméfig auf Kompakten konvergiert, dann konvergieren die dazu-
gehorigen Wahrscheinlichkeitsmafie p,, im Sinne der sog. schwachen Konvergenz gegen
ein Limesmafl u :

Jf(x) dun(x) — Jf(x) du(x) fiir alle stetigen beschrankten f(-).

Wir werden uns diesem Faktum in mehreren Schritten nahern.

Faltung und Gliattung

Ein traditioneller Grund fiir die Wertschitzung der charakteristischen Funktionen ist die
Tatsache, dass sich die Faltung von Wahrscheinlichkeitsverteilungen bei den charakteris-
tischen Funktionen sehr einfach widerspiegelt: Die charakteristische Funktion des ‘Fal-
tungsprodukts’” p = pu*~v ist das punktweise Produkt der charakteristische Funktionen.

Satz 2.5.14 (Die Produktformel fiir charakteristische Funktionen).
Ist p das Faltungsprodukt der W-Mafle @ und v: p = wx*xv, so gilt

Jei<t”‘>du(x) = @(t), Je“t"qd\/(x) =(t) J€i<t‘x>dp(x) = o(t) - (t).

Beispiel. Man kann die Rechnung in den Beispielen 1) und 2) als Bestétigung verstehen,
dass Faltung einer uniformen Verteilung mit sich selbst tatséchlich eine Dreiecksverteilung
ergibt. Das Beispiel 5) zeigt, dass die Faltung der Gamma-Verteilung zum Parameter o
mit der Gamma-Verteilung zu  die Gamma-Verteilung zu « + 3 ergibt.

Fiir den Beweis der Produktformel bendtigen wir eine passende Notation. Nicht be-
sonders iibersichtlich ist die Notation, die sich auf die Idee der verschobenen Mafe stiitzt:

u*xv(B) = JV(B —vy) du(y) insbesondere dyxv(:) =v(- —v)

Die Stochastiker machen sich das Leben leicht, indem sie unabhéngige Zufallsvekto-
ren mit den betreffenden Verteilungen ins Spiel bringen. Wenn X ein Zufallsvektor mit
der Verteilung du ist, und, davon stochastisch unabhéngig, Y ein Zufallsvektor mit der
Verteilung dv, dann schreiben die Stochastiker

(P(t) — €€i<t’x>, ll)(t) — Qfei<t’Y> — (p(t) i ll,)(t) — €€i<t’x> . Qzei<t,Y> — Qfei<t’X+Y>
Fiir Verteilungen mit Dichte haben wir die bekannte Formel

w(dx) = f(x) dx, ~v(dx) =g(x) dx

—  (p*v)(dx) =h(x) dx mit r(X)sz(x—y)g(y) dy,
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Auch diese Charakterisierung des Faltunsprodukts ist nicht immer bequem. Der iiber-
sichtlichste Beschreibung ist zweifellos die folgende: Wenn g und v W-Mafle sind dann ist
wxv das Bildmafl des Produktmafles u®v unter des Addition. Man kann es auch so sagen:
Das Faltungsprodukt ist dadurch gekennzeichnet, dass fiir alle beschréankten messbaren
a(-) gilt:

Ja(z) (nxv)(dz) = Jja(x—ky) (h®v)(dx, dy).

Speziell fiir die Funktionen a(z) = e¥t# ergibt das die Produktformel

Je“t’Z> (w*v)(dz) = ‘Hei(t’x> et (L@ v)(dx, dy) = Je“t’"> p(dx) -Je“t*‘J> v(dy).

Assoziativitdt und Distributivitit des Faltungsprodukts
Der Zugang iiber die Produktmafle zeigt auch sehr einfach die Assoziativitéit des Faltungs-
produkts. Das Faltungsprodukt pxvsp ist das Bildmafl des Produktmafles p®v® p
unter der Addition.

Die (reellen) Linearkombinationen von W-Maflen sind bekanntlich die signierten MaBe.
Wenn man das Faltungsprodukt in der offensichtlichen Weise auf diesen reellen Vektor-
raum fortsetzt, dann hat man auch die Distributivgesetze; man hat eine (reelle) Algebra.
Wenn man diese Algebra mit der Totalvariationsnorm ausstattet, erhdlt man eine (reel-
le) Banachalgebra. Die Eigenschaft ||ty % T2|| < ||T1] - || T2/ ergibt sich aus der Tatsache,
dass das Faltungsprodukt zweier W-Mafle ein W-Maf ist. Die Vollstandigkeit ergibt sich
aus der Vollstindigkeit der Réume L'(Q, pn): Ist ndmlich T, Ty, ... eine Cauchyfolge im
Raum der signierten Borel-Mafle, dann existiert ein W-Mafl p mit 1,, < p fiir alle n.
dt, = f, du. Und im Raum aller bzgl. p totalstetigen signierten Mafle ist die Total-
variation durch die 1-Norm der Dichten beschrieben. Die Cauchy-Folgen in irgendeiner
L'-Norm konvergieren in dieser L'-Norm.

Bemerke: Man kann so auch eine komplexe Banachalgebra konstruieren. Man verliert
da aber die Verbandsstruktur; die wird uns hier aber wichtig sein. Am Ende interessiert
vor allem die konvexe Menge der W-MaBle M7 (RP), und manchmal auch der konvexe
Kegel M™(RP)der endlichen Mafle, eher selten der geordnete Vektorraum M*(RP) der
signierten Mafle.

Eine wichtige Teilalgebra ist die Menge derjenigen signierten Mafle, die bzgl. des
Lebesgue-Mafl A(dx) = dx totalstetig sind. Diese Teilalgebra ist nichts anderes als der
Raum L'(R™, dx), ausgestattet mit dem Faltungsprodukt.

Die reellen (oder komplexen) Banachraume L'(Q, %, p) zu einem allgemeinen o-endlichen
Mafraum sind im vorigen Abschnitt ausfithrlich untersucht worden. Hier soll nun die Ba-
nachalgebra L'(RP, 0, +, %) als Teilalgebra von M*(RP).

Im Raum M(RP) interessieren wir uns fiir vor allem fiir den Begriff der schwachen
Konvergenz. Die Totalvariationsnorm wird dabei nur eine dienende Rolle spielen.

Daf die signierten Mafle mit Dichte in der Tat eine Teilalgebra von M*(RP) bilden,
zeigt der
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Satz 2.5.15. Wenn eines der W-Mafle w oder v eine Dichte bzgl. des Lebesgque-Mafles
besitzt, dann auch das Faltungsprodukt.

Beweis. Fiir jede Nullfunktz’on im Sinne des Lebeque-Mafles a(-) verschwindet das ite-
rierte Integral f(f a(x+y)p dx) dv(y), weil alle verschobenen Funktionen a( - +y)
Nullfunktionen sind. Das Faltungspmdukt ist also totalstetig bzgl. des Lebeque-MajSes.

Satz 2.5.16. Es sei (vu)n eine Folge von W-Mafien mit v(U) — 1 fiir jede Umgebung U
des Nullpunkts. Fir jedes W-Maf$ mit Dichte u(dx) = f(x) dx gilt dann |[[vo*pu—yu| — 0.

Beweis. Es sei R ein Ring aller elementaren Rechtecke R = (a;,bi] x ... X (ap, byl.
Es geniigt, die Behauptung fiir diejenigen w nachzuweisen, deren Dichte eine Indikator-
funktion 1g ist. Man kann ndmlich bekanntlich jede Dichte f durch elementare Treppen-
funktionen in der L'-Norm approzimieren; und ist dpu.(x) = f.(x) dx eine elementare
Treppenfunktion mit ||[f —felly < & und , so gilt |[v = (n— we)|| < ¢ fiir jedes W-Maf .
Betrachten wir eine Nullfolge (xn) und dazu die d-Mafle vy, = dy,. Wenn dp =
f(x) dx, dann ist die Dichte von v, x W die ‘verschobene’ Funktion f(x — x,). Fiir eine
Indikatorfunktion f = Tg gilt offensichtlich ﬂf X —Xn) — f(x ‘ dx — 0.  Genauer:

Ve > 03U  Umgebg. von 0: ¥x € U ||dx % p— u|| < e.

Wenn das Gewicht des W-Mafes v bis auf ¢' auf eine solche Umgebung konzentriert ist,
dann ist auch ||v«u—u|| klein. Das sieht man folgendermafen: Wenn f(x) die Dichte von
W ist, dann hat das signierte Maff v« p— u die Dichte g(x) = [[f(x —y) — f(x)] dv(y).
Die Norm wird abgeschdtzt

Jlg( )| dx<J‘fx y) —f(x)| dv(y dx<J 18y * o — | dv(y) +v(CU) - 2|ul.

Glattung: Die Approximation von Maflen n (oder ihren Dichten) durch Faltungspro-
dukte v, * i (bzw. deren Dichten) mit W-MaBen v,,, die sich wie im Satz auf kleine Um-
gebungen des Nullpunkts konzentrieren, nennt man Gléattung. Fiir verschiedene Zwecke
bieten sich verschiedene gliattende Folgen (v,,) an. Im Abschnitt iiber Differenzierbarkeit
werden wir die sog. Dirac-Folgen schétzen lernen. Diese haben unendlich oft differenzier-
bare Dichten, die auf kompakte Umgebungen konzentriert sind, die sich auf den Nullpunkt
zusammenziehen. Man konstruiert z. B. ausgehend von einer nichtnegativen unendlich oft
differenzierbaren Funktion ¢ mit [ ¢(x) dx = 1, welche ausserhalb einer kompakten Um-
gebung des Nullpunkts verschwindet, die W-Mafie dvg(x) = cl)((ljx) (}j)p dx. Fiir eine
Nullfolge o, ergibt sich eine glittende Folge. Die Glattung mit Dirac-Folgen im strengen
Sinn liefert unendlich oft differenzierbare Dichten (bzw. Funktionen).

Fiir Spezialfalle des Satzes Stone-Weierstrafl haben wir frither schon konkrete gléttende
Folgen ins Feld gefiihrt, die im strengen Sinn keine Dirac-Folgen sind, weil sie ndmlich
keinen beschrinkten Tréger haben. Im Abschnitt iiber Fourier-Integrale wird uns die
Glattung mit den sog. Gauss-Kernen gute Dienste leisten. Im folgenden Teilabschnitt
iiber Mafle auf dem Raum R/27t werden wir die Glattung mit den sog. Fejér-Kernen
heranziehen.
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Schwache Konvergenz im Raum M(R/Zﬂ)

Bevor wir uns ernstlich mit den W-Maflen auf dem Raum Rgp und ihren charakteristischen
Funktionen befassen, betrachten wir zuerst einen technisch etwas einfacheren Fall. Wir
studieren die W-Mafle auf dem kompakten Raum R /27t und ihre charakteristischen Folgen.

Definition 2.19 (Charakteristische Folgen). Jedem W-Maf pn(dt) auf dem Raum R/27
wird seine charakterische Folge zugeordnet: (rn)nez zu. 1o = [e™dp heisst der n-te
charakteristische Koeffizient des W-Mafles pu auf R /2.

Bemerke: Es besteht hier eine Ahnlichkeit zum Begriff des Fourier-Koeffizienten. Man
definiert bekanntlich den n-ten Fourier-Koeffizienten der 27t-periodischen integrablen Funk-
tion f(t): c¢n = %[J"e*mtf(t) dt. Man sollte aber den Unterschied nicht verwi-
schen. Die Folge der Fourier-Koeffizienten strebt immer nach O fiir n — £oo ('Lemma
von Riemann- Lebesgue’). Wenn f quadratintegrabel ist, dann ist die Folge der Fourier-
Koeffizienten quadratsummabel. Die Folgen charakteristischer Koeffizienten konvergieren
nicht notwendigerweise nach 0 fiir n — 4oo0.

Beispiel 2.5.3. 1. Fiir das auf den Punkt t konzentrierte Wahrscheinlichkeitsmafl 8;
ergibt sich die charakteristische Folge r,, = (™ mit ¢ = e't. Es gilt Tm =Tn T

Ist (T,)n, die Folge der charakteristischen Koeffizienten von w, so hat das verschobene
Maf 6; * u die charakteristischen Koeffizienten (1, - eint) .

2. Es sei M eine natiirliche Zahl und du™(t) die Gleichverteilung auf der Punktmenge
{27{,\%l k= 1,...,M}, also du™M(t) = ,\i/l Z?A 627[%. Die charakteristische Folge
hat den Wert 1 in den Vielfachen von M und sonst den Wert 0.

Fiir die kontinuierliche Gleichverteilung du(t) = %{ dt ist der nullte charakteristi-
sche Koeffizient = 1 und alle weiteren = 0.

3. Es sei dp(t) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung mit einer Dichte der Form
dp(t) = = dt = Zrne “™Ldt mit h() >0, Jh(t)%{ dt =1.

Die charakteristische Folge ist (Tn)nez; denn [ e™ dp(t) = 1.
Wir werden unten diskutieren, wie man einer summablen Folge (r,,) ansehen kann,
ob die trigonometrische Reihe >~ r,e ™ eine nichtnegative Funktion liefert.

Eine spezielle Glattung:
Wir diskutieren die charakteristische Folge einer Verteilung, welche mit einem Fejér-Kern
geglattet ist. Sei also FN(t);—ﬂ dt = Z(1 — \;|)+ int 1 dt. Wir haben frither durch eine
explizite Rechnung bewiesen, dass es sich tatsachhch um W-Dichten handelt, welche sich
fiir groles N auf die Ndhe des Nullpunkts konzentrieren. Fiir jede Verteilung mit Dichte
du(t) = f(t)%{dt konvergieren die geglitteten Dichten im L'-Sinn gegen f(-), wie wir
oben fiir den analogen Fall des RP bewiesen haben.
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Andererseits kennen wir die charakteristische Folge der W-Dichte dvn(t) = Fn(t)5= dt.

2n
Sie hat die ‘Dreiecksform’ r™(n) = (1 — %)Jr
Die Produktformel fiir charakteristische Folgen sagt uns also insbesondere: Wenn man
ein W-Maf3 i mit dieser Verteilung faltet, dann erhélt man also ein W-Maf} vy * ., dessen
chakteristische Koeffizienten fiir alle n mit [n| > N verschwinden; die Glattung fithrt auf
W-Mafe, deren Dichten trigonometrische Polynome sind, eine Tatsache, die wir schon an
anderer Stelle festgestellt haben. (Dort interessierte uns iibrigens auch die Frage, inwieweit

fiir gewisse f auch punktweise oder gleichméflige Konvergenz herrscht.)

Satz 2.5.17 (Charakteristische Folgen sind positivdefinite Folgen).
Fiir jedes W-Maf$ auf R/27 ist die charakteristische Folge eine Zahlenfolge mit

i) 7(0) =1, r(m)] <1
i) v(—m) =r(n)  fir allen

ii1) Fir jedes N ist die N x N- Matrix H mit den Eintrigen hyn = v(n — m) eine
positiv semidefinite Matriz.

Beweis. Fiir ein beliebiges N-Tupel komplexer Zahlen &4, &z, ...EN gilt

N
D> Em- Je““—m)du- En = J\a(t)\z du(t)  mit  E(t) =) Ene™.
mmn=1 n

Beuspiel 2.5.4.

Ein interessantes Beispiel der nichtnegativen Doppelsumme liefert das Tupel E,S N —
e S firn=1,2,...,N, und = 0 fiir n > N. Wir erhalten damit die Nichtnegativitit
von trigonometrischen Polynomen, die uns oben bei der Faltung mit den Fejér-Kernen
begegnet sind.

N N N
J‘Z ei(t—s)n‘z du(t) - Z E»m “Th—m" E»n - Z Th—m- e—is(n—m) -
1

mn=I mmn=1

= N1+ (N=1)-1e ™+ (N—1) -1 4e"+ (N—2) -re 24 ...
= N- Z(1 — %)+rn -e ™ >0 fiir positiv semidefinite Folgen (Ty)n.

Sprechweise. Eine Zahlenfolge (1,,)nez mit den Eigenschaften i), ii), ii) wird eine nor-
mierte positiv definite Folge genannt. (Eigentlich miisste man von einer positiv semide-
finiten Folge sprechen.) Wir bemerken, dass die Eigenschaft ii) nicht eigens aufgefiihrt
werden miisste; denn sie ist in iii) als Spezialfall enthalten.

Satz 2.5.18 (Eindeutige Bestimmtheit und schwache Konvergenz).
Ein W-Maf$ w auf (der Borel-Algebra tiber) R/2m ist durch die Folge seiner charakte-
ristischen Koeffizinten eindeutig bestimmt. Wenn fir eine Folge von W-Mafen p™) die
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charakteristischen Koeffizienten gegen die charakteristischen Koeffizienten des W-Majfles
w konvergieren. dann gilt

Jf(t) du™(t) — Jf(t) du(t)  fiir alle stetigen 2m-periodischen Funktionen f(-).

Beweis. Wir miissen zeigen, dass das w-Integral (., f(-)) fiir alle stetigen 2m-periodischen
Funktionen f durch die charakteristischen Koeffizienten (u, e™")) eindeutig bestimmt ist.
Fiir die trigonometrischen Polynome ergibt sich das aus der Linearitit. Wenn f durch
ein trigonometrisches Polynom gleichmdf$ig bis auf € approximiert wird, dann gilt auch
‘(u, f(-) — p5>‘ < ¢ fiur alle W-Mafle w. Der Satz von Stone-Weierstraf$ vollendet den
Beweis der eindeutigen Bestimmtheit.

Wenn fir N — oo alle charakteristischen Koeffizienten konvergieren (‘punktweise
Konvergenz’), dann ergibt das imn_,e (U™ — u,p(-)) = 0 fiir jedes trigonometrische
Polynom. Zur stetigen Funktion f seip, so gewdihlt, dass sup{|f(t)—p.(t)]: t e R/2n} < ¢
(Gleichmdfige Approximation gemdfS dem Satz von Stone- Weierstrafs!)

Es gilt dann ‘(p.(N) —u,f— ps)} < 2¢ fiir alle N. Wenn wir N so grofS wdihlen, dass
(W™ — 1w, pe(-))] < &, dann haben wir [(p™ — u, f)| < 4e.

Satz.

Wenn die charakteristische Folge (my),, des W-Mafes w summabel ist, dann besitzt w
besitzt eine Dichte, und zwar — du(t) =Y mue ™ %{ dt.

Die Faltung mit den Fejér-Kernen approximiert das W-Majf$ w mit den charakteristischen
Koeffizienten m,, durch die W-Dichten

du™M)=> (1-8)" mue™ L dt

Diese W-Mafse mit Dichten konvergieren fiir N — oo im Sinne der schwachen Konvergenz
gegen L.

Beweis. Die positive Definitheit der Folge garantiert die Nichtnegativitit der trigonome-
trischen Polynome Z( — %)+ -mpe ™ wie wir oben gesehen haben. Es handelt sich
um trigonometrische Polynome. u'™) entsteht aus w durch Faltung mit dem N-ten Fejér-
Kern. p™N) = vy % w. Die charakteristischen Koeffizienten (1 — %)+ - My, konvergieren
offenbar gegen die charakteristischen Koeffizienten von . Man beachte, dass es hier nicht
um L'-Konvergenz geht, und schon gar nicht um gleichmdfige Konvergenz; es geht um

schwache Konvergenz. Insbesondere wird das 5-Maf im Punkt t approzimiert durch

sin (t’E))z l dt

sin 5 (t —t) 27

(i i 1
> (1-®e ™t Lat = FNE—1) Ldt = N (

T INY)4
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Die schwache Kompaktheit von M;(R/2m).

Die konvexe Menge der normierten positiv semidefiniten Folge auf Z ist offenbar folgen-
kompakt im Sinne der punktweisen Konvergenz. Aus jeder Folge normierter positivdefi-
niter Folgen kann man eine in allen Positionen konvergente Teilfolge auswéhlen, und die
Limesfolge ist eine normierte positivdfinite Folge. Wegen der eineindeutigen Entsprechung
ergibt sich die Kompaktheit der konvexen Menge M; (R/ 27() bzgl. der schwachen Kon-
vergenz: Aus jeder Folge von W-Maflen auf dem kompakten Raum R/27 kann man eine
Teilfolge auswihlen, die schwach konvergiert.

Die Wahrscheinlichkeitsmafle auf R
Eine gute Stiitze bei den Untersuchungen der konvexen Menge M, (]R/ZTC) ist die Kom-
paktheit des Grundraums. Bei der Menge M, (R) der W-Mafle auf dem lokalkompakten
Raum R ist die Sachlage nur wenig komplizierter. Der entscheidende Satz lautet.

Satz 2.5.19. Wenn eine Folge charakteristischer Funktionen gleichmdf$ig auf Kompakten
konvergiert, dann ist die Grenzfunktion die charakteristische Funktion eines W-Mafes
und wir haben schwache Konvergenz gegen dieses Mayfs.

Eine Familie von W-Maflen auf dem RP ist genau dann bedingt kompakt in der To-
pologie der schwachen Konvergenz, wenn die charakteristischen Funktionen im Nullpunkt
gleichgradig stetig sind.

Wir werden diesen Satz hier nicht beweisen. Wir machen ihn plausibel, indem wir (fiir
den Fall p=1) Uberlegungen zu den charakteristischen Funktionen prisentieren, die auf

den obigen Sétzen iiber charakteristische Folgen aufbauen. Zunéchst iibertragen wir den
Eindeutigkeitssatz auf den Fall der W-Mafle auf R.

Satz 2.5.20 (Eindeutige Bestimmtheit).
Ein W-Maf$ auf R st durch seine charakteristische Funktion eindeutig bestimmt.
Beweis. Wenn wir die charakteristische Funktion in den Punkten t, = ,\—]jl, k € Z be-
trachten, haben wir eine positiv semidefinite Folge. Die Werte @(ty) legen das w-Integral
fest auf allen (M - 27)-periodischen Funktionen der Form — p™(x) = chkeiﬁ “X .
Damit liegt auch das p-Integral [ f(x) du(x) fest fiir alle diejenigen Funktionen f, die
sich gut durch durch solche p™) approzimieren lassen.

Sei f stetig mit ||f]|e < 1, und sei ¢ > 0 vorgegeben.
Es existiert M so, dass p,[—MTc, —H\/th] > 1 —¢, und es existiert (nach dem Satz von
Stone-Weierstrafs) p™ so, dass

sup{ |[f(x) —p™M(x)|: x € [-Mm, +M7]} < e.
Wir haben  [p™M(x)| <1+ ¢ und |f(x) —p™M(x)|< 2+ ¢ fir alle x, sowie

Hf du—Jp‘M) du) <

Mmt
< J }f(x) —p(M)(x)} du(x) + (2+¢) - H(E [—M, ‘|’M7TD < 3e.

—Mnt
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Bemerke: Es sei @ eine stetige positivdefinite Funktion mit @(0) = 1. Es existiert
dann genau ein W-Mafl p™ auf dem Intervall (—MT[, —|—M7t], sodass mit

J et 4 (M) (x) = o(ty) = Jeﬁkx du(x)  fiir alle k € Z.

Fiir die Folge M = 2™ strebt die Folge der Mafile ™ gegen ein MaB pu(®) mit der
charakteristischen Funktion ¢@(-). Die Stetigkeit von ¢ im Nullpunkt garantiert, dass die
1™ bis auf ein vorgegebenes ¢ auf ein geeignetes beschrinktes Intervall konzentriert sind.
(Ohne Beweis!) Das Mafl u™ aufgefasst als Mafl auf R/M - 27t ergibt sich aus u!®) durch
den Ubergang zu den Aquivalenzklassen modulo M - 2.

Interessanter als diese Approximation von p ist eine andere Approximation des Mafles
zur positiv definiten Funktion ¢. Dazu treffen wir einige Vorbereitungen. Wir diskutieren
die kontinuierlichen Analoga der Dirichlet- und Fejér-Kerne. Wir nennen sie die kontinu-
ierlichen Kerne zur Spannweite [—T, +T]

2
T 2 T . lT
4 = [ cosaxda =m0 =1 [ a0 du=T- (T2
T x T ZTX

M— oo

. M
J LfM(x) dx =1= lim J M%[dm(x) dx  fiir alle T.

Die Aussage, dass () positivdefinit ist ldsst sich offenbar verallgemeinern

N
Z EL-p(tk—1t) - & >0 fiir alle Belegungen &(-) der Punktemenge {t;}
K, 1=

JJ&(b) -@la—0b)-&a) >0 fiir ‘gute’ Belegungen &(-) eines Intervalls [—T,+T]

Eine gute Belegung in diesem Sinn ist gewiss die Belegung & 7)(-), die ausserhalb des
Intervalls [—T, +T] verschwindet und fiir |a| < T den Wert e **V hat.

In diesem Fall hidngt der Integrand im Integrationsbereich nur von der Differenz der
Argumente ab: Eb)-@la—Db)-&(a) =e PV, p(a—b).

Die Lége des Integrationswegs fiir festes u=a—Db ist ZT( — ‘Zi.rl)+ Schrittweises
Integrieren ergibt

1 T —i(a—b)y 1 —luy ful\ +
7Te -pla—b)dadb==—|e cou)-(1—3) " du

L, 2T
Auf der anderen Seite gilt fiir die charakteristischen Funktion ¢(-) des Wahrscheinlich-
keitsmafes L wegen fiT elev) dq = (yfx) sin(T(y —x))
1 T iby —ibx iax —iay sin(T(y—x)) 2
ﬁ . 7Te : ( € - e d}l(X)) - e da db = (W) d}l(X)
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Dies zeigt
Jem e (1-5)" du = Jf(m(y —x) du(x) = 2mt- mP(y).

Das Faltungprodukt von p mit dem kontinuierlichen Fejér-Kern v r(dy) = %{f(ZT) (y) dy
ist ein W-Maf} v 1% 1, welches bzgl. des Lebegue-Mafles totalstetig ist Die rechte Seite ist
seine Dichte (mit der Normierung [ m©@(y) dy =1 fiir alle T).

Grenziibergang T — oo: Wenn @(-) integrabel ist, dann konvergiert die linke Seite
gleichméfig auf Kompakten gegen die stetige Funktion 27( ml® fe_“‘ . ) du.

Wir kénnen auch von dem Ausdruck auf der rechten Seite ausgehend argumentleren.
Nehmen wir an, dass p eine stetige Dichte hat, du(x) = m(x) dx. Die Familie der konti-
nuierlichen Fejér-Kerne leistet eine Regularisierung im Sinne der Dirac-Folgen. Die rechte
Seite strebt daher (gleichmifig auf Kompakten) gegen m(*)(x). Wir nennen das Ergebnis
den Satz von der expliziten Inversion fiir summable charakteristische Funktionen

Satz 2.5.21. Wenn fiir ein W-Maf$ auf R/27 die charakteristische Folge summabel ist,
dann besitzt es eine Dichte bzgl. der uniformen Verteilung

my = Jeint du(t) summabel —
dp(t) =m(t) - %r dt mat m(t) = Z m, e M,

Wenn fir ein W-Maf$ auf R die charakteristische Funktion Lebesque-integrabel ist, dann
besitzt das Maf$ eine Dichte bzgl. des Lebesque-Mafes

o(t) :J o du(x)  mat J}(p(t)‘ dt < oo —
du(x) = m(x) dx mit m(x) = %{Je_m- ©(s) ds.

Eine Faustregel: @ Wenn wir die beiden Integralausdriicke zusammenbringen, und
das iterierte Integral (unkorrekterweise!) in ein Doppelintgral umschreibt, dann ergeben
sich merkwiirdige Formeln

olt) = [ emiy) dy - J (] e ros) ds) ay
JJe s) dy ds;

m(x) = %{Je_m"q}(u) du J _“”‘<J eWm(y ) du

ZHJJe wU=Im(y) du dy.
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Andererseits schreibt man gerne im Sinne der Faltung mit dem ‘Dirac-Kern’ §(-)

olt) = J o) B(t—s) ds,  m(x) = Jm(y) 5x—y) dy.
Und so lassen sich manche Leute verleiten zu den Formeln

1 : 1 [—
_ — i(t—s)y — isy . pity
d(t—s) _ZnJe dy _ZnJe e Ydy.

Sie nennen das die Orthogonalitéitsrelationen in der Familie {ft(-) =eltl: te R},
in Analogie zu den bekannten Orthogonalitétsrelationen in der diskreten Schar 27-peri-
odischer Funktionen {fn(-) =enl) n e Z}. Es scheint, dass die Routiniers sich durch
solche (mathematisch nicht korrekten) Formeln nicht in die Irre fithren lassen.

Als Mathematiker mufi man beanstanden, dass die Funktion

1 .
W(s,y) = 5-e" V- p(s) auf (RxR,ds® dy)

nicht integrabel ist. Der Satz von Fubini ist nicht anwendbar.

Hinweis auf Fourier-Integrale:
Die Formeln in der ‘expliziten Inversion’ erscheinen auch in der Theorie der Fourier-
Integrale. Dort zeigt man, dass fiir manche (aber nicht alle) Elemente f im Hilbertraum
LZ(RP, dx) der bzgl. des Lebesgue-Mafles quadratintegrablen Funktionen eine explizite
Inversion der Fourier-Transformation durch Integration bewerkstelligt werden kann:

flx) = ()" Je_“" f(t) dt < f(t) = Jeit" flx) dx.

Wenn man sich um die Positivitdt bzw. positive Definitheit keine Gedanken zu machen
hat, dann bieten sich Approximationen an, die iibersichtlicher sind als die mit den Fejér-
Kernen. Wir kommen spéater darauf zuriick.

Hinweis auf Gruppencharaktere.

Eine beschrinkte stetige komplexwertige Funktion x(-) auf einer topologischen Gruppe
(G, e, O) nennt man einen Gruppencharakter, wenn sie multiplikativ ist: x(goh) =
x(g) - x(h) fiir alle g,h € G. Man sieht sofort, dass als Funktionswerte nur Zahlen vom
Betrag 1 in Betracht kommen.

Das (punktweise!) Produkt zweier Gruppencharaktere ist offenbar wieder ein Grup-
pencharakter. Die Menge der Gruppencharaktere ist eine kommutative Gruppe von kom-
plexwertigen Funktionen auf G. Man nennt sie manchmal die duale Gruppe G*.

Fiir die Gruppe R/27 liefert jedes n € Z einen Gruppencharakter e™'). Es gibt keine
weiteren stetigen Gruppencharaktere. Die Gruppe der Gruppencharaktere auf R/27t ist
isomorph zu Z.
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Die Menge M= (R/Zﬂ) der signierten Mafle auf der topologischen Gruppe R/27 ist
eine Algebra mit der Faltung. Die Abbildung, die jedem W- Maf} seine charakteristische
Folge zuordnet, ist multiplikativ (im Sinne der punktweisen Multiplikation der ‘Funktio-
nen’ auf Z.) ]

Andererseits: Fiir die Gruppe Z liefert jedes t einen Gruppencharakter e’ Es gibt
keine weiteren Gruppencharaktere auf Z. Die charakteristischen Folgen der 6-Mafle auf
R/27 sind also die Gruppencharaktere auf Z. Die Menge der Gruppencharaktere auf Z
ist isomorph zur Gruppe R/27.

Die Menge der summablen Folgen (die man auch als signierte Gewichtungen auf Z
verstehen kann) ist eine Algebra bzgl. der Faltung. Die Abbildung, die der summablen
Folge (cn)n die stetige 27-periodische Funktion > c,e'™ zuordnet, ist multiplikativ (im
Sinne der punktweisen Multiplikation der Funktionen auf R/27).

Diese Konstruktionen mogen erklaren, warum man manchmal sagt, dass die Gruppen
R /27 und 7Z zueinander dual sind.

Auch fiir die additive Gruppe der p-Zeilen (RE, 0, +) ist die Menge der stetigen Cha-
raktere leicht zu bestimmen. Fiir jede p-Spalte x ist (-, x) eine Linearform und x(t) = ¥
ein stetiger Gruppencharakter auf dem Raum der p-Zeilen; und das sind alle stetigen
Gruppencharaktere. Man kénnte sagen, dass die duale Gruppe hier also in eineindeutiger
Beziehung steht zum Dualraum im Sinne der Vektorraumtheorie.— Die Idee der Dua-
litdt hat viele (mehr oder weniger intuitive) Konkretisierungen; sie ist aber nicht leicht
allgemein zu beschreiben.

Eine stetige komplexwertige Funktion ¢ auf einer topologischen Gruppe G wird eine
positivdefinite Funktion genannt, wenn Zghé(h) -p(hog)-&(g) > O fiir jede Funktion
auf G &(-), die nur an endlich vielen Stellen # 0 ist. Die normierten (¢p(e) = 1) positiv-
definiten Funktionen bilden eine konvexe Menge der speziellen Art, welcher man Simplex
nennt. Die Charaktere sind spezielle positivdefinite Funktionen; sie sind ( in Fillen wie
den unseren) die Extremalpunkte der konvexen Menge. Die positivdefiniten Funktionen
sind (untechnisch gesprochen) die ‘konvexen Mischungen’ der Charaktere.
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2.5.3 Kurzschwinzige W-Verteilungen: Momente und Kumulanten

Fiir viele W-Mafle kann man aus dem Verhalten der charakterischen Funktion in der
Néhe des Nullpunkts bedeutsame Einsichten iiber das Mafl gewinnen. Das ist besonders
deutlich bei den W-Maflen, die auf eine beschrankte Menge des RP konzentriert sind. Die
Forderung des kompakten Tréagers kann aber auch abgeschwécht werden.

Sprechweise (Momenten- und kumulantenerzeugende Funktion).
Wir sagen von einem W-Maf3 du(x), dass es kurze Schwénze hat, wenn eine Umgebung
V des Nullpunkts existiert, sodass

M(0) = Je<9» X du(x) <oco fiir eV

Die Funktion M(-) heisst die momentenerzeugende Funktion, ihr Logarithmus
P(O)=InM(0) und =oofir 0¢V

heisst die kumulantenerzeugende Funktion. Die konvexe Menge V heisst der Endlichkeits-
bereich fiir du(x).

Beispiel. Wir berechnen die kumulantenerzeugende Funktion 1 4(0) zur Gammaverteilung
zum Parameter o« > 0.

J ee"Lx"‘_1 e *dx=(0—-1)% firo<1
0 v(o)

Die Konvexitét des Endlichheitsbereichs V einer kumulantenerzeugenden Funktion ist
klar, wenn man bedenkt, dass M(-) eine konvexe Uberlagerung der konvexen Funktionen
ky(-) = exp((-, x)) ist. Wir werden spéter sehen, dass die momentenereugenden Funk-
tionen nicht nur konvex, sondern sogar logarithmisch konvex sind.

Man kann die momentenerzeugende Funktion auf einen Bereich im C™ ausdehnen, und
damit einen Zusammenhang herstellen zu den charakterischen Funktionen einer Schar von
Verteilungen  {pg: 0 €V}.

Sprechweise. Wenn dp(x) ein kurzschwinziges W-Maf3 ist und V der Endlichkeitsbereich
der momentenerrzeugenden Funktion M(-) = exp (1])(-)), dann heissen die W-Mafle

dpe(x) = e® ™ du(x) - e ¥®  firoeVv
die getilteten Verteilungen.

Wir stellen fest, dass

olt) = ﬁ MO+ it) = Jaw N du(x) - e bO)
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die charakteristische Funktion des getilteten W-Mafles g ist.

Konzentrieren wir uns jetzt zunéchst auf den eindimensionalen Fall. Die momenten-
erzeugende Funktion M(z) = [e® du(x) ist holomorph im Streifen {z : Rz € V°},
wo V© das Innere des Endhchkeltsberelchs bezeichnet. Sie und ihr Logarithmus besitzen
Potenzreihendarstellungen in einem Kreis um den Nullpunkt

M(z) = T+oz + zl!ocZzz+ e = Z %ockz fiir |z <R
0

P(z) = InM(z) = K1z + 5 KzZ + - = Z % z* fiir |z| <.
1

Der Koeffizient o heisst das kte Moment des W-Mafles u, ki heisst der k-te Kumulant.
Die Zahl oy = k7 heisst der Erwartungswert, die Zahl k; = oz — oc% heisst die Varianz.
Eine Interpretation der hheren Momente ergibt sich aus der Darstellung

— J(Z %(zx)k) du(x) = ) %(Jxk du(x)) -z

Hinweis: Man hat sich friiher tiefsinnige Gedanken gemacht, wie man einer Folge (o) xen
ansehen kann, ob sie die Folge der Momente einer W-Mafles ist. Das Stichwort lautet
Hausdorffs Momentenproblem. Es hat sich als bequemer erwiesen, die charakteristischen
Funktionen (als Funktionen auf R) zu betrachten.

e(t) = M(it) = Z %ock(it)k fiir kleine |t|.

Die Potenzreihendarstellung um den Nullpunkt hat nicht immer den gewiinschten Aus-
sagewert. Dagegen hat die konvexe Funktion {(0) = InM(0) in neuerer Zeit im Zu-
sammenhang mit der Theorie der sog. groen Abweichungen verstirkte Aufmerksamkeit
gefunden.

Satz 2.5.22 (Logarithmische Konvexitidt der momentenerzeugenden Funktion).

Die kumulantenerzeugende Funktion \p einer kurzschwdnzigen Verteilung im R™ ist konvex
und im Inneren des Endlichkeitsbereichs unendlich oft differenzierbar mit positiv definiter
Hesse-Matriz \p"(0).

Beweis. Wir zeigen fiir 01,0, €V, A€ (0,1)
M((1—=2)81 +28;) < (M(67))' - (M(82))™.

Die Formel erscheint vertrauter, wenn wir die Notation verdindern: 1 —A = %, A= %,
1 1
= . e b f— . 9 .
a(x) M(91) exp(< 1)X>)> (X) M(Gz) eXp(< 2>X>)
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Wir beniitzen die bekannte Ungleichung a'/P-b'/4 < %a + %b in allen Positionen x.

[ Sabx) dute) + | cb0x) auto =1,
p q
1
1> Ja‘/f’(x) B40x) dnl) = M0 M(6,)1] -Jexpu%e] " éez, X)) du(x).

Beispiel. 1)  Die Funktion M (o) = T'(c+ 1) ist eine momentenerzeugende Funktion mit
dem Endlichkeitsbereich V = (—1, 00). Es gilt ndmlich M(0) = T und

(e.¢] (e.¢]

eXInx. e dx :J e . exp(—eY) - e¥ dy.

—00

M(«) :J

0

2) Die n-dimensionale Normalverteilung mit der Covarianzmatrix C = Q™' ist kurz-

schwinzig. Thre kumulantenerzeugende Funktion ist die quadratische Form  (0) =
%9 -C-0". In der Tat gilt

(%Z_n)njexp(e .x) - exp(—xT- Q- x)y/det Q dx = exp(10 - C-07).

Der Schwerpunkt eines W-Mafles: Die Momente eines W-Mafles im R™ sind auch
dann eng verbunden mit den Ableitungen der charakteristischen Funktion im Nullpunkt,
wenn die Schwénze nicht exponentiell abfallen.

Sprechweise. Man sagt von einem W-Mafl u auf einem m-dimensionalen reellen Vek-
torraum, dass es einen Schwerpunkt besitzt, wenn fiir jede Linearform £(-) das Integral
Je(x) dp(x) existiert. Der Schwerpunkt m ist dadurch gekennzeichnet, dass fiir jede Li-
nearform gilt

(€, m) = Je(x) dp(x)

Man sagt, dass es zweite Momente besitzt, wenn fiir alle £(-) das Integral [(£(x))? dp(x)
existiert.

Eine wichtige Aussage iiber W-Mafle mit Schwerpunkt ist der
Satz 2.5.23 (Jensen’s Ungleichung). Wenn m der Schwerpunkt des W-Mafes wist, dann
qilt fiir jede konvexe Funktion k(-)

K(m) = k(Jx du(x)) < Jk(x) du(x).

Beweis. Die konvexe Funktion k besitzt eine affine Minorante. Das Integral von k kann

+o00 sein; in diesem erweiterten Sinn existiert es aber jedenfalls. Fiir jede affine Minorante
¢ <k gilt

¢m) = Jz(x) du(x) < Jk(x) du(x).
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Wenn k unterhalbstetig und konvex ist (und das ist der interessante Fall), dann gilt
k(m) = sup{¢(m): € ist affine Minorante} also  k(m) < Jk(x) dp(x).

Fiir den allgemeinen Fall kénnen wir annehmen, dass i nicht auf einen echten affinen Un-
terraum konzentriert ist. Der Schwerpunkt liegt dann im Inneren des Endlichkeitsbereich.
Die Jensen’sche Ungleichung ergibt sich.

Den Schwerpunkt eines W-Mafles, wenn er denn existiert, kann von der charakteristi-
schen Funktion abgelesen werden. Wenn alles geniigend regulér zugeht, dann kann man
bekanntlich die Differentiation mit der Integration vertauschen, und man erhélt dann

olt) = Je““ Y dux); @'t =1i- Je““ Y x dp().

Der folgende Satz prézisiert die Idee. Es geniigt, den eindimensionalen Fall (m = 1)
zu betrachten.

Satz 2.5.24. Es sei dpu(x) ein W-Maf auf R mit M, = [ x| du(x) < oo. Die charak-
teristische Funktion ist dann n-mal stetig differenzierbar mit der n-ten Ableitung

e™M(t) = ()" Jem X" du(x).

Mit den Koeffizienten o = [x* du(x) firk =1,...n  ergibt sich

lo(t) =1 —itoy — F(it) %o — - — ﬁ(it)“*‘ocnq\ < Lt"™™,
Beweis. Wir beweisen das durch vollstindige Induktion nach n. Fir n =1 haben wir
1 . eihx -1
ot +1) = o) =| ™S duly
. . eihx .
:Je“"-x du(x) + Jem‘[,i — 1] -x dp(x).
ihx

Das zweite Integral strebt nach O (nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz); die
Konvergenz ist sogar gleichmdfsig in t. Ebenso funktioniert der Schritt von n—1 nach n.
eihx -1

ih

e P

ih
eihx .

_ itx  n itx
—Je x™du(x)  + Je [ o

Fiir die zweite Aussage benotigen wir eine Abschdtzung der elementaren Funktionen

—1] - x™ dp(x)

1

Rog(u) = e —1—iu—J([u)l—- . —

(m—1)!

(iu)n—1

Es gilt  Ro(u) = e —1=1[Fe™ dv  und allgemein  Rn(u) = 1[5 R q(v) dv.
Durch vollstindige Induktion gewinnt man ‘an (u)‘ < nl!Iu!“.
Der Ausdruck, den es abzuschiitzen gilt, ist [ Rn_1(tx) dp(x).

@ Prof. Dr. H. Dinges, Analysis II (WS 2010/11), 15. Februar 2011



2.5 : Unbestimmte Integrale und der Satz von Radon-Nikodym 109

Wenn der Schwerpunkt existiert, dann ist der néchstwichtige Fall ist der Fall der zwei-
ten Ableitung.Es zeigt sich, dass die Existenz des zweiten Moment nicht nur hinreichend,
sondern auch notwendig ist fiir die Existenz der zweiten Ableitung der charakteristischen
Funktion. Die Hesse-Matrix der charakteristischen Funktion nennt man die Covarianzma-
trix des W-Mafles. Wir behandeln den eindimensionalen Fall: Wenn das zweite Moment
unendlich ist, dann ist die charakteristische Funktion im Nullpunkt nicht zweimal dif-
ferenzierbar. Fiir den Realteil u(h) = Re(h) = [cos(hx) du(x) gilt dann némlich fiir
h—0

1—u(h) _J1—cos hx

2
2 (x)? -x” dp(x) — oo

Ein Beispiel, wo nicht einmal das erste absolute Moment existiert, ist die Cauchy-Verteilung;:
Die charakteristische Funktion exp(—|t|) ist im Nullpunkt nicht differenzierbar.
Im m-dimensionalen Fall mit [ ||x[|? dpt(x) < co und m = 1¢’(0)gilt

i

1
e(t) =1+itm —t-M,- t"T+o(||t|?) fiirt — 0

wobei M, = ¢@"(0) = Jx xTdp(x).
Wenn wir das Mafl so verschieben, dass sein Schwerpunkt in den Nullpunkt zu liegen

kommt, dann bedeutet das fiir die charakteristische Funktion die Multiplikation mit e '™t
und wir erhalten

. 1
et) e tMm=1— st C tT +o(||t]]*) wo
C= J(x —m)- (x—m)" du(x) die sog. Covarianzmatrix ist

1
() —itm = —5t-C- tT+ o([|t]|)

Fiir die kumulantenerzeugende Funktion einer wirklich kurzschwinzigen Verteilung lautet
die entsprechende Formel

InM(0 +it) =P(0 + it) =itp’(0) — % t-"(0) - t" + o(||t]|?).

wo ’(0) der Erwartungswert und 1" (0) die Kovarianzmatrix des Mafles dpg ist.

W10 = [x duall (8] = [ (x—'(0) - (x—'(0) " dualx)

Die Formeln fiir {'(0) und 1" (0) kann man auch durch Differentiation unter dem Integral-
zeichen gewinnen; es gibt keine Schwierigkeiten mit der Regularitét, weil es ja schliesslich
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um (im Streifen) holomorphe Funktionen geht. Allenfalls die Matrix-Notation ist nach-
denkenswert.

M/

V== Jeex x dp(x) - e 9 :J x dpe(x),

. M M/ M/ T B
v () (%) -
= Jee" x-x" dp(x)-e VO — (J e®™ x du(x) - e"p(e)> . (J e x du(x) - e‘p(e))T =

:J x-x' duo(x) — (J X due(XJ> : (J X due(XJ>T =

_ J (x—'(8)) - (x—¥'(8)) " dpsa(x).

So ist also P'(0) der Schwerpunkt und {”(0) die Covarianzmatrix des getilteten MaBes.
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2.5.4 Fourier-Integrale und Fourier-Transformation

Vorbemerkung und Ausblick:

Die Gruppe G = R/2m trigt ein translationsinvariantes W-Maf};; man bezeichnet es
iiblicherweise mit dA(t) = %{ dt. Fiir eine integrable Funktion f(t) definiert man die
Folge der Fourier-Koeffizienten ¢,, = %Tfe_i“t dt. Man versteht diese Folge als eine
Funktion ¢(-) = f(-) auf der ‘dualen Gruppe’ G* = Z, die man mit dem Z&hlmaB als
translationsinvariantem Maf} ausstattet.

Wenn f(t) sogar quadratintegrabel ist, dann ist die 'Fouriertransformierte’ f(-) qua-
dratsummabel mit ) f(n)? = %{Jﬁlf(t)l2 dt. Wenn c(-) = f(-) ausserdem summabel ist,
dann gilt f(t) = Y cn - e™. In diesem Fall ist f nicht nur quadratintegrabel, sondern
dariiberhinaus stetig auf R/27. Auf der anderen Seite gibt es keinen Grund anzunehmen,
dass eine stetige 27-periodische Funktion eine summable Folge von Fourier-Koeffizienten
besitzt. Die Sache ist etwas verwickelter.

Befriedigend ist die isometrische Entsprechung zwischen 12(Z) und LZ(R/ZTE, d7\(t)),
die auf dichtliegenden Teilvektorrdaumen direkt durch Integrationen bzw. Summationen
zu berechnen ist, und dann auf die vervollstéindigten Hilbert-Raume fortzusetzen ist.

Es ist lehrreich, die Konstruktion beim normierten Vektorraum (V|| - ||2) der tri-
gonometrischen Polynomen zu beginnen. Die Vektoren v werden einerseits durch 27t-
periodische Funktionen dargestellt und andererseits durch finite Folgen reprasentiert. Die
Elemente der Vervollstindigung (V|| - ||) sind bekanntlich zunéichst einmal Aquivalenz-
klassen von Cauchy-Folgen; sie konnen durch quadratsummable Folgen dargestellt werden,
wie wir bewiesen haben. Es gibt aber auch noch andere Darstellungen. Auf der Grundlage
der Integrationstheorie von Lebesgue haben E. Fischer und F. Riesz 1906 (unabhingig
voneinander) gezeigt, dass man die Elemente der Vervollstdndigung auch durch Aquiva-
lenzklassen quadratintegrierbarer représentieren kann.

c()el?’——veVesf(-)el? mit Z lcnl? = |V = %{JIf(tNZ dt.

In dieser Betrachtungsweise dhnelt die Fourier-Transformation f(-) < f(-) einem Koordi-
natenwechsel. Allerdings hat man nur im Darstellungsraum 1% eine Orthonormalbasis B
ausgezeichnet. Mit diesen Basisvektoren hat es eine besondere Bewandtnis: sie sind die
normierten Eigenvektoren fiir die Verschiebungen der Gruppe R/27: Ug: f(:) — f(- +s).
In der Tat gilt

uSvn = us(eiﬂ.(')) = ein(~+s) = eins . ein(.) = An *Vn.

Auf der anderen Seite haben wir die Gruppe der Verschiebungen des Raums 1%(Z). Sie
wirken in der Darstellung der v als Multiplikationsoperatoren: Vi, : f(-) — ™). f(.). Zu
diesen Operatoren gibt es keine Eigenvektoren; allenfalls kénnte man Funktionen, die aus-
serhalb einer kleinen Umgebung von tq verschwinden, approximative Eigenvektoren (zum
Eigenwert ™) nennen. Fiir Situationen dieser Art hat man in der Hilbertraum-Theorie
den Begriff der kontinuierlichen Spektralzerlegung entwickelt. Wenn man die Sachlage so

@ Prof. Dr. H. Dinges, Analysis II (WS 2010/11), 15. Februar 2011



112 Mafle und Integrale Analysis 1

auffasst, dann erscheinen die Folgen c(-) und die Aquivalenzklassen von Funktionen f(-)
als die "Amplitudenfunktionen’ desselben Vektors in verschiedenen Spektralzerlegungen
des abstrakten Hilbert-Raums (V, | - |)

Das spezielle zur Fourier-Transformation gehérende Paar von Spektralzerlegungen
spielt eine besondere Rolle in Anbetracht der Gruppenstruktur in R/27 sowie der Grup-
penstruktur in der ‘dualen’ Gruppe Z. Analoge Betrachtungen kann man auch anstellen
fir das Paar der Gruppen RY und REP. Die Betrachtungsweise spielt eine wichtige Rol-
le fiir die Mathematik der Quantenmechanik; mit der Fourier-Transformation beschreibt
man dort den Ubergang von den Ortskoordinaten zu den Impulskoordinaten eines quan-
tenmechanischen Zustands.

Wir wollen die Ideen der Basistransformation fiir einen abstrakten Hilbertraums hier
nicht weiter verfolgen. Stattdessen werden wir im Folgenden die Konstruktion der Fourier-
Integrale und Fourier-Transformationen in einem elementaren Ansatz in Angriff nehmen.
Die Uberlegungen erscheinen daher eher als Ubungen in elementarer Integrationstheorie.

Fourier-Integrale
Definition 2.20. Fiir eine komplexwertige Lebesgue-integrable Funktion f(t) auf dem

Raum der reellen p-Zeilen RY definiert man das Fourier-Integral

f(x) = (%{)p‘[e_it'xf(t) dt fir xe¢ Rgp.

Die Fourier-Integrale f(-) sind offenbar beschriinkte gleichméfBig stetige Funktionen.
Weiterhin gilt

Satz (‘Lemma von Riemann-Lebesgue’).
Jedes Fourier-Integral verschwindet im Unendlichen: lim -0 T(x) = 0.

Beweis. Es geniigt, den Satz fiir die Indikatorfunktion eines Rechtecks — f(t) = 1g(t) =
oy o) (81) = Tia, ) (tp) 2u beweisen; denn jede integrable Funktion kann in der L'-Norm
durch Linearkombinationen solcher Funktionen approzimiert werden; und fir ein v(t) mait
[ Ir(t)] dt < e gilt sup, [F(x)] < (%{)p e. Fira<bundc= %(a—kb), h = %(b —a) gilt

h
» » » » (e
—ZLTJe Y o (1) dt = s-e ‘C"J he Wodu = sLe ' 2h- —Sln}gxx).

Diese Funktionen konvergieren nach 0 fiir x — £o0o. Man bemerke aber, dass nicht schnell
genug abfallen, um Lebesque-integrabel zu sein.

Sprechweise 2.5.1. Wir sagen eine Funktion f(t) sei direkt Fourier-invertierbar, wenn
sie und ihr Fourier-Integral f(x) integrabel sind und ausserdem

f(t) = Jeﬁ"‘ flx) dx fir fast alle t € RY.
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Wir werden sehen, dass die Integrabilitdtsbedingungen bereits hinreichend sind. Der
Beweis braucht aber einige Vorbereitungen. Zuerst verweisen wir auf Beispiele, fiir die wir
schon frither die Rechnungen durchgefiihrt haben.

Beispiel. 1. f(t) =e 1, flx)=1. =T Jetl. iy dx =e Y
int)2 2 0 _itx (sint)2 X
0= (= P e ()7 = 205

ey 0

3. ge(t) =exp(—5(+--+12);  Gelx) = (\/%Es)p~exp(—21?(><%+-~-+X129)).

Satz 2.5.25 (Der Umkehrsatz fiir Fourier-Integrale).
Wenn f(t) und f(x) integrabel sind, dann ist f(-) direkt Fourier- invertierbar, d. h.

fix) = ()" J e f(t) dt;  f(t) = Jeit-XfA(x) dx.

Beweis. Wir beweisen das zundchst fiir geeignet gegldttete h(-). Fir ein direkt Fourier-
invertierbares g(-) sei h(t) = [ g(t—s) - f(s). Nach der Produktformel fiir die Faltung

h(x) = (%t)p‘[eit"‘h(t) dt = (%t)pjeis"‘g(s) dt - Jeis'xf(s) ds
= g(x) -Je_is'xf(s) ds und daher

Jemﬁ(x) dx = Pe“”‘@(x) -Je—iS'Xf(s) ds dx

_ (J ellt=s)xg(x) dx) -f(s) ds

r

=| g(t—s)-f(s)ds= h(t).

Wichtig ist hier die Produktintegrabilitit von §(x) - f(s).

Fir g(t) dt = §.(t) dt, dem Gausskern zur Varianz € haben wir eine passende
Glattung. Fiir f, = f % §, erhalten wir

~ A 82
fibx) = Flx)-exp (~ 5 IIE)
fe(t) = Jeit"‘{‘\(x) - exp (—%ZHXHZ) dx.

Die linke Seite konvergiert nach dem Satz von der L'-Stetigkeit der Verschiebung in der
L'-Norm nach f; die rechte konvergiert (nach dem Satz von der majorlsierten Konvergenz
wegen der Integrabilitit von ﬂ gegen die stetige Funktion fe‘t"f x) dx.

@ Prof. Dr. H. Dinges, Analysis II (WS 2010/11), 15. Februar 2011



114 Mafle und Integrale Analysis 1

Satz 2.5.26 (L*Isometrie zum Fourier-Integral).
Es sei f(t) eine direkt Fourier-invertierbare Funktion ist und f(x) thr Fourier-Integral.

AN

f(t) = J e flx) dx; v = (5)" J e X f(t) dt.
Die Funktionen f und T sind dann quadratintegrabel, und es gilt
2 A 2
(%{)p‘“f(t)} dt = J}f(x)‘ dx.

Beweis. Aus typographischen Grinden bezeichnen wir die zu f komplex konjugierte Funk-
tion mit * statt mit f. Wir haben also |f|? = f* - f.

Funktionen, die direkt Fourier-invertierbar sind, sind beschrinkt, gleichmdf$ig stetig
und integrabel, und deshalb auch quadratintegrabel.

Wir zeigen die (auf den ersten Blick) etwas allgemeinere Gleichheit

(%r)pjf*(t) ‘h(t) dt = Jﬂx)* -h(x) dx.

fur direkt Fourier-invertierbare £, h. Der Satz von Fubini kann angewendet werden auf das
Doppelintegral

(%r)pjf*(t) et fi(x) dx dt.

Wenn wir zuerst nach x integrieren erhalten wir den Ausdruck auf der linken Seite der
behaupteten Gleichheit. Wenn wir zuerst nach t integrieren, dann miissen wir beachten,
dass (%{)pff*(t) e dt die komples konjuierte Funktion zur Fourier- Tranformierten
von f ist.

Es erscheint lehrreich, wie oben im Beweis auch ein geglittetes h(t) = [ g(t—s)-k(s)ds
studieren. Zuerst beachten wir h(x) = §(x) - (['e7**k(s) ds). Sodann ergibt sich

J?*(x) h(x) dx = (4)7 (J e f*(t) dt) -g(x) - (J e "¥k(s) ds) dx =
= ()" Pf*(t) : (J elltslxg(x) dx) -k(s) dt ds =

r

= ()" | () - gt —s) - k(s) ds dt = (ﬁ)pjf*(t) “h(t) dt.

Auch hier ist der Satz von Fubini anwendbar, weil die Funktion f*(t)-G(x)-k(s) integrabel
ist bzgl. des Produktmafles dt @ dx ® ds.
Betrachten wir nun die spezielle Glattung mit den Gauss-Dichten G¢(t) Fir die gegldtte-

te Dichte he haben wir dann R (x) = K(x) - exp (—%HXHZ) .
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Da TR quadratintegrabel sind, ist das Produkt (nach der Hélder’schen Ungleichung)
integrabel; und nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz konvergiert die linke
Seite (fiir e — 0) gegen J"?*(x) K(x) dx.

Auf der anderen Seite konvergieren die geglitteten h, in der L'-Norm gegen k; und die
rechte Seite strebt gegen (%{)pff*(t) - k(t) dt. Wenn wir die Formel auf den Spezialfall
f =k anwenden, ergibt sich, dass aus Quadratintegrabilitdt von f die Quadratintegrabilitit
von f folgt und umgekehrt.

Definition 2.21 (Fourier-Transformation). Die durch das Fourier-Integral gegebene Ab-
bildung wird eingeschrankt auf den Teilraum der quadratintegrablen direkt Fourier-invertierbaren
Funktionen, und dann stetig fortgesetzt auf den Raum aller quadratintegrablen f. Diese
Abbildung F heisst die Fourier-Transformation.

Die Fourier-Transformation ist, wie wir eben gesehen haben eine surjektive Abbildung
auf den Raum L? (Rgp). Sie ist eine Isometrie in dem Sinn: Wenn F(f) = f, dann gilt

Il = \/(ﬁj}f(t)\zdt = /[l a.

Didaktischer Hinweis: Manche Lehrbiicher finden es storend, dass auf dem Raum der
Spalten eine andere Normierung des verschiebungsinvarianten Mafles vorgenommen wer-
den muf als auf dem Raum der Zeilen. Sie fiihren daher einen Faktor ein in die Definition
des Fourier-Integrals. Fiir die direkt Fourier-invertierbaren Funktionen in L' N L? erhalten
sie dann das modifizierte Fourier-Integral und seine Umkehrung in der Form

Fmoalf) = ()" ZJe—M f(t) dt: dad = (L) ZJe“'X flx) dx.

Andere Lehrbiicher schétzen die vollstdndige Analogie zur Situation bei den Fourier-
Reihen: Fiir die direkt Fourier-invertierbaren 27m-periodischen f(t) und ihre Folgen der
Fourier-Koeffizienten f gilt dort bekanntlich

fin) = F(f) = & J e ™f(t)dy;  f()=F (N =) fln)e™

vl = \/(%)J\f(tnzdt = Y e

Das translationsinvariante W-Maf3 auf R /27t trifft sich hier mit dem Z&hlmafl auf Z.

Eine physikalische Interpretation

Eine Funktion der Form f(t;x,y,z) = A - exp (i(wt —k- x)) heisst in der Theorie der
Wellen die Amplitudenfunktion einer ebenen Welle mit der Kreisfrequenz w und der
Wellenzahl k = (ky, ky, k.). Die komplexe Zahl A heisst die komplexe Amplitude im
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Nullpunkt. Setzen wir zunéchst einmal t = 0. Eine Uberlagerung von ‘rein sinusférmigen’
Amplituden heisst in diesem Zusammenhang ein Wellenpaket zur Zeit 0.

Ao(x) = Jexp (—ik . X)q(k) dk.

Dabei ist (-) eine quadratintegrable Funktion, sodass auch Ay quadratintegrabel ist -
wobei man allerdings das Integral sum grano salis verstehen muss, wenn ¢(-) nicht auch
integrabel ist. Man interessiert sich vor allem fiir solche Wellenpakete, wo die beiden W-
Dichten  const - }Ao(x)}z dx und const - }q(k)}z dk  (‘im Wesentlichen’) auf einen
nicht allzu groflen Bereich konzentriert sind.

Ein Wellenpaket veréndert sich in der Zeit nach einem Gesetz, welches sich aus der
sog. Dispersionsrelation (im betreffenden Medium) ergibt. Die Dispersionrrelation gibt
an, wie die Kreisfrequenz von der Wellenzahl abhéangt, w = Q(k).

In der Quantenmechanik des freien Teilchens erfiahrt das Tripel der Wellenzahlen die
Interpretation als Impuls, die Kreisfrequenz versteht man als Energie. Dabei hat man eine
Dimensionierung durch das Planck’sche Wirkungsquantum

E =hw p="h-k.

Fiir die Amplitudenfunktion ergibt sich

Ailx) = [ exp (4 (E(pE = X)) Q(p) dp

mit der fiir das freie Teilchen giiltigen Dispersionsrelation

E2—c? | (p]|* = const = m?- ¢*
(wo ¢ die Lichtgeschwindigkeit und m die Ruhemasse des Teilchens ist.)
Die Bewegung des Wellenpakets ist bestimmt durch die sog. Gruppengeschwindig-
keit v = d%E(p). Diese ist im konkreten Fall leicht zu berechnen: v = ﬁp, wo M =

\/m?+ & |lp||? , die bewegte Masse des Teilchens genannt wird.

‘Gruppengeschwindigkeit’

Wir wollen noch kurz andeuten, was es mit der sog. Gruppengeschwindigkeit auf sich hat.
Wir gehen aus von einer glatten quadratintegrablen Funktion q(y) = [q(y)| - ™™ und
nehmen an, dass |q(y)|? dy eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist. Wir interessieren uns fiir
die Funktion

AP (x) :z( . )pJeXp (—Q(Q(y)-t—y-XDq(U) dy =

zlm)pjexp (%K(U)) -d(y)dy
mit K(y) = Kix(y) =Qy) -t —y-x.
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Mit der zweiten Schreibweise erinnern wir an die Uberlegungen im Zusammenhang mit
den Fresnel-Integralen. Wir haben dort argumentiert, dass (bei einem ‘glatten’ q(-)) der
Beitrag zum Integralwert Af’)(x) im Limes ¢ — 0 durch q(Y(x)) bestimmt ist, wenn es im
Trager von ¢(-) genau einen Punkt Y(x) gibt, in welchem K’(-) verschwindet. Im vorlie-
genden Fall ist Y(x) die Losung der Gleichung Q'(Y(x)) = ¥,. Das ist in der physikalischen
Interpretation der Impuls zur Gruppengeschwindigkeit.

Wir wollen das hier noch etwas konkreter untersuchen. Wir schreiben Af) (x) = la(x)|-
e Fiir jedes (t, €) ist |a(x)|? dx eine Wahrscheinlichkeitsdichte im Raum der Spalten;
denn wir kénnen

AL) = () ety x) - exn(E Q) - aly) dy

als ein Fourier-Integral (mit der passenden Normierung!) verstanden werden.

Beispiel 2.5.5. Bei sehr speziellen Annahmen iiber q(y) - e« "W kénnen wir die transfor-
mierte Funktion a(x) = |a(x)| - 3™ tatsichlich explizit berechnen.

q(y) = la(y)l - ec T = Const~exp(—‘7—22(y —g)z) 'eXp(%(U —7) )N() —
( ; >pJeXp(_%U'X)q(y) dy = alx)=la(x)|-e:5 =

27te
= const - exp(—ﬁ(x —%)?) - exp(—iy - x).

Das Resultat wird einpragsamer, wenn wir die iibliche Bezeichnung fiir die Dichten der
p-dimensionalen Normalverteilungen N (7, % 1) und N (%, (e0)? - I) beniitzen.

Wir halten fest, dass ein linearer Phasenfaktor % - T(y) eine Verschiebung der W-Dichte
hervorruft. Die Varianz dndert sich so, dass das Produkt = e? ist. Letzteres ist ein Phéno-
men, welches (in allgemeineren Situationen) als Heisenbergs Unschérferelation bekannt ist.
Eine schirfere Konzentration im Impulsraum ruft eine verringerte Schérfe im Ortsraum
hervor; und das Produkt der Unschérfen ist nach unten durch die Planck’sche Konstante
bestimmt: (Ap x Ax > h in sehr vereinfachter Notation).

Differentiation im Schwartz-Raum

Satz 2.5.27 (Gliedweise differenzierbare Fourier-Reihen).
Es sei f = 3 cne™ mit Y mlcn| < oo. Dann ist f stetig differenzierbar und es gilt
1 f'(1) = 5 ncpe™.

1
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Es sei f eine stetig differenzierbare 2m-periodische Funktion mit [f dt = 0, deren
Ableitung summable Fourier-Koeffizienten besitzt, 1 () =5 d.e™t mit > ldnl <
0o. Dann gilt do =0 und  f(t) =>_ Tlldnemt.

Beweis. Wir beweisen nur die erste Aussage. Die Differenzenquotienten haben die Form

Mt +h) — ()] =) cpe™n - [£A

Da die Funktion )lcsinx beschrdnkt ist, folgt die Behauptung aus dem Satz von der majo-
risierten Konvergenz.

Satz 2.5.28 (Differenzierbare Fourier-Integrale).
Wenn fiir eine integrable Funktion f(t) auf R die Funktion x - f(x) integrabel ist. dann ist
f stetig differenzierbar, und es gilt —x-f(x) = %?\’(X).

Es sei f(t) eine stetig differenzierbare Funktion auf R mit f(t) — 0 fir [t| — oo.
Wenn die Ableitung f'(t) direkt Fourier-invertierbar ist, dann ist auch f direkt Fourier-
invertierbar und es gilt  x - f(x) = H'(x).

Beweis. Wenn eine stetig differenzierbare Funktion f(t) integrabel ist, dann verschwindet
das Integral der Ableitung. Die Ableitung besitzt eine Stammfunktion, die im Unendlichen
verschwindet; wir nennen sie die ausgezeichnete Stammfunktion. Die tibrigen Stamm-
funktionen unterscheiden sich um eine Konstante und sind nicht integrabel. Sei nun f'(t)
direkt Fourier-invertierbar, und sei f die ausgezeichnete Stammfunktion. Partielle Inte-
gration ergibt dann

f'(x) = Jeit"f’(t) dt = [e’“xf(t)}io + Jixe“"f(t) dt =ix - f(x).

Der Beweis der ersten Behauptung funktioniert wie im diskreten Fall; wir iberlassen ihn
dem Leser.

Satz 2.5.29. Wenn sowohl f(t) als auch t - f(t) direkt Fourier-invertierbar sind, dann
ist T stetig differenzierbar und die Ableitung t' ist bis auf den Faktor i die Fourier-
Transformierte von t - f(t).

A o~

d
i) = TR

Beweis. Die Differenzenquotienten konvergieren nach dem Satz von der majorisierten
Konvergenz

27 —ith

i I(f(x+h) —f(t) = ijem% (e7™™—1)-t-f(t) dt

Notation. Ein p-Tupel nichtnegativer ganzer Zahlen & = (o, ..., &) heisst ein Multi-
index vom Gewicht k, wenn k = |a] = }_ «;.
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Fiir ein p-Tupel t = (ty,...,t,) definiert man t* =1t7" ----- tp?. Mit M® bezeichnen
wir den Operator der Multiplikation mit t*. Fiir eine komplexwertigen Funktion f =
f(t,...,tp) ist g = M*f die Funktion g(ty,...,t,) = t*- f(t,...,t,). Wir beniitzen
die Notation nicht nur fiir Funktionen f(t) auf dem Zeilenraum RY, sondern auch fiir
Funktionen F(x) auf dem Spaltenraum ]R]Sop. G = M*F, wenn G(x) = x*- F(x).

Sprechweise 2.5.2. Eine komplexwertige Funktion f von n reellen Variablen heisst k-
mal stetig differenzierbar oder auch k-glatt, wenn die partiellen Ableitungen 0*f fiir alle
Multiindizes mit Gewicht < k existieren und stetig sind. Wir beniitzen die Notation 0%
nicht nur fiir die fir die glatten Funktionen f(t) auf dem Zeilenraum Raum RY, sondern
auch fiir Funktionen F(x) auf dem Spaltenraum Rgp.

Die Differentialoperatoren vom Gewicht 1 nennen wir die elementaren partiellen Ab-
leitungen; wir bezeichnen sie auch mit 0 fiir j =1,...,p.

Man sollte wissen, und wir werden dariiber im Kapitel iiber stetige Differenzierbarkeit
ausfiihrlich sprechen: Wenn f zweimal stetig differenzierbar ist, dann gilt 0;(0yf) = 0y (0;f)
fiir alle j, k. Fiir eine k-mal stetig differenzierbare Funktion f erhélt man (fiir jeden Mul-
tiindex o = (o1, ..., &) vom Gewicht < k) die Funktion 0*f, indem man f gleichgiiltig
in welcher Reihenfolge, ocy-mal den Operator 94, ay-mal den Operator 0,, usw. anwendet.

Definition. Eine Funktion von n reellen Variablen f heisst eine Schwartz-Funktion, wenn
sie beliebig oft stetig differenzierbar ist und fiir alle Paare von Multiindizes «, 3 die Funk-
tion M*9Pf beschrinkt ist. Die Menge der Schwartz-Funktionen auf dem Zeilenraum wird
mit S (RE) bezeichnet; S (R‘S’p) bezeichnet den Schwartz-Raum {iber dem Spaltenraum.

Die beiden Schwartz-Rdume sind offenbar Vektorrdume, die auch gegeniiber punkt-
weiser Multiplikation abgeschlossen sind. Jeder der Multiplikationsoperatoren M* und
jeder der Differentialoperatoren 0% bildet den Schwartz-Raum in sich ab. Diese Operato-
ren sind lineare Operatoren. Fiir die elementaren Differentialoperatoren gilt die bekannte
Produktregel: 0;(f - g) = (9;f) - g + (0;9) - f. Eine interessante Konsequenz ist die Kom-
mutatorrelation 050 M; —M;o00;=1d fiirj=1,...,p.

Satz 2.5.30. Das Fourier-Integral liefert eine bijektive Abbildung der Schwartz-Rdume
FioS(RY) — S(RL); fo ()" [0 1) at =
Die Umkehrabbildung hat die Form
F ' S(RE) — S(RY); F Jei“t F(x) dx =F.
Fiir jeden Multimder « gilt
F(Mf) =i%.9%(Ff);  F(0%f) =i*. M¥(Ff)
FAMN) = (005 (F ) F (0 = ()% MAF )

Die Beweise haben wir oben fiir die elementaren Operatoren gefiihrt; und daraus ergibt
sich alles.
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