Lokalisierte Potentiale in der
elektrischen Impendanztomographie

Bastian Gebauer

bast i an. gebauer @eaw. ac. at
Johann Radon Institute for Computational and Applied Mathematics (RICAM)

Osterreichische Akademie der Wissenschaften, Linz, Osterreich

Rhein-Main Arbeitskreis
"Mathematics of Computation”
Johannes Gutenberg-Universitat Mainz, 23. November 2007

Bastian Gebauer: "Lokalisierte Potentiale in der elektrischen Impendanztomographie”



Ubersicht

Motivation
Existenz lokalisierter Potentiale

Konstruktion und numerische Beispiele

o o 0o b

Rekonstruktionsverfahren fur EIT

Bastian Gebauer: "Lokalisierte Potentiale in der elektrischen Impendanztomographie”



Motivation
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Elektrische Impendanztomographie

B: beschranktes, glatt berandetes Gebiet
S C 0B: relativ offene Teilmenge des Randes
o € L°(B): elektrische Leitfahigkeit in B
g € L2(S): an S angelegter Randstrom

~ Elektrisches Potential v € H} (B),

g aufs,

0 sonst.

EIT: Rekonstruiere (Eigenschaften von) ¢ aus Messungen von /g
zu einem oder mehreren Rangstrémen g.

Regularitatsannahme:
o erfullt (UCP) in zsh. Umgebungen U von S, d.h.,

u|5:O, 00,,u|5:0 — u = 0.

V-oVu=0IinU,
u|ly = const.,V C U offen — wu = const.
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Lokalisierte Potentiale

Konnen wir lokalisierte Potentiale (1.S.v. lokalisierter Energie) erzeugen?

niedrig niedrig niedrig

hoch hoch hoch

Einschrankungen:
®» Teilmengen hoher Energie missen mit S verbunden sein.
» Wegen (UCP) kann die Energie nirgenwo vollstandig verschwinden.

~+  Ziel: Folge (g,), so dass die Energie von (u,,) auf einem Teilgebiet
divergiert und auf einem anderen gegen Null konvergiert.

Energie eines Potentials u: /

o|Vul|* dz %/ Vul* dz ~ HUH%{I(Q)
Q <

Q
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Theoretische Motivation

Calderon Problem:
Ist o eindeutig bestimmt durch (lokalen) Strom-zu-Spannung Operator

Ay : L2(S) — L2(S), g+ ulg?

Fur Messungen auf komplettem Rand S = 0B:

~
~

e e

Eindeutige Identifizierbarkeit von o untersucht von Calderon 1980.

Fur glatte o gezeigt von Sylvester und Uhlmann 1987 fur n > 3 und
von Nachmann 1996 fur n = 2.

Flr n = 2 und allgemeine o € L°: Astala und Paivarinta 2006.

Offenes Problem flr allgemeine o ¢ L° (mit/ohne (UCP)) flr n > 3.
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Theoretische Motivation

Zusammenhang zwischen Calderon problem (mit S C 9B) und
lokalisierten Potentialen:

$» Monotonie-Eigenschatft:

Seien uq, us elektrische Potentiale zu Leitfahigkeiten o4, o5 flr den
selben Randstrom g € L2(.S). Dann ist

/ (01 — 09)|Vus P dz > ((Aw, — Aoy )g, g) > / (01 — 09)[Vun [? da.
B B

~ Ist o1 — o9 > 0 In einem Gebiet, indem sich die elektrische Energie
|Vuy|? lokalisieren lasst, dannist A,, # A, .

"Eine hohere Leitfahigkeit in so einem Gebiet kann nie mehr ausgeglichen
werden."
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Bekannte Ergebnisse

® Potential kann um Randpunkt = € S lokalisiert werden falls o € C?.
(Kohn, Vogelius 1984)

~ o|s und ihre Ableitungen auf S sind eindeutig bestimmt
(durch lokalen Spannung-zu-Strom Operator).

$» Mittels "Runge’s approximation property" lasst sich die Umgebung
hoher Energie ins Innere von B verschieben.
(Kohn, Vogelius 1985)

~  Stuckweise analytische ¢ sind eindeutig bestimmt.

® (?-Leitfahigkeiten o sind eindeutig bestimmt.
(Kenig, Sjostrand, Uhlmann 2007,

verwendet Kohn-Vogelius fur Bestimmung von o

s, 0,0|s.)
Hier:

® Lokalisierte Potentiale existieren flr beliebige o € L, die (UCP)
erftllen.
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Existenz lokalisierter Potentiale

H AT
[V e
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Virtuelle Messoperatoren

f e (HL(Q)): an Q angelegte ,Stromguelle”
Lo : (H; () — L3(S), f uls,
wobei u € H}(B),

/JVu-Vvdx:<f,v|Q> fur alle v € H.(B).
B

FallsQc B: V.oVu=f, c0y,ulop = 0.

(UCP) — WennQ; Ny =0, B\ (2 Uy) zusammenhangend ist
und an S angrenzt, dann ist R(Lq,) N R(Lq,) = 0.

Dualer Operator ist Ly, : L2(S) — H!(R2), g+ u|q, wobei

f
V-oVu =0, o0, ulop = { g auts,
0 sonst.
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Zsh. mit lokalisierten Potentialen

Lemma
Seien X,Y zwei reflexive Banachraume, A € £L(X,Y), y € Y. Dann ist

y € R(A) genaudann, wenn [{y/,y)| < C|A"Y| Vy €Y.
Korollar
Wenn || Lq, g|| < C||Lq,g| fur alle Randstrome g, d.h. [ju|q, || < C|lulg,|
flr die zugehorigen Potentiale u, dannist R(Lq,) C R(Lq,)-
Kontraposition
Wenn R(Lq,) € R(Lq,) dann existieren Strome (g,,), So dass fur die

zugehdrigen Potentiale (u,,) gilt

[unloy | H1(0,) — 00 und  luplo, |l H1(0,) — O
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Existenz lokalisierter Potentiale

Satz

Wenn Q; N Qy = 0, B\ (27 Uy) zsh. ist und an S angrenzt, dann
existieren Strome (g, ), so dass die (Energie der) zugehdrigen Potentiale
(uy,) auf €, divergiert und auf 2, gegen Null konvergiert, d.h.

/ o|Vu,|?dz — oo und / o|Vu,|* dz — 0.
Ql Q2
(s (25 92

A 3 3

Beweis verwendet nur Elliptizitatseigenschaften, analoge Argumentation
gilt z.B. in der linearen Elastizitat, Elektro- und Magnetostatik.
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Folgerungen

Korollar

Seien 0,09 € L (B), so dass (UCP) erflllt ist und A,,, A,, seien die
zugehorigen Strom-zu-Spannung Operatoren.

ISt o2 > o in einer Umgebung V' von S und oy — o1 € L(U) flr ein
offenes U C V, dann existiert (g,, ), SO dass

<(A02 - A01)gnagn> — 00,

also insbesondere A,, # A,,.
U

Konsequenzen (folgen bereits aus dem Kohn-Vogelius Resultat):

® |5 und seine Ableitungen auf S sind eindeutig bestimmt durch A,.

B ® Stlckweise analytische o sind eindeutig bestimmt durch A,.
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Konstruktion
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Konstruktion

Konstruktive Version des Existenzbeweises:
Seih € R(Lq,), h € R(Lg,). Definiere v, € L2(S) durch

Ya = (LQQL;M + Oé])_lh, a > 0.
Dann ist
|Lo,%ll2 < CllLg vl und || Lo, 7all = 00 fir o — 0.

1
| Lo, Ve

Die von den Stromen g, := erzeugten Potentiale u,,

erfullen
L, 9al? ~ | 0Vuaftds - x,
Q1

ILougall? ~ [ olVuafda—0.
2
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Konstruktion

Furo = 1:

® ). Randpotential eines elektrischen Dipolsin z € B, d.h. h, = u,|s,
wobel

Au, =d-VJ,, Oyuzlop =0
(d € R™, |d| = 1 beliebige Richtung).

® Wenn B\ © zusammenhangend ist und an S angrenzt, dann gilt fir
alle z ¢ 0Q2:

h, € R(La) genaudann, wenn 2z € (.

® Definieren wir zu h, Strome g, . und Potentiale u,, ., dann gilt

/ o|Viug,.|* dr — oo, / o|Vug,.|*dr — 0
Ql QQ

fur jede Umgebung 2, von z.
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Implementierung

Implementierung von Lq L.
LoLg : Li(S) — L2(S), g uls,
wobei v € H}(B) (fur Q c B) die Losung ist von
V:-cVu=V- XQVU und U8yu|aB = O,

mit der Losung v € H}(B) von

g aufs,
V.-oVo=0 und 0, =
7Yy 70y vlos {0 auf OB \ S.

v und u lassen sich mit Standardlésern fur lineare, elliptische Gleichungen
berechnen (hier: Comsol).
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Numerisches Beispiel

S S

Gesucht: Potential mit hoher Energie um z und niedriger Energie in (.
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Numerisches Beispiel

Abgebildet ist z — |Vug, . (2)
Farbskala abgeschnitten oberhalb von 2|Vu,, .(z)|.

, o wurde "von Hand" gewabhlt,

~ Lokalisierte elektrische Potential kbnnen in nahezu beliebige Gebiete
erzeugt werden.
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Rekonstruktionsverfahren fur EIT
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Rekonstruktionsverfahren fur EIT

Spezielle EIT-Anwendung: Detektion von Einschltssen.

Strom-Spannungs Operator mit Einschlissen:
Al g u1|8Ba

wobel

auf S
V-aVule 8yu1|33—{ I ’
0 sonst,

Mitoc =14 o1xq, o1 > 0.

Strom-Spannungs Operator ohne Einschlisse:

Ao . g uO|8B7

wobei uy die entsprechende Gleichung fur ¢ = 1
|Ost.

S

Ziel: Bestimme 2 aus dem Vergleich von A; mit Ay.
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Rekonstruktionsverfahren fur EIT

,Naheliegende” Verwendung lokalisierter Potentiale:

® Berechne Strome g, die lokalisierte Potentiale erzeugen mit hoher
Energie in einem Testgebiet U und niedriger Energie aul3erhalb.

$» Monotonie-Eigenschaft
~ ((Ag — A1)g, g) grol3, falls U die Einschlisse (2 schneidet.
~» Rekonstruiere () durch ,langsames Vergrol3ern geeigneter U”.

Nachteile:
® Dies bendtigt eine hohe Anzahl lokalisierte Potentiale.

®» Analoge ldee lasst sich einfacher realisieren mit speziellen
singularen Potentialen (Ikehata’s probe method, Potthast’s point
source/singular sources method).

Hier: ,weniger naheliegendes” (einfaches) Rekonstruktionsverfahren.
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Virtuelle Messoperatoren

Zusammenhang zwischen Ay — A; und virtuellen Messoperator Lg:

Lemma
Es existieren ¢,C' > 0, so dass

cl|LHgll® < (Ao — A1)g, 9) < OlLagll*  furalle g € L(S),

d.h. LQL;} ~ AO — Al.

Mittels Lq L, liefd sich ein Potential berechnen mit
hoher Energie in z ¢ 2 und niedriger Energie in (.

~ Einfaches Rekonstruktionsverfahren:
Gegeben z € Q, erzeuge mit A := Ay — A; so ein
Potential und bestimme daraus 2.

(Ein Punkt z ¢ Q muss daftir bekannt sein!)

W
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Rekonstruktionsverfahren

Satz
z ¢ Q, h,: elektrischer Dipolin z, ¢%:= A*(AA* +al)"th, ~ A~th,,
u® hom. Potential zu Randstrom ¢&/(Ag<, ¢%)3/2. Dann gilt

Vug(z)] o0 und |Vud(z)] —0 furzxze Q.

Zusammenhang mit der Faktorisierungsmethode (vereinfacht):

® Faktorisierungsmethode (Kirsch, Hanke, Bruhl,... ):
z ¢ Q genau dann, wenn ||[A~1/2h,| — oo.

® EIT-Analogon zur Arens-Variante dieses Kriteriums:
z ¢ Q genau dann, wenn |Vov2(z)| — oo,
wobei v¢ hom. Potential zum Randstrom g% ~ A~ 1h..

® Hier: z £ Qfest. |Vud(x)| — 0 falls z € €.
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Eigenschatften

Rekonstruktionsverfahren: Gegeben A = Ag — A4, z € Q, berechne
Potential ©& und markiere ,alle Punkte z, an denen |Vu¢ (x)| niedrig ist.”

“

e

A muss nur flr nur eine rechte Seite invertiert werden.
(Benotigt bei iterativer Durchfiihrung nur wenige Messungen.)

Nur ein homogenes Vorwartsproblem muss gel6st werden.
Unabh&ngig von Anzahl der Einschlisse.

|'Vug| kann auch aul3erhalb Q2 niedrig sein. Verfahren findet lediglich
eine Obermenge von (!

Was bedeutet ,niedrig” in praktischen Anwendungen?

Verfahren liefert eine sehr schnelle, grobe Rekonstruktion der
Einschliusse.
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Numerisches Beispiel




Zusammenfassung

®» Lokalisierte elektrische Potentiale existieren fur fast beliebige
Leitfahigkeiten in fast beliebigen Gebieten, wenn diese mit dem Rand
verbunden sind.

® Konsequenz fur das Calderon Problem mit lokalen Messungen:

Zwel Leitfahigkeiten konnen durch Messungen unterschieden
werden, falls die eine auf einem mit dem Rand verbundenen
Teilgebiet grofier ist.

® Lokalisierte Potentiale kbnnen praktisch durch Losung schlecht
gestellter Problem rekonstruiert werden.

® Fir die Detektion von Einschlissen in der EIT erhalt man eine
schnelle, grobe Rekonstruktion durch Konstruktion eines lokalisierten
Potentials.
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