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M otivation
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Ein parabolisch-elliptisches Problem

Warmeleitungsgleichung:

u(x,t): Temperatur c(z): Warmekapazitat k(x): Warmeleitfahigkeit

Spezialfall:

c(x) = xa(r) = { (1) :2 g

wobei Q C B, Q := B\ Q

k€ L (B)

® Parabolischin Q (FUr x = 1: Oyu — Au = 0)
® Elliptisch in @ (FUr x = 1: Au = 0)
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Anwendungen

Anwendungen:

® Gebiet mit Einschlissen sehr viel hoherer Warmekapazitat

» Ammari, Buffa, Nédélec (2000):

Streuung niederfrequenter elektromagnetischer Wellen an elektrisch
leitfahigen Objekten in nicht-leitender Umgebung:

1
&g(aE) —rot —rot £ = —8tJ
]
o. Leitfahigkeit, . Permeabilitat,
J. (erzeugende) Strom, E. elektrische Feld

® Wirbelstrome in unendlich langem Zylinder
Fiur B=R? k=1: MacCamy, Suri (1987), Costabel (1990)
Costabel, Ervin, Stephan (1990)
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Direktes/ Inver ses Problem

® Direktes Problem: Existenz einer Losung u(z,t) von
Ot(xa(x)u(x,t)) — V- (k(x)Vu(z,t)) =0, (x,t) € Bx|0,T]

Physikalisch sinnvoll:
# Randwerte: u|sp oder kO, u|op
# Anfangswerte: u(z,0) =0 furx €
» Interfacebedingungen: [u]spq =0, [k, ulsq =0

® [nverses Problem: Bestimme ()2 aus Randmessungen

(u|om, KO, uloB),
d. h. aus dem Neumann-Dirichlet-Operator

Ay kKO ulap — ulspB
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Das direkte Problem
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Mathematische Formulierung

Die Gleichung
Ot(xqu) — V- (kVu) =0, inBx]0,T| (PEP)

ist definiert fur w € HY9(B) := L*(0,T, H'(B)) durch

/OT/Qu(:E,t) Orp(x,1) da;dt_/OT/Bvu(%t).vgp(x’t) dedt = 0

far alle p € D(Bx]0,T)).

Fur Losungen v € H*Y(B) von (PEP) sind definiert:
ulpp € HY/?9(0B), kO, ulop € H1/22(0B),
u—'_‘ag EH1/2’0(5’Q), u_|3Q €H1/2’0(aﬂ),
Iiayu+ ‘aQ c H—l/Z’O(aﬂ), kO, u~ |3Q c H—1/2’—1/4(8Q).
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| nter facebedingungen

Lemma
u € HYY(B) lost genau dann (PEP), wenn v € H°(B \ ) und

ou —V - (kVu) = In Qx10,7T7,
V- (kVu) = in Qx]0, T,

kO, uly =0,

lu]y, = 0.

~ Physikalisch sinnvolle Interfacebedingungen sind bereits in (PEP)
enthalten.

(PEP) ist Spezialfall eines Diffraktionsproblems mit

(KO, ulpn =1 € H_1/2’0(8Q),
[u]aQ :f ~ H1/2’0(5’Q).
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Anfangsbedingung / Eindeutigkeit

Lemma
Ist w € HYY(B) eine Lésung von (PEP), dann ist

ulg € W(0,T, H'(Q), H'()") € C°([0,T], L*())
beziiglich HY(Q) — L?(Q) — H(Q)'.
u Ist eindeutig bestimmt durch Vorgabe von

R@Vu‘aB c H_%’O((?B),
u(z,0) € L*(Q).
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Existenz

Lemma
Zu jedem g € HQ_?’O(@B) existiert eine Losung v € HY(B) von (PEP) mit

kO,ulop =¢ und u(x,0)=0 inQ.

u hangt stetig von g ab.

Beweis mit Projektionslemma von Lions:
Gegeben Hilbertraum H, ® < H und Bilinearform a : H x & — R mit

® Firalle p € ®istu— a(u,p) stetig.
® Esexistiert a > 0 mita(p, p) > al|¢||% fur alle ¢ € ®.

Dann existiert fur alle [ € H’ ein ug € H, so dass

y 1
a(ug, ) =1(p) furalle pe ® und |ug|lg < - ]| £
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Variationelle Formulierung

Lemma

Firg € Hgi’o(aB) sind aquivalent:

® e HYO(B)lost (PEP), u(x,0) = 0in Qund xd,ulss = g.
® uc HY(B), ulg e W, u(x,0) =0in Q und u erfullt

T T T
/ ((u\g)’,v\g>dt+/ / kVu-Vodedt = / (g,v|op) dt
0 0 JB 0

fur alle v € HY%(B).

Analoge Resultate gelten flr Diffraktionsproblem mit vorgebenen

[/iayu]ag =) € H_l/Q’O(aQ) und [u]ag =fe H1/2’0(8Q).
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Das inver se Problem
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Randmessungen

Randmessungen an Gebiet mit und ohne Einschluss:
(nun zusatzlich K = 1 4 ~Rxq, k € L (1))

|A11 9'—>U1|aB,I Ay : 9'—>U0|aB,I

Ot(xqui) —V - (kVuy) =0, Aug = 0,
0yu1|33 =g, 8yu0|83 — 9.
U1($,0)|Q = 0.
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Virtuelle M essungen

. eingespeister Warmefluss auf of)

OB L: ¢—uvlgg, wobei
Av(z,t) = 0 in Qx]0,T7, (1)
Oyvlgp = 0 auf 0Bx]0,T], (2)
(9,/U|aQ = w auf 8Q><:O,T:. (3)

Aus R (L) kann €2 bestimmt werden:

v.lop € R(L) genaudann, wenn z € Q

mit einer Losung v, von (1) in B\ {z}, (2) auf 9B und Singularitat in z € B,

(z. B. Richtungsableitung der Fundamentallosung der Laplace-Gleichung)
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Faktorisierungsmethode

Fur ,ahnliche Probleme” existiert Faktorisierung: Ag — Ay = LFL*

—1p0 Ao—A1 1y
H, 2" (dB) ~ HZ"(dB)

T 7

0 — _%70
(2) 75~ Ho *7 (%)

<%I)—l

Allgemein qilt:
AA* = BB* = TR(A)=R(B).

Sind Ag — Aq, F selbstadjungiert und positiv, so folgt
R((Ao — A1)Y?) = R(LF/?)
Ist F' bijektiv, so ergibt sich die Bildraumidentitat:
R((Ao — A1)Y?) = R(L)

R(L) (und damit 2) kann aus den Messungen Ay, A; berechnet werden.
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Faktorisierungsmethode

Bildraumidentitat R(L) = R((Ag — A1)/?).

® wurde urspringlich von Kirsch flr Inverse Streuprobleme entwickelt

$» wurde gezeigt fur
» Elektrostatik (Hahner)

o EIT (Brahl, Hanke), auch mit verschiedenen Elektrodenmodellen
(Bruhl, Hanke, Hyvonen) und im Halbraum (Schappel)

o Diffusionsprobleme (Kirsch), auch mit Robin-Randbedingungen
(Hyvonen)
» allgemeine reelle elliptische Probleme (G.)

Bisher sind keine Anwendungen auf zeitabhéangige Probleme gelungen.

Gilt die Bildraumidentitat in diesem parabolisch-elliptischen Fall?
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Hauptresultat

® Bildrauminklusionen:

11/2 .
R(A#) CR(L), A: symmetrischer Anteil von A; — Ay,

R(AY2) D R(L|v), V = HY40,T, Hy ' (09))

® Die singularen Funktionen v, erflllen
v.lop € R(L) genau dann, wenn  z € ,

und ayvz‘ag eV.

- 2z € genaudann, wenn wv,|gg € R(AY?).
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Konseguenzen

z € genaudann, wenn wv,|sp € R(AY/?).

® Theoretisches Resultat:

‘ () 1st eindeutig bestimmt durch A;. I

® Rekonstruktionsalgorithmus:

Fiir alle z € B berechne v, und teste, ob v.|s5 € R(AY?).

# nichtiterativ, bendétigt keinen Vorwartsloser
# unabhangig von Art (x1) und Anzahl der Einschlisse

» Bildraumtest v, |55 € R(AY/?) muss numerisch implementiert
werden
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Numerische Ergebnisse
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| mplementierung

z € genaudann, wenn wv,|sp € R(AY/?).

A injektiv, kompakt, selbstadjungiert ~- Spektralzerlegung (uy, o) von A

A2y, = ai/Quk, o, >0, keN

Picard-Kriterium:

~ 1
v:lop € R(A'Y/?) genaudann, wenn Y —(v.]op,us)” < o0

0}
keN K

Numerische Implementierung:

Gegeben eine (endlich-dim.) Naherung an A mit Spektralzerl. (i, 5)7_,

n

1 oo
teste, ob Z —(v,|pm,@x)? klein” ist.
Ok

k=1

I P
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Numerische Ergebnisse

-0.8F

-0.6F

-0.4}

-0.2F

0.2F

04F

0.6

0.8

Rekonstruktionen eines und mehrerer Einschlisse.
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Numerische Ergebnisse

-0.8

-0.6

-0.4f

-0.21

0.2

0.4

0.6

0.8

Rekonstruktion eines nichtkonvexen Einschlusses
(links: mit exakten Daten, rechts: mit 0.1% Rauschen)

Applet zur Faktorisierungsmethode in der Impedanztomographie:
http://ww. nuneri k. mat hemat i k. uni - mai nz. de/ gei t/
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