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Kapitel 1

Einleitung

Hadamard (1865-1963) nannte ein Problem wohlgestellt, falls

1. eine Losung existiert (Existenz),
2. die Losung eindeutig ist (Eindeutigkeit),

3. die Losung stetig von den Eingangsdaten abhingt (Stabilitdt).

Trifft eine dieser Eigenschaft nicht zu, so spricht man von einem schlecht gestell-
ten Problem (engl.: ill-posed).

Seien X, Y Hilbertrdume und A : X — Y ein stetig und linear. Dann ist das direkte
Problem, zu gegebenem x € X den Vektor y = Ax zu berechnen, offenbar wohl-
gestellt. Fiir das dazugehorige inverse Problem, eine lineare Gleichung Ax =y zu
16sen, bedeuten die Hadamard-Kriterien:

* Existenz: y € Z(A) bzw. A surjektiv.
* Eindeutigkeit: A injektiv.

« Stabilitit: A~! stetig.

In dieser Vorlesung untersuchen wir schlecht gestellte Probleme, bei denen eine
oder mehrere dieser drei Eigenschaften nicht erfiillt sind. Wir werden zeigen, in
welchem Sinne wir bei Verletzung der ersten beiden Punkte dennoch von einer
eindeutigen (und fiir Anwendungen relevanten) Losung sprechen konnen und wie
Probleme mit unstetigem A~! dennoch stabil gelost werden konnen.

1



KAPITEL 1. EINLEITUNG

1.1 Ein Beispiel aus der Finanzmathematik: Risiko-
abschétzung einer bindren Option

Wir betrachten eine bindre Option (auch: digitale Option oder Cash-or-Nothing-
Option). Der Kiufer einer solchen Option erhilt zu einem spéteren Zeitpunkt (am
Verfallszeitpunkt/maturity date) einen festgelegten Betrag (payoff), falls dann der
Kurs einer bestimmte Aktie (Basiswert, underlying) iiber einem gewissen Wert
(strike) liegt. Ansonsten erhdlt er nichts.

Die linke Seite von Abbildung 1.1 zeigt den fairen Preis V einer solchen Option
in Abhéngigkeit vom Kurs des Underlyings So. Die rote durchgezogene Kurve
zeigt dabei analytisch berechnete Werte. (Fiir solch einfache Beispiele existie-
ren geschlossene Losungsformeln.) Schwarz gepunktet sind (mit dem sogennnten
Monte Carlo-Verfahren) numerisch gendherte Werte eingezeichnet. Beide Kurven
stimmen sehr gut iiberein.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 [ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abbildung 1.1: Analytisch und mit Monte Carlo berechneter Optionspreis (linkes
Bild) und daraus jeweils mit finiten Differenzen berechnetes Delta (rechtes Bild).

Zur Risikobewertung einer bindren Option ist es wichtig zu wissen, wie stark der
Preis V vom Kurs des Underlyings Sy abhédngt, ob etwa schon minimale Kurs-
schwankungen grofle Wertschwankungen der Option auslésen konnen. Hierfiir
relevant ist das sogenannte Delta

av

A=
S0

Die rechte Seite in Abbildung 1.1 zeigt das mittels finiter Differenzen aus den

Kurven auf der linken Seite berechnete Delta.

So+h) —V(So)
h

1%
A(Sp) ~ ( , h=10"°



1.2. HINTERGRUND: ABLEITEN ALS INVERSES PROBLEM

Wihrend die numerisch berechneten Optionspreise noch sehr gut mit den kor-
rekten (analytisch berechneten) Werten iibereinstimmt, sind die daraus numerisch
berechneten Ableitungen offenbar vollig unbrauchbar. Der Grund dafiir ist, dass
durch die Division durch /£ die in der numerischen Bewertung vorhandenen Fehler
um das 1/h = 1000-fache verstirkt werden und so das Ergebnis ruinieren.

1.2 Hintergrund: Ableiten als inverses Problem

Der Grund fiir die beobachtete Instabilitét ist, dass die Ableitung einer Funktion
nicht stetig von den Funktionswerten abhéngt. Ein einfaches Beispiel ist

1
fu(x) = — sin(nztx),  f,(x) = cos(nmx)
n
Offenbar konvergiert f,,(x) glm. auf [0, 1] gegen die Nullfunktion. Man kann je-
doch zeigen, dass f;(x) fiir keinen Punkt x € (0, 1] konvergiert.

Wir kdnnen die Ableitung auch als inverses Problem zu einer linearen Abbildung
zwischen Hilbertrdumen auffassen. Dazu definieren wir

A: L*0,1) = L*(0,1), Af:= /xf(s)ds
0

Man rechnet leicht nach, dass A tatsichlich eine Abbildung von L?(0,1) nach
L%(0,1), sowie linear und stetig ist. AuBerdem ist Af — g = const. genau dann,
wenn f = g’ (im Sinne der schwachen bzw. distributionellen Ableitung).

Offenbar ist auch

| I
Afy=tor Nhli2n =

2n2r? 2’
dh. |Af,|| = <L || £2]|. A kann also nicht stetig invertierbar sein. Das Ableiten einer
Funktion ist ein schlecht gestelltes, inverses Problem.

und £l 00y =

1.3 Parameteridentifikationsprobleme

Viele Vorginge in den Natur- und Wirtschaftwissenschaften lassen sich durch par-
tielle Differentialgleichungen beschreiben, deren Losung die Vorhersage des Ver-
haltens eines Systems bei vollstindiger Kenntnis aller dazu notigen Parameter
ermoglicht. So beschreibt z.B.

=V (a(x)Vu(x)) = f(x) Vx € Q
u(x)=0 Vx € dQ



KAPITEL 1. EINLEITUNG

die stationdre Wirmeverteilung in einem Korper Q dessen Rand auf Nulltempe-
ratur gehalten wird. u(x) ist dabei die Temperatur im Punkt x. a(x) ist die Wirme-
leitfidhigkeit und f(x) ist eine von auBen angelegte Wirmequelle.

Das dazugehorige inverse Problem ist es, die Wirmeleitfdhigkeit des Korpers
durch Messungen der Temperatur u(x) zu bestimmen. Wir betrachten ein einfa-
ches eindimensionales Beispiel:

—(a(ux(x))x = f(x)  x€(0,1)
mit #(0) = 0 = u(1). Falls u, nirgendwo verschwindet, dann erhalten wir

ate) =~ (a0 [ )05

ux(x)

Um a zu berechnen, miissen die Temperaturmessungen u(x) also differenziert
werden, was wie im letzten Abschnitt erklirt ein schlecht-gestelltes Problem dar-
stellt. Zusitzliche (nicht-lineare) Instabilititen konnen durch die Division durch
den moglicherweise kleinen Ausdruck u,(x) auftreten.



Kapitel 2

Lineare inverse Probleme

Der Aufbau dieses Kapitel folgt an vielen Stellen dem sehr empfehlenswerten
Lehrbuch [Rieder].

2.1 Einige Grundbegriffe

Es seien stets X,Y,Z (reelle) Hilbertrdume mit Skalarprodukten (-,-)x, (+,-)y und
dadurch induzierten Normen ||-|| ., ||-[|y-

Definition und Satz 2.1
Sei A: X —Y linear. Dann sind dquivalent:

(a) A ist stetig.
(b) A ist beschrinkt, d.h. es existiert C > O mit

|Ax|ly <C||x||xy fiirallex € X.
Seib: X xY — R bilinear. Dann sind dquivalent:

(a) b ist stetig.
(b) b ist beschrinkt, d.h. es existiert C > 0 mit
b(x,y)| < Cllxllx [Iylly ~ fiirallexe X, yeY.

Beweis: Wir setzen das als bekannt voraus und verweisen z.B. auf [Alt]. O
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KAPITEL 2. LINEARE INVERSE PROBLEME

Definition und Satz 2.2
Den Vektorraum aller stetigen linearen Abbildungen von X nach'Y bezeichnen wir
mit £ (X,Y). £ (X,Y) ist ein Banachraum mit der Operatornorm

|| Ax]|
1Al x ) ==su L= sup [Axly.
0 [1Xllx =t

Wir schreiben auch abkiirzend £ (X) := £(X,X) und X' := £ (X,R). X heif3t
auch der Dualraum von X.

Beweis: Auch das setzen wir als bekannt voraus und verweisen auf [Alt]. ]

Satz 2.3 (Lax-Milgram)
Es sei X ein Hilbertraum und

b:XxX —R,
eine stetige, symmetrische, koerzive Bilinearform, d.h.

b(u,v) = b(v,u) Yu,v € X (Symmetrie),
AC >0 : |b(u,y)| <Cllull]v|| Vu,veX (Stetigkeit),
3B >0 : blu,u) > B |ul? YueX (Koerzivitdit)
und b ist in beiden Komponenten linear. Weiterhin sei l € X'.

Dann existiert genau ein u € X mit
b(u,v)=1(v) fiiralleveX. (2.1)

u héngt stetig und linear von [ ab,

1
lullx < Elllllx'-

und u ist das eindeutige Minimum von
1
J: X—=>R, J):= Eb(v,v) —(L,v).

Beweis: Ubungsaufgabe. O

Bemerkung 2.4

(a) Nimmt man als Bilinearform b das Skalarprodukt (-,-)x in einem Hilbertraum
X, so sind offenbar alle Voraussetzungen von Satz 2.3 erfiillt. Es gibt also zu
jeder Linearfom | € X' ein & € X, so dass

(&, x)x =1(x) fiirallexeX



2.1. EINIGE GRUNDBEGRIFFE

und 1: X' — X, 1 — & ist eine stetige lineare Abbildung.

1 besitzt eine eine stetige lineare Inverse, denn zu jedem & € X ist durch
I: X—>R, [(x):=(&x)x fiirallexeX
eine Linearform definiert mit 1(1) = & und

il = sup L _ g (80
A PR P

=1&llx-

X ist daher isometrisch isomorph zu X’'. Dies bezeichnet man auch als Riesz-
schen Darstellungssatz.

(b) Nach Definition und Satz 2.2 ist X' ein Banachraum. Durch das Skalarprodukt

(h, )y = (1(lh),1(l2))x

wird X' sogar zum Hilbertraum.

(c) SeiA € £(X,Y). Fiir jedes y € Y definiert | : x— (Ax,y)y eine stetige Line-
arform | € X' und daher existiert

EeX mit (x,&)x =(Ax,y)y.

Auperdem héingt in dieser Konstruktion & € X stetig und linear von | € X" und
dieses stetig und linear vony € Y ab.

Zu jedem A € £ (X,Y) kann daher der adjungierte Operator A* € Z(Y,X)
definiert werden durch

(x,A"y)x = (Ax,y)y Vx€X,y€Y.
Man zeigt leicht, dass (A*)* = A.

Satz 2.5
Ist V C X ein abgeschlossener Unterraum, dann ist V mit dem Skalarprodukt aus
X selbst ein Hilbertraum.

Beweis: Offenbar ist (-,-)x auch ein Skalarprodukt auf V und die Vollstindigkeit
folgt direkt aus der Abgeschlossenheit und der Vollstindigkeit von X . U

Definition und Satz 2.6
Sei V C X ein (nicht notwendigerweise abgeschlossener) Unterraum.



KAPITEL 2. LINEARE INVERSE PROBLEME

Wir definieren Py € £ (X) durch Pyx = v fiir x € X, wobei

v = argmin|[x — V|| .
e

Py heif3t orthogonale Projektion auf'V .

Aufserdem definieren wir das orthogonale Komplement durch

Vi={xeX: (x,V)=0}:={xeX : (x,y)=0 WweV}.

Dann gilt
(a)
v=Px <= veV und y—xev,
insbesondere ist also #(Py) =V und N (Py) = v
(b) VI =V,
(c) X=VaVt
(d) (VH)F=V.

(e) FiirAc Z(X,Y) ist N (A*) = Z(A)™ .

(f) FiirA € L (X,Y) ist #(A*) = N (A)™ .
Beweis: Es ist

) . ) 2 (1,
arg min|[x— 7|y = argmin|lx— 7% = argmin ( £ (7,7)x — (x.7)x
vev vev vev \ 2

Da V ein Hilbertraum ist (Satz 2.5), existiert nach dem Satz von Lax-Milgram
(Satz 2.3) genau ein Minimum von %(¥,7)x — (x,7)x, dieses ist die eindeutige
Losung von

(vw)=(x,w) YweV <+ y—xeV"

und v hingt stetig und linear von x ab. Damit ist gezeigt, dass P, € .Z/(X) wohl-
definiert ist und (a) gilt. Offenbar ist auch P% = Py, also Py tatsichlich eine Pro-
jektion.

(b) folgt durch stetige Fortsetzung.
() VNV+ =0istklar und jedes x € X lisst sich (stetig) zerlegen in

x=Ppx+(x—Ppx) eV+VE



2.2. UNBESCHRANKTE LINEARE OPERATOREN

() Klar: V C (V) = (vt
Ist umgekehrt x € (V1)+, dann ist nach (a)

Pyx—xcV*t, aberauch Pyx—xc (VH)*,
also (Pyx —x, Pyx —x) = 0 und damit x = Pyx € V.
(e)

R(A)F={neY : (n,y)=0VyecZ(A)}
={ney :0=(nAx)=(A"n,x) Vxe X}
={ney : A"'n=0} =4 (A%).

() Aus (A*)* = A, (e) und (d) folgt

2.2 Unbeschrinkte lineare Operatoren

Es seien weiterhin X, Y und Z reelle Hilbertraume.

Definition 2.7
SeiV C X ein Unterraum von X. Eine lineare Abbildung A : V — Y bezeichnen wir
auch als Operator von X nach Y mit Definitionsbereich Z(A) =V und schreiben

A: 2(A)CX =Y.

Wenn wir die Schreibweise von Definition 2.7 verwenden, wird meistens Z(A)
dicht in X liegen und A unbeschrinkt sein.

Definition und Satz 2.8
Seien A, B und C (moglicherweise unbeschrdinkte) lineare Operatoren mit Defini-
tionsbereichen Z(A), Z(B) und 2(C).

(a) Wir schreiben A C B falls
P(A) CY(B) und Ax=Bx Vxe Z(A).

Wir schreiben A = B falls zusditzlich 2 (A) = Z(B).



KAPITEL 2. LINEARE INVERSE PROBLEME

(b)

Wir definieren A + B und AB punktweise auf den natiirlichen Definitionsberei-
chen

P(A+B)=2(A)NZ(B), P(AB)={x<€ Z(B) : Bxe Z(A)}.
Fiir 0 # a € R definieren wir A punktweise auf
Z(aA) = 2(A).

0A ist der (beschrdnkte und iiberall definierte) Nulloperator.

(c) Es gelten die folgenden Rechenregeln
(A+B)+C=A+(B+0C), (A+B)C =AC+BC,
(AB)C = A(BC), A(B+C) DAB+AC.
Beweis: Ubungsaufgabe O
Definition und Satz 2.9

(a)

(b)

(c)

10

Die adjungierte Abbildung eines linearen Operators
A: 2(A)CX =Y
mit dichtem Definitionsbereich 9(A) ist der durch
(Ax,y) = (x,A"y) Vxe€ P(A),y € D(A") (2.2)

eindeutig definierte lineare Operator A* : P (A*) C Y — X mit Definitionsbe-

reich
D(A*):={y€eY : x> (Ax,y) ist stetig auf P(A)}

SindA: P(A) CY —Z, B: 2(B) CX — Y und AB lineare Operatoren mit
dichten Definitionsbereichen, dann ist

(AB)* D B*A*.
IstA € Z(Y,Z), dann gilt sogar (AB)* = B*A*.
Ein linearer Operator A : D(A) C X — X heifst symmetrisch, falls
(Ax,y) = (x,Ay) Vx,y € Z(A).
Ist Z(A) dicht in X, so gilt
A symmetrisch <= ACA",

und A heif3t selbstadjungiert, falls A = A*, also zusditzlich 2(A) = 2(A™) gilt.



2.2. UNBESCHRANKTE LINEARE OPERATOREN

Beweis: (a) Offenbar ist Z(A*) ein Unterraum von Y. Fiir y € Z(A*) kann die

(b)

(c)

Abbildung x — (Ax,y) zu einer stetigen linearen Abbildung X — R fortge-
setzt werden, nach dem Satz von Riesz (Bemerkung 2.4) existiert also genau
eine Losung A*y der definierenden Gleichung (2.2). Die Linearitit von A* ist
klar.

Seiy € Z(B*A*). Es ist zu zeigen, dass
ye€ 2((AB)") und B*A"y=(AB)%y.
Ersteres gilt, falls x — (ABx,y) stetig ist auf Z(AB).
Um dies zu zeigen, nutzen wir aus, dass fiir x € Z(AB) gilt
(ABx,y) = (Bx,A"y) = (x,B*A"y),

wobei die erste Gleichheit aus Bx € Z(A) und y € Z(A*) und die zweite
Gleichheit aus x € Z(B) und A*y € 2(B*) folgt. Da x — (x,B*A*y) stetig ist,
ist also auch

x+— (ABx,y) = (x,B*A™y) stetig auf Z(AB)

und damit ist y € Z((AB)*) gezeigt. Zusammen mit x € Z(AB) folgt damit
dann aber auch

(x,B*A*y) = (ABx,y) = (x,(AB)*y) Vx € 2(AB), y € 2(B*A").

Da die linke und rechte Seite stetig in x sind und Z(AB) C X dicht liegt, folgt
daraus, dass

(x,B*A*y) = (x,(AB)*y) Vx€X,y€ Z(B*A)
und somit B*A*y = (AB)*y. Damit ist B*A* C (AB)* gezeigt.

Nun sei A beschrinkt. Um (AB)* = B*A* zu beweisen, miissen wir nur noch
zeigen, dass Z((AB)*) C Z(B*A*). Sei also y € Z((AB)*). Dann ist fiir alle
x € 9(AB)

(x,(AB)"y) = (ABx,y) = (Bx,A"y).

wobei wir in der zweiten Umformung A € .Z(X,Y) verwendet haben. Es ist
also x — (Bx,A*y) stetig in Z(AB) = Z(B) und damit A*y € Z(B*). Also ist
y € Z(B*A*), womit die Behauptung folgt.

Sei A symmetrisch mit dichtem Z(A). Fir alle y € Z(A) ist
x> (Ax,y) = (x,4y)
stetig, alsoy € Z(A*) und Ay = A*y fiir alle y € Z(A), d.h. A C A*. Die Riick-

richtung ist trivial. U

11



KAPITEL 2. LINEARE INVERSE PROBLEME

Bemerkung 2.10
Achtung! Alle von A gebildeten Ausdriicke hingen automatisch auch von 2(A)
ab, insbesondere auch A* und 2(A*)!

Es gibt oft mehrere natiirliche Méglichkeiten 9(A) zu wéihlen, der Definitions-

bereich muss nicht der ,,maximal mogliche” sein. Umgekehrt ist 9(A*) entspre-
chend Def. 2.9 eindeutig durch A und 9 (A) festgelegt und muss ebenfalls nicht
mit dem ,,maximal moglichen” Definitionsbereich iibereinstimmen.

Beispiel 2.11

Wir definieren die (eindimensionalen) Sobolevriume
H'(0,1)={uecL?(0,1) : ' €L*(0,1)}
Hj(0,1) = {u ceHY(0,1) : u(0)=u
Hy(0,1)={ueH'(0,1) : u(0)=u

Auf allen drei Ridumen konnen wir den unbeschrinkten Ableitungsoperator defi-
nieren

Ar: D(A)) CL*(0,1) = L*(0,1), Af=f", D(A;)=H'(0,1),
Ay D(A2) CL%(0,1) = L*(0,1), Asf =f', D(Ay)=H;(0,1),
Az: D(A3) CL*(0,1) — L*(0,1), Asf=f, D(A3)=HL0,1).

Dann kann man zeigen, dass (siehe z.B. [Rudin, Ex. 13.4])

AT =—Ay, Ab=-A, Aj=—As.

2.3 Moore-Penrose-Inverse

In diesem Abschnitt ist immer A € Z(X,Y) ein linearer beschriankter Operator
zwischen Hilbertrdumen X und Y. Wir interessieren uns fiir die Losung der linea-
ren Gleichung

y=Ax

fiir moglicherweise nicht injektives und/oder nicht surjektives A.

Satz 2.12
Seiy € Y. Aquivalent sind

(a) xeX lb’stAx:P%y

12



2.3. MOORE-PENROSE-INVERSE

(b) x € X minimiert das Residuum

[Ax—ylly < [[AS —ylly VS eX.

(c) x € X lost die Normalengleichungen
A*Ax =A"y. (2.3)

Beweis: (a) <= (b) : Nach Definition und Satz 2.6 gilt

Ax=FPgpy < |Ax—yl[<[n—y| vneZ(A).

und die rechte Aussage ist mit stetiger Fortsetzung dquivalent zu (b).

(a) <= (c¢) : Nach Definition und Satz 2.6(a),(e) ist

Ax=Popy = Ax—y e RA)F = N (A*) — A'Ax=A"%),

also gilt (a) <= (c). Il

Satz 2.13
(a) Zu y €Y existiert genau dann eine Losung der Normalengleichungen (2.3),
wenny € Z(A) ®RZ(A)" .

(b) Zuy € Z(A)DIR(A)* existiert genau eine Losung x* der Normalengleichun-
gen mit minimaler Norm,

A'AXT =A%y und  ||xT|| < |lx]| Vxe (A*A) 1A%y,
Beweis:

(a) Lost x die Normalengleichungen, so ist Ax —y € Z(A)*, also

y:Ax—i-y—Aer@(A)EB,@(A)L.

Ist umgekehrt y € Z(A) © Z(A)*, also y = Ax+1 mit N € Z(A)*+ = A (A¥)
dann folgt A*y = A*Ax.

(b) Die Menge U := (A*A)~!A*y ist das Urbild der abgeschlossenen einelementi-
gen Menge {A*y} unter der stetigen Abbildung A*A. U ist also abgeschlossen
und damit vollstiandig.

Fiir die eindeutige Existenz eines Elementes x* € U mit minimaler Norm zei-
gen wir, dass jede minimierende Folge x,, € U, lim,_ ||x,|| = infyep || x|| eine

13



KAPITEL 2. LINEARE INVERSE PROBLEME

Cauchy-Folge ist: U ist offenbar konvex, insbesondere ist fiir alle n,m € N
auch %xn + %xm € U und damit

1 1
~Xp+ = Xm

inf |[x|| <
Inf < || 32+ 5

1 1
<> ll+ 5 el = nf ] firm — oo

Es folgt, dass

2

1

inf ||x||* = lim ‘
xeU n,m-—oo

1 1 1
= lim <ZHanz+§(xn,xm)+ZmeHZ),

n,m—soo
also 1imy, jy—yeo (X4, X ) = infrey ||x||2 und damit

lim |[x, — x||> = 0.
n,m—yoo

Da U vollstindig ist, existiert x* := lim, o X, € U.

J’_ _ . -
™| = Jim flxal| = inf ],

also ist x* eine Losung der Normalengleichungen mit minimaler Norm.

SchlieBlich kann es keine weitere von x* verschiedene Losung £ der Nor-

A

malengleichungen mit minimale Norm geben, da sonst x™,£,x,%,... eine
minimierende Folge, jedoch keine Cauchy-Folge wire. U

Definition 2.14
Zu A € Z(X,Y) definieren wir die Abbildung
AT 9AT)CY =X, yxT,

mit dem Definitionsbereich P(A") := % (A) ® Z(A)*, durch die entsprechend
Satz 2.13b) eindeutig bestimmte Minimum-Norm-Losung x* der Normalenglei-
chungen.

AT heifit verallgemeinerte oder Moore-Penrose-Inverse von A.

Satz 2.15
(a) P(AT) =Y, genau dann wenn % (A) abgeschlossen ist.

(b) Z#(AT) =N (A) .
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2.3. MOORE-PENROSE-INVERSE

(c) Lost x die Normalengleichungen A*Ax = A*y, so ist x™ = PJ,/(A)Lx
(d) AT ist linear:

Beweis: (a) Gilt Z(A) = Z(A), soistY = Z(A) & Z(A)* = 2(AH).

Ist umgekehrt Y = Z(A) © Z(A)*+ = Z(A) © % (A)~*, dann folgt
Z(A) = @

P (RA) & RA)Y) = Py (R(A) & R(A)") = Z(A).

(b),,C” Wir zeigen zuerst Z(AT) C A (A)*1. Sei dazu x™ = Aty € Z(A™) mit
y € Z(A"). Angenommen x* ¢ .4 (A)*, dann wiirde ein x € .4 (A) exi-
stieren mit (x*,x) # 0. Fiir alle A € R 16st dann aber auch x* + Ax die
Normalengleichungen, und wegen

b A = [P 220 x) + 22

konnen wir A so wihlen, dass ||x™ + Ax|| < [|xT]|| gilt (z.B. mit der Wahl

A := —(xT,x)/||x||*). Dies widerspricht aber der Minimalnormeigenschaft
+

von x™.

(b),,0”+(c) Aus A*Ax = A*y folgt A*A(x —x1) = 0 und damit
(A(r—x"), A(r—x")) = (A"A(r—x), (x—2")) =0.

Esistalsox—xt € .4 (A) = (A (A))+. Wegen (b),,C” gilt auBerdem auch
+ € ¥ (A)*, so dass mit Definition und Satz 2.6 folgt, dass x* = Py ayx
Damit ist (c) gezeigt.

Da jedes x € .4 (A)" selbst Losung der Normalengleichungen zu y := Ax
istund x = P (41 x erfiillt, folgt damit auch N (A)E C R (AT).

(d) Sind y1,y, € Z(A") und A € R, dann 16st ATy; + AA1y, offenbar die Nor-
malengleichungen zu y; + Ay,. Mit (¢) und (b) folgt

A (1 +Ay2) =P ya) (A y1 +AATy2) = ATy +AA Ty

Satz 2.16
Die Moore-Penrose-Inverse A™ ist die einzige Abbildung

RA)ORA) CY =X,

die die folgenden vier Moore-Penrose-Axiome erfiillt

AATA=A  aufX, ATA=Poom  aufX,
ATAAT =A"  auf 9(AT), AAT = Py auf 2(A™T).
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KAPITEL 2. LINEARE INVERSE PROBLEME

Beweis: Da A1y die Normalengleichungen 16st folgt mit Satz 2.12(a)

AA+y = Pmy Vy € .@(AJr)
und damit auch
AATAx = PoajAx = Ax Vx € X.

Jedes x € X 10st die Normalengleichungen zu y := Ax € Z(A™), also folgt aus
Satz 2.15¢)

+ _ Lt
ATAx=x —wa

und damit wegen Z(AT) = A (A)*+ = Z(A*) auch

ATAATy = P A*)AJ“y =ATy YyecgAh).

Erfiille nun umgekehrt eine Abbildung A° : 2(A°) = 2(A1) C Y — X die Moore-
Penrose-Axiome. Fiiry € Z2(A™) und x = A°y ist dann

Ax=AA"y = Pmy,

Nach Satz 2.12 16st x = A°y also die Normalengleichungen. Mit Satz 2.15¢) folgt

Aty = PonAy = A®AA%y = A%.

Bemerkung 2.17
(a) Aus
N (AA) = {x: A"Ax =0} C {x: (Ax,Ax) = (A*Ax,x) =0} = A (A)
folgt N (A*A) = AN (A).
(b) Ist A injektiv, so besitzt A*A eine Linksinverse (A*A) ™! und es gilt

Aty =(A*A)"'A%Yy  fiiralley e 2(A7).

(c) Endlich-dimensionale Vektorrdume sind (bzgl. jeder Norm) vollstindig. Da-
her gilt fiir lineare beschrinkte Operatoren mit dimZ(A) < oo stets, dass
R (A) = A (A) und damit P(A™) =Y. Fiir Operatoren mit unendlich-dimen-
sionalem Bild gilt dies jedoch im Allgemeinen nicht, dies zeigen wir in den
Ubungsaufgaben.
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2.4. KOMPAKTE OPERATOREN

2.4 Kompakte Operatoren

Auch in diesem Abschnitt seien X,Y weiterhin stets Hilbertraume.

2.4.1 Satz von Arzela-Ascoli

Wir setzen als bekannt voraus, dass eine Teilmenge Q C X kompakt heilit, falls
jede offene Uberdeckung von X eine endliche Teiliiberdeckung besitzt, und dass
dazu dquivalent ist, dass jede Folge in Q eine konvergente Teilfolge besitzt. Im
endlich-dimensionalen ist eine Menge nach dem Satz von Bolzano-Weierstral3 ge-
nau dann kompakt wenn sie abgeschlossen und beschrinkt ist. Dies gilt jedoch im
unendlich-dimensionalen nicht mehr. Um konvergente Teilfolgen in unendlich-
dimensionalen Funktionenrdumen zu erhalten ist der folgende Satz niitzlich.

Satz 2.18 (Arzela-Ascoli)
Sei Q C X kompakt und (uy)ren C C(Q) sei eine gleichmdifiig beschrinkte und
gleichgradig stetige Folge stetiger Funktionen uy : Q — R, d.h.

IAC>0: sup|u(x)| <C VkeN (2.4)
x€Q
und
sup sup |ug(x) —ug(y)| =0 fiir § —0.! (2.5)
KN s
x—y||<

Dann besitzt (uy)ren eine konvergente Teilfolge in C(Q) beziiglich der Supre-
mumsnorm ||ul|c(qy = sup,eq [u(x)].

Beweis: (a) Wir zeigen zuerst, dass (i )ren Fast-Cauchy-Folgen besitzt, d.h. zu
jedem & > 0 existiert eine Teilfolge (uy, )icn mit

limsup || ug, — uy <e. (2.6)

msup o, 1|

Hierzu iiberdecken wir [—C,C] C R und Q C X mit Kugeln vom Radius 6 > 0
und werden zeigen, dass wir fiir jedes € > 0 die Eigenschaft (2.6) durch hin-
reichend kleine Wahl von & > 0 sicherstellen konnen. Seien also (x,,)Y_, C Q
und (y;)%, C [-C,C], sodass

M L

Qc |JBs(xw) und [-C.ClC|JBs(y).
m=1 =1

"Wir schreiben dies auch abgekiirzt als supycy |ux(x) — ur(y)| — 0 fiir ||x—y||y — 0.

17



KAPITEL 2. LINEARE INVERSE PROBLEME

(b)

Wegen (2.4) bildet jedes Element u; der Funktionenfolge die Punkte (x,,)"_,
nach (uy(x,))M_, C [-C,C] ab, wir konnen also jedem u; (mindestens) eine
Abbildung

m:{1,....M} - {1,...L}
mit [ug(Xm) — Yr(m)| < & zuordnen.

Da es nur endlich viele solcher Abbildung gibt, existiert ein 7, dem unendlich
viele uy, also eine Teilfolge (uy,)ic, zugeordnet werden. Fiir jedes x € Q
existiert ein m € {1,...,M} mit x € Bg(x,,) und es gilt

‘uki (X) — Ug; (X)| < ’uki(x) - uki(xm)‘ + |uki<xm) _yn'(m)|
1V r(m) — vk, (om) |+ g (xm) — 1, (x)|

<28 +2sup  sup |ug(x) —ur(y)|
keEN [x—yl|ly <8

Die rechte Seite unterschreitet wegen (2.5) jedes vorgegebene € > 0 fiir hin-
reichend kleine 6 > 0. Fiir jedes € > 0 finden wir also eine Teilfolge mit der
Eigenschaft (2.6).

Nun konstruieren wir mit einem sogenannten Diagonalfolgenargument aus
den Fast-Cauchy-Folgen richtige Cauchy-Folgen. Nach (a) existiert eine Teil-
folge? (u14)keN C (uk)ken, die (2.6) mit §; = 1 erfiillt. Auf diese Teilfolge
konnen wir wiederum (a) anwenden und finden auf diese Weise eine Teil-
Teilfolge (u2x)keN € (1 4)ken, die (2.6) mit & = % und darin wiederum
eine, die (2.6) mit 03 = % erfiillt, u.s.w.

Wir nehmen nun die Diagonalfolge (i «)ken, d.h. das erste Glied der Teilfol-
ge zu 01 = 1, dann das zweite Glied der Teil-Teilfolge zu &, = %, u.s.w. Diese
Diagonalfolge (u x)ken ist eine Teilfolge der urspriinglichen Folge (u)ren.
AuBerdem ist fiir jedes / € N die Diagonalfolge (ux x)ken ab den [-ten Fol-
genglied Teilfolge von (u; )ken- Es gilt daher

limsupHuj,j—ukkaC(K) <o = % furalle [ € N,
j7 —ro0

und damit lim;j 4, ||uj7j — ukkaC(K) = 0. Die Teilfolge (u x)ke ist also eine
Cauchy-Folge und damit konvergent, da C(Q) vollstindig ist. O

’Hier und im Folgenden schreiben wir fiir zwei Folgen (vi)ien C (ux)ken falls eine streng

monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen k; < ky < ... existiert, so dass v; = U VjeN.
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2.4. KOMPAKTE OPERATOREN

2.4.2 Kompakte Operatoren

Definition 2.19
A € Z(X,Y) heiffit kompakt, falls das Bild jeder in X beschrinkten Folge eine

konvergente Teilfolge in Y besitzt bzw. (dquivalent dazu) wenn A( ) kompakt ist
fiir alle beschrdnkten Teilmengen B C X. Die Menge aller kompakten Operatoren
bezeichnen wir mit # (X,Y).

Satz 2.20
(a) A (X,Y) ist ein Vektorraum. Jede Hintereinanderausfiihrung von kompakten
Operatoren und stetigen linearen Operatoren ist wiederum kompakt.

(b) Jeder stetige lineare Operator mit endlich dimensionalem Bild ist kompakt
(die sogenannten degenerierte Operatoren).

(c) H(X,Y) ist abgeschlossen beziiglich der Operatornorm ||-|| ¢ yy. Insbeson-
dere ist also wegen (b) jeder Grenzwert degenerierter Operatoren kompakt.

Beweis: (a) ist trivial.
(b) folgt aus dem Satz von Bolzano-Weierstrass.

(c) Sei (Kj)jen C #(X,Y) mit K; — K € Z(X,Y). Sei (x,),en C X eine be-
schrinkte Folge. Dann existiert eine Teilfolge (x1,),en € (¥n)neN, sodass
Kix1 , konvergiert. Von dieser Teilfolge existiert wiederum eine Teil-Teilfolge
(x2.1)neN € (¥1,2)neN, sodass Krxs , konvergiert und davon eine Teil-Teil-
Teilfolge (x3,)nenN € (¥2.1)neN, sodass Kpxs , konvergiert u.s.w.

Fiir jedes feste j € N bilden dann fast alle Glieder der Diagonalfolge (xy ) neN
eine Teilfolge von (x; ,)neN, sodass fiir jedes j € N die Folge (Kjxnn)nen CY
konvergiert. Damit folgt fiir alle j,m,n € N

| KX — KX m||y
< || K —K'Xnn||y + ||K'Xn7n — Kjxmam| |y + || Kjxmm —
||K K; H,zﬂ ) + || Kjtnn = Kjxmm|y

Fiir jedes € > 0 existiert ein j € N, so dass der erste Summand kleiner als €/2
ist, und zu diesem j ist fiir hinreichend grof3e n,m auch der zweite Summand
kleiner als £/2. Es gilt also

Z2(xy) 3P HanX+ HKx"" K|y -

lim ||Kxy, — KX ml|ly =0
n,m—yoo

d.h. (Kxpn)en ist eine Cauchy-Folge und damit konvergent. U
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KAPITEL 2. LINEARE INVERSE PROBLEME

Satz 2.21
IstK € X (X,Y), soist K* € (Y, X).

Beweis: Sei (y,),en C Y beschrinkt. Wir miissen zeigen, dass (K*y,),en eine
konvergente Teilfolge besitzt. Dazu definieren wir zuerst

I,: Y =R, I,(n):=(ynn).
Offenbar ist [, € Z(Y,R) und
() = ()] = | = 1) < Ially [[n =7, vn.n"ev,

also sind die (,)ren als stetige Funktionen auf Y auch gleichgradig stetig.

Sei B:={x € X : [[x||y <1} C X die Einheitskugel in X. Da K kompakt ist, ist
Q := K(B) C Y eine kompakte Teilmenge von Y.

Die Folge der Einschrinkungen (I,|q)ren C C(Q) ist auf Q gleichmiBig be-
schrinkt und gleichgradig stetig, besitzt also nach dem Satz von Arzela-Ascoli
(Satz 2.18) eine in C(€2) konvergente Teilfolge (Iy;) jen-
Fir (Iy;) jen gilt

lim sup |L,, (1) — L, ()] =0,

LI neQ

und damit insbesondere

lim HK Yn; = Yn; HX lim SUP|( (Yni—)’nj)ax)X’

i,j—boo i,j—0

= lim sup |(n; —¥n;,M)r|=0.
i =% neK (B)

(K*(yn;)) jen ist also eine Cauchy-Folge, und damit konvergent. O

2.4.3 Kompaktheit von Integraloperatoren

Satz 2.22
Sei Q C R" ein beschrinktes Gebiet. Zu einer Funktion k € L*(Q x Q) definieren
wir den Operator

K: @) 12(Q), (KW= [ key)f)d

K heifst (Fredholm-)Integraloperator zur (Fredholm-)Kernfunktion .
) < MKl 2 (xq) und K* = L*(Q) — L*(Q) erfiillt

(K'9)x) = [ Kx)g0)dy fir alle g € L(), x € D (fi).
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2.4. KOMPAKTE OPERATOREN

Beweis: Fiir alle f € L?(Q) ist

2

1K = [ &N = [ | [ Kxso)] as

< [ (freora) (firore) o

= ”kH%,Z(QxQ) 1£ 1120

also
KeZ(L*(Q) und [IK|l g2 < IKl2@xa) -

Da K offenbar linear von k abhingt, folgt damit auch dass K € £ (L?(Q)) stetig
von k € L?(Q x Q) abhingt. Da C(Q x Q) dicht in L?(Q x Q) liegt (siehe z.B.
[Forster3, §10, Satz 3]), geniigt es nach Satz 2.20 die Kompaktheit von K fiir
k € C(Q x Q) zu zeigen.

Sei also k € C(Q x Q) und (f;);ex C L?(Q) beschriinkt. Wir zeigen, dass (K f;);eN
die Voraussetzungen des Satzes von Arzela-Ascoli erfiillt.

GIm. Beschrinktheit:

KA < [ ) v il < 190sup ke ) Ufillagy. @D
ye

also  sup |Kfi(x)| < eo.
xeQ,leIN

Glgd. Stetigkeit:
2

KA~ KAEE = | [ k) ~KED A0) O

< Wflla [, IKery) ~K(E )Py

< 1 £il72 ) 12 sup k(x,y) — k(&)
yeQ

Da k glm. stetig ist und f; beschrinkt ist, folgt

lS;lﬂgl(Kﬁ)(X) — (Kfi)(§)| =0 fir [x—¢[—=0.

Die Folge (Kf7)1en ist also gleichgradig stetig und insbesondere ist damit auch
Kfi € C(Q) furalle l € N.

Nach dem Satz von Arzela-Ascoli besitzt (K f;);cn eine in C(Q) konvergente Teil-
folge und genauso wie in (2.7) folgt, dass diese auch in L*(Q) konvergiert. K ist
also kompakt.
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KAPITEL 2. LINEARE INVERSE PROBLEME

SchlieBlich ist fiir alle f, g € L?(Q)

K=K = [ / N0V ) s
B / /) ( Qk ) dx,
also (K*g(x)) = [ok(y,x)g(y)dy. O

Folgerung 2.23
Den Operator aus Abschnitt 1.2

X
A PO 52O, ANW = [ )
konnen wir als Integraloperator

: 1 fiiry<x
/kxy yv)dy, mitk(x,y) ::{ 0 ];0”2;

schreiben.

Offenbar ist k € L*((0,1)?), also ist A nach Satz 2.22 kompakt.

2.4.4 Spektraltheorie kompakter Operatoren

Wir werden in diesem Abschnitt die Eigenwertzerlegung fiir kompakte selbst-
adjungierte Operatoren K € J# (X) einfiithren und daraus dann wie im endlich-
dimensionalen die Singulidrwertzerlegung fiir allgemeine kompakte Operatoren
erhalten. Dabei sei weiterhin X stets ein Hilbertraum.

2.4.4.1 Quadratische Formen und Hilbertraum-ONBs

Satz 2.24
Sei A € £(X), A= A*. Dann ist

1Al ¢ xy = |SUP lAx] = sup |(Ax,x)].

Beweis: Offenbar ist

§:= sup [(Ax,x)| < sup [[Ax[| = [|A]| &(x)
x[|=1 Ilell=1
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AuBlerdem gilt fiir jedes ¢ > 0

4|Ax|* = <A (cx+ %Ax) : (cx+ %Ax))
(st (-1
o )

_|_
=25 (& P+ AP
c? '
Falls Ax # 0 ist, dann ist auch x # 0 und mit der Wahl ¢? := [Ax] folgt

(]

1
cx+ —Ax
c

cx — —Ax
c

|Ax]| < Slx]|-
Offenbar gilt dies auch falls Ax = 0. Es ist also

S > sup 1Ax]] = lAll & x)

und damit die Behauptung gezeigt. U

Satz 2.25
.. . " 2
Fiir A€ Z(X,Y) gilt [|[A"A|| ¢ x) = |All'2x v)-

Beweis: Es gilt

2 2 * *
1A x vy = ||Shlp1 |Ax||” = Hshlpl(A Ax,x) = ||A"Al| (x)
X||= X|l=

wobei wir im letzten Schritt Satz 2.24 verwendet haben. O

Definition 2.26
SeiA e L(X),A=A". A heifit

(a) positiv, falls (Ax,x) > 0 fiir alle x # 0.
(b) positiv semidefinit, falls (Ax,x) > 0 fiir alle x € X.
(c) positiv definit oder koerziv, falls

Ja>0: (Ax,x) > al|lx|* firallexeX.
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Analog heifst A negativ (neg. semidefinit, neg. definit), falls —A positiv (pos. semi-
definit, pos. definit) ist.

Bemerkung 2.27

In der linearen Algebra definiert man als Basis eines Vektorraums eine Teilmenge
von Vektoren mit der Eigenschaft, dass sich jedes Element des Vektorraums auf
eindeutige Weise als endliche Linearkombination der Elemente dieser Teilmenge
schreiben ldsst. Dies nennt man auch Hamelbasis.

In einem normierten Raum ist es naheliegend in der Basisdefinition auch un-
endliche, beziiglich der Norm konvergente Linearkombinationen zuzulassen (so-
genannte Schauderbasis). In unendlich-dimensionalen Hilbertrdumen bezeichnet
der Begriff Orthonormalbasis iiblicherweise eine Schauderbasis. Wir fiihren die-
sen Begriff im Folgenden rigoros ein.

Definition und Satz 2.28
Ein abzdihlbar unendliches Orthonormalsystem (e,)nen C X heifst Orthonormal-
basis (ONB), falls eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

(a) Das Erzeugnis (ej,e,...) (d.h. der Raum aller endlichen Linearkombinatio-
nen) liegt dicht in X.

(b) x=Y_|(x,en)ey fiir alle x € X.
(c) (X,&) = Z;ozl(xv en)(é,en)fiir alle x,& € X.

(d) HXHZ =Y (x,en)? fiir alle x € X.

Dies zeigt, dass wir x € X mit dem unendlichen langen Vektor seiner Entwick-
lungskoeffzienten

x,e2) | € A(N)

identifizieren konnen und damit wie im endlich-dimensionalen rechnen konnen.

Hilbertrdaume in denen eine (endliche oder abzdhlbare unendliche) ONB existiert
heiflen separabel.

Beweis: Fiir jedes x € X und Vi := (ey,...,ey) gilt offenbar

N
&= Z(x,en)en eV, x—E&eVy,

n=1
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also ist nach Satz 2.6 Py, x = & und damit insbesondere

N
ern

= min ||x —v|| = dist(x, ey, ...,en)). (2.8)

veVy

(a)=(b): Sei x € X und
xXm € (e1,€2,...) mit X, — x.

Dann ist x,,, € Vy,, fiir ein N, € N und mit (2.8) folgt fiir jedes N > N,

N
ern

< lx = x| =0,

also limy _eo Z],:JZI (x,en)en = x.

(b)==-(c): folgt aus der Stetigkeit des Skalarproduktes.

(c)=(d): setze & :=x.

(d)=(a): Wir wenden (d) auf £ :=x— Z;VZI (x,e,)e, an und erhalten

2
N oo oo
x—Z X,ep)e Z = Z (x,e,)> = 0.
n=1 n=1 n=N-+1
Dies zeigt (b), und (b)=—=-(a) ist trivial. O

2.44.2 Spektralsatz fiir kompakte Operatoren

Satz 2.29
Sei K € # (X), K =K* und K positiv semidefinit. Dann hat K nur abzihlbar viele
von Null verschiedene Eigenwerte

IK[[=A >4 >A>...>0,

die sich hochstens im Nullpunkt héiufen (d.h. falls unendlich viele Eigenwerte exi-
stieren, so ist A, — 0).

Die zugehorigen Eigenvektoren v, konnen so gewdhlt werden, dass sie eine ONB
von N (K)* bilden.

Beweis: Fiir K = 0 ist die Aussage trivial. Fiir K # 0, existiert wegen Satz 2.24
eine Folge (x;) jeny C X mit

”xjH =1, (Kxjaxj) — ||K]|| =: 41 > 0.
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Aus
0 < ||Kxj — Auxj||* = || Koxj ||* = 2 (Ko xj) + A7 |||
< 2112—22,1(1{)6]',)6]') — 0.

folgt
K)Cj — )ulxj — 0. (2.9)

Da K kompakt ist, besitzt Kx; eine konvergente Teilfolge, 0.B.d.A. sei dies bereits
Kx;. Aus (2.9) folgt, dass auch x; konvergiert. Mit vy :=lim; ... x; ist dann

vill=1,  Kvi—Av =0.

v] ist also Eigenvektor zum Eigenwert A;.

Nun setzen wir X = (v;)*. Fiir jedes x € X ist
(Kx,vi) = (x,Kvy) = A1(x,v1) =0,

also K(X;) C X,. Offenbar ist damit K := K|x, € J# (X)) positiv semidefinit,
Ky =K und ||K;|| < ||K]||. Ist K; = 0, so ist die Aussage bewiesen, anderenfalls
existieren v, € X; und A} > A, := ||K}|| > 0, sodass Kvy = Kjvy = A,v;.

Wir fahren so fort und erhalten eine (moglicherweise abbrechende) Folge von
Eigenwerten A; > A, > A3 > ... mit zugehorigem Orthonormalsystem von Eigen-
vektoren (v, vz,vs,...). Die Folge ist genau dann endlich, wenn K,, = K|x, =0
fiir ein m € N und in diesem Fall ist also

X = (vi,...,vm)t C A (K).
Da aufierdem fiir jedes v € .4/ (K) gilt, dass

1 1
(vv)) = ;L—j(v,va) = A—j(Kv,vj) =0,
gilt (v1,...,vu)t = A (K) und damit A (K)* = (vy,...,v,) nach Satz 2.6.
Falls die Folge der A, unendlich ist, so ist sie wegen Monotonie und Beschrénkt-
heit konvergent, es existiert also A := lim, .. A, > 0. Wire A # 0, so folgt aus
A, > A, dass H ivnH < % fiir alle n € N. Da K kompakt ist, hat also K (/IL,,V”) =V,
eine konvergente Teilfolge. Dies widerspricht aber der Orthogonalitit der v,,, auf-
grund derer an —Vj H — /2 fiir alle j,n € N gilt. Es gilt daher

lim A, = 0.

n—yoo
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Es ist noch zu zeigen, dass (vi,va,...) = .4 (K)*. Seidazu v € (v{,v5,...)". Dann
liegt nach Konstruktion v € X,,, also ||Kv|| = ||K,v|| < Au41 ||v]| fiir alle n € N und
wegen A, — 0 folgt damit Kv = 0. Damit ist

<vl,V2,...>J‘ - JV(K)

Wie im Fall einer abbrechenden Folge gilt auch .4 (K) C (v1,v,,...)", so dass
nach Satz 2.6 .4 (K)* = (vi,va,...).

Wie im endlich-dimensionalen gilt, dass Eigenvektoren zu verschiedenen Eigen-
werten senkrecht aufeinander stehen, sodass damit auch gezeigt ist, dass keine
weiteren (von Null verschiedenen) Eigenwerte existieren konnen. Ul

2.4.4.3 Singulirwertzerlegung kompakter Operatoren

Definition und Satz 2.30
Fiir jedes K € # (X,Y) existiert eine (mdglicherweise endliche) Folge

01>0>...>0
von sich hochstens im Nullpunkt hdufenden Zahlen, sowie Orthonormalfolgen
()nen €Y, (Vi)uen CX  mit  Kv, = Cyup, K*uy, = Gyvy.

Auflerdem ist |K|| = o1 und (v,)nen bildet eine ONB von N (K)* .

(tn,vn, 0y) heifst Singuldrwertzerlegung.

Beweis: Offenbar ist K*K € ¢ (X) selbstadjungiert und positiv semidefinit. Ge-
miB Satz 2.29 existiert also eine ONB (v,,),en von A (K*K)+ = 4 (K)* (siehe
Bemerkung 2.17(a)), sowie eine Folge

M>A>...>0,

mit K*Kv, = A,v, und A; = | K*K|| = ||K]||* (siche Satz 2.25).
Mit 6;, := /A, und u,, := GinKvn folgt

1
Kv, = ouuy, K*un - ;K*Kvn = OnVn, ||K” = 0]
n
und wegen
An
(unaum) = (KVmKVm) = —<Vnavm) = Oum-
nGm Gl’l m
ist auch (u,),en ein Orthonormalsystem. U
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KAPITEL 2. LINEARE INVERSE PROBLEME

Bemerkung 2.31
Sei K € # (X,Y) mit unendlicher Singulirwertzerlegung (uy, vy, Op)neN-

(a)

(b)

(c)

28

Da (v,,) eine ONB von A (K)* bildet, konnen wir jedes x € X gemdf3 Satz 2.28
schreiben als

X =x0+ Z(vn,x)vn mit xg € N (K).
n=1

Es gilt also

Kx =

n

Cn (v, X)up.
|

Wir definieren Ay : X — Y durch
N
Anx = Z O (Vi, X) Uy
n=1

Dann ist dimZ(An) < N < eo.
Aus Satz 2.28 und Satz 2.30 folgt, dass fiir alle x € X

2
||Kx—ANx|]2: Z Cn( Vi, X)uty SG]%,H Z (vn,x)2
2 2
< Oy [Ix]]
und damit

Zusammen mit Satz 2.20 erhalten wir, dass die kompakten Operatoren genau
der Abschluss der Operatoren mit endlich-dimensionalen Bild (sog. degene-
rierte Operatoren) sind.

Wir konnen

Kx = Z Cn (v, X))ty
n=1

auch formal mit unendlich dimensionalen Matrizen schreiben als

K =UxV*,
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mit

VT (Vl,)C)
vi=| vy [, Vie=| (v2,x) |,
01
Y= 02

2.4.4.4 Singulirwertzerlegung und Moore-Penrose-Inverse

Mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung lédsst sich die Moore-Penrose-Inverse eines
kompakten Operators explizit angeben.

Satz 2.32
Sei K € # (X,Y).

(a) Ist K degeneriert, d.h. dimZ(K) < oo, so besitzt K eine endliche Singuldir-
wertzerlegung (i, vy, 0y)_, mit N = dimZ(K).

In dem Fall ist K™ stetig, |[KT|| = GLN, P(KT) =Y und es gilt

N
Kty= Z O'H_l(y, Up)Vy-

n=1

(b) Ist K nicht degeneriert, d.h. dim % (K) = oo, s0 besitzt K eine unendliche Sin-

guldrwertzerlegung (in, vy, On)o_-

In dem Fall ist K™ nicht stetig, fiir jedes y € Y gilt

o 2
KY) =2(K) o Z(K)* L 2.1
YEIKT)=ZK)SZ(K)" < n; o2 < (2.10)
(Picard-Kriterium) und fiir alle y € 2(K*) gilt
K'y=Y o, (y,un)va. (2.11)

n=1

Beweis: Da %(K) = (uj,us,...) und die Vektoren u;,up, ... orthogonal und da-
mit linear unabhingig sind, ist die Anzahl der Singuldrwerte und -vektoren gleich
dimZ(K). K ist also genau dann degeneriert, wenn es eine endliche SWZ besitzt.
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(a)

(b)

30

Es sei dim%Z(K) = N < eo. Dann ist Z(K) = % (K) und daher nach Satz 2.15
P(K")=Y.Firy€eY undx:= K"y gilt

xe N (K)t und K*Kx=K%y.

Wegen .4 (K)* = (vq,...,vy) ist deshalb

N N 1
K+y:x=2xvn Z;yaun Vn,
n=1 n=1

wobei wir ausgenutzt haben, dass wegen K*Kx = K*y gilt

1 1 1 1
('xvvi’l) = E(X,K*Kvn) = G_},%(K*Kx’ Vll) = G_’%(K*yu Vﬂ) = ;(yu un)

n n

Alsoistfiiralley €Y

1

N
Y — 5 D)V

n=1

& =

1 2
=Z y,un < — |l
Oy

und daher ist K™ beschriinkt und ||[K || < 1 Mit dieser Summendarstellung

folgt auch Ktuy = LvN und daher ist ||K+|| = GN

Ist dimZ%(K) = oo, dann folgt mit dem gleichen Argument wie in (a), dass fiir
alleye Z(KT)undx =Ky

(xX,vn) = Gi(y, Up).

n
Da ||x||* = ¥, (x, v, )? folgt damit

— yaun2 + — |
Z o und K'y=x= van Z;y,un

Damit ist die Hinrichtung im Picard-Kriterium (2.10) sowie (2.11) gezeigt.
Um noch die Ruckrichtung im Picard-Kriterium (2.10) zu zeigen sei ¥ € Y

und ¥, M konvergiere. Dann bildet

)

eine Cauchy-Folge, sodass der Grenzwert x :=) > | 0, Y(y,u,)v, existiert.
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Da K*y € A (K)* liegt, ist auBerdem
K'y= Z (K™Y, vn)vn = Z On (Y, tn)vn = K*Kx,
n=1 n=1

also nach Satz 2.13(a) y € D(K™).

SchlieBlich ist K™ nicht stetig, da mit den gezeigten Summenformeln folgt,
dass K" u, = Ginvn, und wegen 6, — 0 daher ||K " u,|| beliebig groB wird. [

Folgerung 2.33
Sei K € # (X,Y). K ist genau dann stetig, wenn K degeneriert ist.

Beweis: Dies folgt sofort aus Satz 2.32. U

Einige weitere wichtige Eigenschaften kompakter Operatoren werden wir in Ab-
schnitt 3.2 behandeln. Wir beenden diesen Abschnitt noch mit einem Beispiel zur
Singuldrwertzerlegung.

Beispiel 2.34
Wir betrachten wieder den Operator aus Abschnitt 1.2 und Folgerung 2.23

- 5 o X B 1
A O 5200, Afi= [ 0= [ Ky o) dy
0 0

0 sonst

K(x,y) = { 1 fiiry<x

In den Ubungen zeigen wir, dass die Singuliirwertzerlegung von A gegeben ist
durch

1
%= G-
vi(x) = V2cos ((j—1/2)mx),
uj(x) = V2sin ((j—1/2)7x).
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Kapitel 3

Regularisierung linearer Probleme

In diesem Kapitel seien weiterhin X, Y Hilbertrdume und es sei stets K € 7 (X,Y)
nicht-degeneriert mit Singuldrwertzerlegung (u,, vy, On)neN-

3.1 Regularisierung

3.1.1 Motivation und Definition

Wir betrachten wieder das Problem Kx = y zu 16sen, wobei wir annehmen, dass
wir y nur bis auf einen kleinen Messfehler 0 kennen, d.h. wir kennen y5 mit

p? =<2
Ist K nicht degeneriert, so ist die Moore-Penrose-Inverse K nicht iiberall defi-
niert und nicht stetig, d.h. im Allgemeinen ist y% ¢ 2(K*) und selbst im Falle

y2.y € Z(K), so kann (fiir beliebig kleine § > 0) die Abweichung K*y® — Kty
beliebig grof} sein.

y‘S —y impliziert nicht K +y6 —K*y.

Die naive Anwendung der Moore-Penrose-Inverse scheitert also selbst fiir beliebig
kleine Messfehler!

In diesem Kapitel verfolgen wir die Idee, K* durch stetige Approximation Ry
zu ersetzen. Der Parameter o steuert dabei wie stetig Ry, ist bzw. wie gut Ry
die gewiinschte Inverse K+ approximiert. Unser Ziel ist es, mit einer geeigneten
Parameterwahlstrategie o = 0/(8,y%) zu erreichen, dass

Ra(ayé)ys —>.x:K+y fur5—>0

33



KAPITEL 3. REGULARISIERUNG LINEARER PROBLEME

Definition 3.1
Eine Familie (Ry) >0 von linearen Operatoren Ry : Y — X heifst Regularisierung
von K fiir o0 — 0, falls

(a) Ry € L(Y,X) fiir alle oc > 0 (Stabilitit)

(b) Roy — KTy fiir alle y € 2(K™) (pktw. Konvergenz).

Analog verwenden wir auch Regularisierungen (Ry)ren und ersetzen in diesem
Fall o0 — 0 durch k — oo.

3.1.2 Filter-basierte Regularisierung

Eine Reihe wichtiger Regularisierungsmethoden lésst sich einheitlich durch Ein-
fiihrung von Spektralfiltern behandeln. Dahinter steckt die Idee, dass die Schlecht-
gestelltheit des inversen Problems durch die gegen Null konvergierenden Singu-
larwerte des kompakten Operators K verursacht wird und wir durch eine dies ver-
meidende Abinderung der Singulirwerte stetige Approximationen an K erhalten
konnen. Wir fithren die nétigen Eigenschaften der Abidnderung zunichst abstrakt
ein.

Definition 3.2
Sei (Fy) a0 eine Familie beschrinkter Funktionen Fg : (0,|K||*] = R. (Fa)as0
heifst Filter, falls

lim Fy(A) =1/A VA € (0,|K|[*.

a—0
Ist zuscitzlich AFy (L) glm. beschrdnkt in o, d.h.
3C>0: AFg(A)|<C Ya>0, 2 e (0K,
so heifit (Fy)q>0 regularisierender Filter.
Definition und Satz 3.3

Sei (Fy) o0 ein Filter. Wir definieren damit

Ra:Y =X, Ray:i=Y Fu(62)0u(ttn,y)vn

n=1

und schreiben auch formal Ry, = Fy(K*K)K*.!

IDie Frage, fiir welche Funktionen dies mehr als nur formale Bedeutung hat ist Gegenstand
des sog. Funktionalkalkiils und wird uns in dieser Vorlesung nicht beschiftigen.
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Dann ist R € L (Y,X) und

||Ra||.$ Y.X) < sup |Fu(o, )’ ||K*||.$ Y.X)
nelN

IKRa || #v) < sup [Fu(a;)|0;
nelN

Ist (Fy)q>0 ein regularisierender Filter, so gilt

lim Ryy =K"y fiiralley € 2(K"),
oa—0

(Ra)o>0 ist also eine Regularisierung fiir K.

Beweis: Fiir jedes « ist Fy, beschrinkt und damit

2
IRaylI? < sup |Fa(o

Z Gn u,,,y

< sup [Fo (o) 1Ky < sup [Fa(o) 1K1 Iy

nelN

Esistalso Ry € Z(Y,X) und [[Re|| &y x) < sUppen [Fal(o, 2)|||K*||. AuBerdem ist

2
IKRay|* < sup |Fa(0

Z u,,,y

< sup |[Fo(c?) o Iyl

nelN

also [|KRq | 2 (y) < sup,e [Fa(07)| 0.

Nun seiy € D(K™). Mit Satz 2.32 ist Gln(un,y) = (vy,K"y) und

it R 5 (0=t |

-3 (@'~ Fulef)o)’ )
:i(l_Fa<GZ)GnZ)2(Vn7K+y)2+ g‘,ﬂ(l—Fa(o,%)a,%) (v, K+y)?
S%(l—Faw%)c,?) (KP4 (14CR Y (5 K02,

=

I
S

I
2
=
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wobei C > 0 die Konstante aus der Definition regularisierender Filter ist. Der
zweite Summand wird unabhingig von « beliebig klein fiir N — oo und der er-
ste Summand wird fiir festes N und o¢ — 0O beliebig klein. Es folgt

Roy =K'y,

so dass die Behauptung gezeigt ist. 0

3.1.3 Abgeschnittene SWZ und Tikhonov-Regularisierung

Beispiel 3.4
(a) Durch

Al A>a
R ={5 e

ist offenbar ein regularisierender Filter definiert. Er fiihrt zur abgeschnittenen
Singuldrwertzerlegung

Roy="Y, o, ' (tn,y)vn-
on>Va

(b) Durch
1
Ata

ist ebenfalls offenbar ein regularisierender Filter definiert. Dieser fiihrt zur
Tikhonov-Regularisierung

Fu(X):

o)

On
Rey=Y —2—(tn,y)vn.

Bemerkung 3.5 (Motivation der Tikhonov-Regularisierung)
Ist K nicht degeneriert, dann ist K* nicht stetig. Es existiert also keine Konstante
C > 0 mit

Ixlly < ClIKxlly Vxex.

Moglicherweise divergiert also

K+y5 Hx — oo fiir & — 0, d.h. fiir immer kleinere

Messfehler konvergieren unsere naiven Losungen i.A. nicht nur nicht, sondern
konnen sogar beliebig grof3 werden!

Ein naheliegender praktischer Ansatz ist daher das Problem nur so gut es geht
zu losen, und gleichzeitig zu verhindern, dass die Norm der Losung zu grof3 wird,
d.h. zu 'y suchen wir den Minimierer xoq = Ryy von

|y — Kx||3 + o ||x||3 — min! 3.1)
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Der Regularisierungsparameter & > 0 steuert dabei, ob die Losung auf Kosten
IThrer Regularitét (hier: ihrer ||-||y-Norm) besser zu den Daten passen soll (ot — 0)
oder umgekehrt (¢ — o).

Die Minimierungsaufgabe ldsst sich auch schreiben als
K e y 2 o Kx—y
val 0 )lly.x Vox
Gemdf3 Satz 2.12 lost der Minimierer xo die Normalengleichungen

o fyJon s v ()

(K*K + al)xqg = K™y. (3.2)

Wir verwenden die Singuldrwertzerlegung von K und erhalten

2
— min!
Y xX

also

Xo = Z (X, Vi)V +x0, X0 € A (K)
n=1

und

[} [}

N (K)E 2Ky =Y (K*y,v,)v Z (ttn, y)v

n=1 n=1

X lOst also

Z 2 4 o) (xXq, Va)vn + 0xg = (K*K + ol )xq = K*y = ch Up,Y)Vn

n=1

und durch Koeffizientenvergleich folgt

Zxa,vn =Y O (1) Vi

Fiir die Tikhonov-Regularisierung haben wir also die zwei dquivalenten Darstel-
lungen

(o)

G p—
Sap? c%ia(””’wv” und  xq = (K*'K+al)"'K"y.

n=1

Die erste Darstellung besitzt den Vorteil, dass wir damit Aussagen fiir allgemeine
Filter-basierte Verfahren auf die Tikhonov-Regularisierung iibertragen konnen.
Zur Implementierung verwendet man aber iiblicherweise die zweite Darstellung,
da diese keine Singulirwertzerlegung benotigt.
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Bemerkung 3.6
Fiir die abgeschnittene Singulirwertzerlegung wissen wir schon aus Satz 2.32,
dass

IRay|| = co  fallsy & Z(K™).

Tatscichlich kann es keine Regularisierung geben fiir die ||Rq|| beschrinkt bleibt.
Um dies zu zeigen benétigen wir jedoch noch einige Hilfsmittel aus der Funktio-
nalanalysis.

3.2 Schwache Konvergenz

3.2.1 Saitze von Baire, von der gleichmiiBligen Beschrinktheit
und von Banach-Steinhaus

Satz 3.7
(a) Ist X = Jpen Vi mit abgeschlossenen Mengen Vi, so besitzt mindestens ein Vj
nicht-leeres Inneres, d.h.

JkeN,xeX,e>0: Be(x) C V.
(Baire’scher Kategoriensatz)
(b) Ist (Ap)nen C Z(X,Y) punktweise beschrdnkt, d.h.

sup [|Ax|| <o VxeX,
nelN

50 ist Ay beschrinkt, also sup,en [|An]| ¢ (x y) < oo
(Satz von der gleichmifBigen Beschrinktheit)

Beweis: (a) Angenommen kein V) enthilt eine Kugel Bg(x). Zu & := 1 und
xo := 0 ist dann Bg,(xp) \ Vi nichtleer und offen. Es existiert also & < I,

X1 € Bg, (X()) mit Be, (X1) C BSO(X()) \V1.

Bg, (x1) \ V2 ist wiederum nichtleer und offen, enthilt also eine abgeschlos-
sene Kugel Bg,(x2) mit 0 < & < 1/2, x, € Bg (x1). Wir fahren so fort und
wihlen dabei immer ¢, < 1/n. Dies ergibt eine Cauchy-Folge (x;),en, deren
Grenzwert x = lim,,_,o X, in jedem Bg, (x;) und damit in keinem V; liegt. Dies
widerspricht X = Ugen Vi

(b) Setze
Vii={xeX: ||Aux|| <kVneN}.
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Die Vj sind offensichtlich abgeschlossen und aus der punktweise Beschrinkt-
heit folgt X = Uren Vi- Nach (a) existiert ein K und eine Kugel B¢ (xo) mit
BE(X()) C Vg, also

|An(x+x0)|| <K VxeX, ||x]| <& neN.
Aus der Linearitdt von A,, folgt
[Anx]| < lAn(x+x0)[| + [Anxol| < 2K Vx €X, |lx]| <€, neN,

und damit K
|A,] < - Vn € N,

womit die Behauptung gezeigt ist. U

Satz 3.8 (Banach-Steinhaus)
Sei (Ap)nen C Z(X,Y).

(A,) konvergiert genau dann punktweise gegen ein A : X — Y, wenn die folgenden
beiden Eigenschaften erfiillt sind:

(@) 3C>0: [Au|<C VneN,

(b) (Apx)nen konvergiert fiir alle x in einer dichten Teilmenge V C X.

Auferdem ist dann A € £ (X,Y).

Beweis: ,,<—*: Sei x € X. Wir zeigen, dass (A,x),cn eine Cauchy-Folge ist. Fiir
allev eV gilt
[Anx — Apx|| < [[Apx — Apv[| + [[Any — Ay || + [[Amy — Amex||
<L2C ||x—=v|| 4+ ||Anv — Apv|| -
Der erste Summand wird unabhingig von n, m beliebig klein fiir geeignetes v, der

zweite Summand konvergiert fiir festes v und n,m — oo gegen 0. (A,x) e ist also
eine Cauchy-Folge und damit konvergent.

Wir konnen daher Ax := lim,,_,..A,x fiir alle x € X definieren. Die Linearitit von
A ist klar. Die Stetigkeit folgt aus

JAx] = Tim 4] < C ]

»—"*: Konvergiert A, punktweise auf ganz X, so ist es insbesondere punktweise
beschrinkt, sodass (a) aus Satz 3.7(b) folgt. (b) ist trivial. O
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3.2.2 Schwache Konvergenz

Definition 3.9
Eine Folge (x,),en C X konvergiert schwach gegen x € X, falls

(xn, &) = (x,&)  fiiralle & € X.

Wir schreiben auch x,, — x.

Offenbar ist der schwache Grenzwert eindeutig und die schwache Grenzwertbil-
dung vertauscht mit den Vektorraumoperationen.

Bemerkung 3.10
Der Begriff Konvergenz ist in der Mathematik festgelegt. Ihn einfach umzudefi-
nieren birgt die Gefahr vieler Missverstindnisse. So ist etwa die Definition

(ax)ken CR konvergiert gegen a € R, falls a; = a.

ziemlicher Unsinn und besitzt sicher nicht die bekannten und intuitiv erwarteten
Eigenschaften eines Grenzwertbegriffs.

Von Konvergenz sollte man deshalb nur sprechen, wenn es eine Norm, Metrik
oder zumindest Topologie gibt, die diese Konvergenz induziert. Wir werden die zu
Definition 3.9 gehorige Topologie hier weder explizit angeben noch verwenden.
Es ist aber wichtig festzustellen, dass es sie gibt.

Satz 3.11

(a) Es gibt eine Topologie auf X, die die Konvergenz aus Definition 3.9 induziert
und die X zu einem topologischen Vektorraum macht, d.h. in dieser Topo-
logie sind die Vektorraumoperationen stetig und einelementige Mengen sind
abgeschlossen.

(b) Fiir (x,)nen C X folgt aus x,, — x auch x, — x.
(c) Schwach konvergente Folgen (x,),en C X sind beschrdnkt.
(d) IstA € L(X,Y) und (xp)nen C X, X, = x € X, 50 gilt Ax, = Ax €Y.
(e) Ist K € & (X,Y) und (xp)penx C X, x, — x € X, so gilt Kx, — Kx.
(f) Gilt fiir eine schwach konvergente Folge
(Xn)nen C X, Xp — X,

zusdtzlich ||x,|| < ||x|| fiir alle n € N, so gilt sogar x, — x.
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Beweis: (a) Hierzu verweisen wir auf [Rudin, Chp. 3].
(b) ist trivial.
(c) Fiir die Abbildungen

An € Z(X,R), Ap = (x,6)

gilt offenbar [|Au[| ¢(x gy = [[%n[[x. (Die Zuordnung A, < x, ist gerade der
Riesz-Isomorphismus aus Bemerkung 2.4.) Schwache Konvergenz der Folge
(xn)nen ist dquivalent zur punktweisen Konvergenz der (A, ),en, sodass die
Beschrinktheit aus Satz 3.8 folgt.

(d) FiralleyeY gilt
(A.Xn,y) = (xnaA*Y) - (X7A*y) = (Ax;y)a
also Ax,, — Ax.

(e) Nach (d) konvergiert Kx,, — Kx. Da nach (c) die Folge (x;),en beschrinkt ist,
konvergiert eine Teilfolge von jeder Teilfolge von (Kx,),cN. Aus (b) und der
Eindeutigkeit des schwachen Limes folgt, dass eine Teilfolge jeder Teilfolge
gegen Kx konvergiert. AuBlerhalb jeder Umgebung von Kx konnen also nur
endlich viele Kx, liegen, sodass y = lim,,_,. Kx;, folgt.

() Esist

timsup x x| = Timsup ([ = 2(x,5) + |]1*) < 0.

n—yoo n—yoo

Satz 3.12
In einem Hilbertraum X besitzt jede beschrdnkte Folge eine schwach konvergente
Teilfolge.

Beweis: Sei (x;)ren C X beschrinkt. Nach Satz 2.5 ist V := (x1,x3,...) ein Hil-
bertraum.

Fiir jedes k € N ist (x1,x¢), (x2,X¢), ... eine beschrinkte Folge in R. Nach dem
Satz von Bolzano-Weierstrass existiert also eine Teilfolge (X1 »)nenN VoD (X )keN,
sodass (x1,,x1) konvergiert und davon wiederum eine Teil-Teilfolge (x2,),eN,
sodass (x2 ,,x2) konvergiert, u.s.w.

Fiir die Diagonalfolge (v)neN 1= (Xnn)nen gilt also, dass (vy,x;) fiir jedes k kon-
vergiert. Wir definieren

A€« LV,R) =V, Ay: x5 (vy,x),
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dann folgt ||A,|ly» = |[vally < supgen ||%k||x < oo und aufgrund der Linearitit kon-
vergiert A,x fiir alle x € (x1,x2,...).

Aus Satz 3.8 folgt, dass ein A € .Z(V,R) existiert mit

Ax=1imA,x VxeV

n—oo

und nach dem Satz von Riesz aus Bemerkung 2.4 existiert v € V mit (v,x) = Ax
firallexe V.

SchlieBlich ist fiir alle x € X, Pyx € V und x — Pyx € V1, also

(i, x) = (v, Pyx) + (v, x — Pyx) = (v, Pyx) = ApPyx
— APyx = (v, Pyx) = (v, Pyx) + (v,x — Pyx) = (v,x).

Die Teilfolge (v, )nen von (x)ren konvergiert also schwach gegenv € V C X. [J

Folgerung 3.13
Ist (x,)neN C X beschrinkt, so besitzt (Kx,)ncN eine konvergente Teilfolge, deren
Grenzwert in Z(K) liegt.

Beweis: Nach Satz 3.12 existiert eine Teilfolge (xy,, )xen mit x,, — x und aus
Satz 3.11(e) folgt limy_,0, Kx,,, = Kx ]

3.3 Regularisierungsverfahren

Es seien weiterhin X,Y Hilbertrdume und K € ¢ (X,Y) sei nicht-degeneriert mit
Singulidrwertzerlegung (uy, vy, Op)neN-

3.3.1 Parameterwahlstrategien

Satz 3.14

Ist (Ry) >0 eine Regularisierung von K™, dann gilt

(@) |[Rall 2@y x) = oo fiir o — 0.

(b) Ist zudem ||KRq|| oy glm. beschrinkt in o, dann gilt fiir alle y ¢ P(K™)
|Ray||xy — o  fiir & — 0.

Nach Satz 3.3 gilt (b) fiir regularisierende Filter.
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Beweis: (a) Angenommen es existiert eine (glm. in &) beschrédnkte Teilfolge von
R. Dann wiire K™ stetig nach dem Satz 3.8 (Banach-Steinhaus). Dann wiire
aber nach Korollar 2.33 K degeneriert.

(b) Angenommen es existiert eine beschrinkte Teilfolge ||Rqy||y. Nach Korol-
lar 3.13 existiert dann eine Teilfolge von KRy, die gegen ein N € Z(K)
konvergiert.

AuBerdem konvergiert KR, punktweise auf Z(K™) gegen KK = Py

Aus der Beschrinkheit von KR, folgt mit Satz 3.8 (Banach-Steinhaus), auch

KRyy — P%y. Es gilt also P%y =n € Z(K) und damit
yEZ(K)+Z(K)" = 7(K*),

so dass die Behauptung durch Kontraposition gezeigt ist. U

Bemerkung 3.15
Fiir die Abweichung von xg := Ryy® vom gesuchten Ky gilt

PR T I—

Der erste Summand Ry (y® —y) beschreibt den fortgepflanzten Datenfehler. Ge-
mdif3 Satz 3.14 konvergiert er (fiir y° ¢ 9 (K™)) fiir a — 0 gegen unendlich. Der

zweite Summand beschreibt den durch die Regularisierung eingefiihrten Verfah-
rensfehler. Er konvergiert fiir &« — 0 gegen Null.

Ro(y° —y)H + ||[Ray — K Ty||

Das Parameterwahlproblem besteht darin, a (in Abhéiingigkeit von 6 und yéS ) so zu
xg — K+yH moglichst klein wird und fiir & — 0

wdhlen, dass der Gesamtfehler

gegen Null konvergiert.

Definition 3.16
Eine Funktion

o: Rt xY > RY, (8,5°) — a(8,)°)
heif3t Parameterwahlstrategie.”
Eine Kombination von Regularisierung und Parameterwahlstrategie heifst Regu-

larisierungsverfahren, falls fiir jedes y € 2(K™)

Ra(y673)y6 —>K+y (6 —>0)

2 Analog heiBt fiir Regularisierungen (Ry)xew eine Funktion k(8,y%) Parameterwahlstrategie
oder auch Sroppregel.
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fiir alle (y®) g0 C Y mit

e

Hiingt o nur von & ab, so sprechen wir von einer a priori Parameterwahl sonst
von einer a posteriori Parameterwahl.

Satz 3.17
Sei (Ry)q>0 eine Regularisierung. Dann erzeugt jede Parameterwahlstrategie
o = o) mit

o(6) =0, |[Rg|l6—0 (fiird—0)

ein Regularisierungsverfahren.

Beweis: Wie in Bemerkung 3.15 gilt firy € 2(K™)

[ = K| < IRal ]| = | + |Ray — K431
~———
womit die Behauptung folgt. 0

Fiir allgemeine Filter haben wir ||Ry|| schon in Satz 3.3 abgeschiitzt, fiir regulari-
sierende Filter ldsst sich dies noch verschirfen:

Satz 3.18
Fiir regularisierende Filter (Fy)g>0 ist

IR« < Csupy/|Fa(o7)| <C  sup  +/|Fa(A)]
nelN

Ae(0,]K 1]

Beweis: Es ist

IRyl —(Ray,ZFa )G (it y)v ) ZFa )On(ttn,y)(Ray, v, )

n=1

Z ) (tn;y) KRay,un)<Sup|Fa( DIIKRa| 1y

und aus Satz 3.3 folgt | KRg|| < C?. O

Beispiel 3.19
(a) Fiir die abgeschnittene Singuldrwertzerlegung

Al A>a
R ={5 e
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ist offenbar C = 1 und damit ||Ry|| < \/La. Also erzeugt jede Parameterwahl-

strategie o.(0) mit
0

a(d)

o(6) — 0, -0

ein Regularisierungsverfahren.
Mit der Wahl a(d) := 8 folgt also
Ra(g)yS = Z Gk_l(uk,yﬁ)vk — KTy fiird —0.
o>Vé
(b) Fiir die Tikhonov-Regularisierung

1

Fa(A):= 70

gilt offenbar ebenfalls C = 1 und ||Ry|| < \/La, sodass jede Parameterwahl mit
2

)
o(6) —0 und a®®) — 0,

zu einem Regularisierungsverfahren fiihrt.
Mit der Wahl a(8) := 0 folgt also

Ra(6)y8 = (K*K+81)'K*y? - KTy fiir§ —0.

3.3.2 Das Bakushinskii-Veto

Satz 3.20 (Bakushinskii-Veto)
Sei (Rq)a>0 eine Regularisierung. Es existiert keine Parameterwahl o, = o,(y%),
sodass fiir alle y € 2(K™)

Ra(ys)ﬁ — Kty  fiiré —0. (3.3)

Beweis: Angenommen, es gibt eine solche Parameterwahl. Dann definieren wir
uns damit die (moglicherweise nicht-lineare) Abbildung

R:Y =X, R(M):=Rymn-

Fiir y € 2(K*) folgt mit y% := y aus (3.3), dass Ry = Kty, d.h. Rlgk+ =K™.
AuBerdem folgt aus (3.3) fiir jede Folge y% — y, dass

R(Y®) =Ry(5))° = KTy =R(y),
d.h. R (und damit K) ist stetig auf 2(K™"). Dies widerspricht Korollar 2.33. [
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Bemerkung 3.21

(a) Satz 3.20 zeigt dass die Kenntnis des Datenfehlers notwendig ist fiir eine kon-
vergente Parameterwahlstrategie. In der Praxis ist dieser jedoch nicht immer
bestimmbar und so haben sich neben den mathematisch rigoros gerechtfer-
tigten auch heuristische Parameterwahlstrategie etabliert. Ein Beispiel hier-

fiir ist das sogenannte L-Kurven-Kriterium, in dem ngH als Funktion von
‘ Y0 —Kxg,
punkt* gehorige Parameter o verwendet wird (vgl. das in der Vorlesung ge-
malte Bild).

’ (doppeltlogarithmisch) geplottet wird und der zum linken ,, Eck-

(b) In der Praxis werden Messungen oft wiederholt durchgefiihrt um aus der
Streuung den Datenfehler schéitzen zu konnen und ihn durch Mittelung zu re-
duzieren. Mit diesem Ansatz ldsst sich unter geeigneten Annahmen tatsdchlich
das Bakushinskii-Veto umgehen und (in einem stochastischen Sinne) Konver-
genz beweisen [HIP20)].

3.4 Diskrepanzprinzip fiir das Tikhonov-Verfahren

In diesem Abschnitt besitze K stets dichtes Bild, d.h. Z(K) =Y, und wir betrach-
ten nur die Tikhonov-Regularisierung

Ro = (K*'K+ol) 'K

Seiyd €Y, 8 > 0 mit Hy5 —yH < 8. Der Parameter o > 0 steuert (wie in Bemer-

kung 3.5 beschrieben), wie gut xg := Rgy® zu den gemessenen Daten passt. Um

so kleiner o gewihlt wird, umso kleiner wird das Residuum
Jai—>°])

Dabei erscheint es sinnlos, hier eine hohere Genauigkeit als 6 zu fordern. Die
PWS
,,Wihle a(y5,5) sodass Hl(xg‘(y(S 5) —y‘SH =0«

heilt Diskrepanzprinzip von Morozov.

Die Existenz eines solches & kann nur dann garantiert werden, wenn K dichtes
Bild besitzt. Im allgemeinen Fall (K1) = Z(K) + %Z(K)* mit Z(K)* # {0}
konnte namlich selbst fiir exakte Daten und exakte Inversion das Residuum

Satz 2.16
K(KTy)—y™ "= %y—ye%KV
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beliebig grofl werden.

Falls K dichtes Bild besitzt (was wir in diesem Abschnitt stets voraussetzen),
so existiert jedoch immer ein Parameter Oc(yﬁ, 0), der das Diskrepanzprinzip er-
fiillt, und mit dieser Parameterwahl ergibt sich ein Regularisierungsverfahren, also
Ra(y5,6)y6 — K*y.

Um dies zu zeigen, beweisen wir zunéchst die in Bemerkung 3.5 gemachten Aus-
sagen.

Lemma 3.22
Sei(x>0undy6 cY.

K*K +al € Z(X) ist stetig invertierbar und

O;
xg = (K*K—I- 061)71[(* 5 :Ray6 = Z . (un,yé)vn

2
nelN Oy +a

ist der eindeutige Minimierer von
5 2 2 :
Hy —KxH + o ||x||y — min!.
Y

Beweis: Wegen
(K'K+al)x=z <= (K'K+alx,&)y=(z,&)x VEeX.

folgt die stetige Invertierbarkeit von K*K + o/ aus dem Satz von Lax-Milgram
(Satz 2.3). Die Singulirwertdarstellung von (K*K + af)~! folgt sofort aus der
von K.

Um die Minimierereigenschaft zu zeigen, sei x € X mit x # xg. Dann gilt
2
X
= —2(°,Kx)y + (x, (K*K 4 al)x)x +2(y°, Kx3)y
— (x5, (K*K + ol )x3)x
= (=) (KK +an)(x—x8))

2 2
o7 =+ ol - el

‘y‘s —Kx;,

+2 (x, (K*K + (Xl)xg)x —2(y%, Kx)y

~2(xf, (KK +al)xd) +20° Kxd)y

2

= HK(x—xg)Hi—i-aHx—xg v 0.
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Lemma 3.23
Seiy® €Y.

(a) Die Funktion
o HKxg —y‘SH , mitxg ::Rayﬁ,
ist stetig und streng monoton steigend.

(b) Es gilt

lim HKxg—y‘sH =0 wund lim HKxg—ySH = Hy‘SH

a—0 O—ro0

Beweis: Das Erzeugnis (uj,us,...) liegt offensichtlich dicht in % (K) und damit
auch in Z(K) =Y. Nach Definition und Satz 2.28 ist daher

y6 = Z (”naya)un
nelN

und damit

s .5 _ o, B Sy, —a 5
Kxg —y" = Z L) (s, ¥ Jun = Z —— (U, y° )ty (3.4)

2 2
nelN Gn—i—(X nENGn+(X

(a) Aus (3.4) folgt dass

2
e 1

1 2

)
<0'2 ) (”nay )2
nelN 7”—}—1

und dieses ist offenbar streng monoton steigend in o.

AuBerdem ist fiir o, 0 >0

2
2 > o, o,

1) 1) n n S
Xg —X = — Un,y°)v
) (04] (07) ,;(G,%‘f‘a] G,%+a2>(”’ )n

2
< Opn Op k) 2
S Sup {5 ) y
2 2
2 Oj 5
S(O@_al) 2 zHy H .
)

xg und damit insbesondere auch HKxg —y? H héngt also stetig von o > 0 ab.
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(b) Wir verwenden wieder (3.4). Fiir &« — 0 wird in

H 5 57 & a \’ 512 i a \’ 512
KxOC -y ) - ( ) (unay ) + ( ) (Un,y )
i1 \ O 0 nN1 \ O + O

(o)

N 2
<Y (%) Pt T

n=N+1
2 oo
o 5| 512
< (g) H)’ H + Z (un,y°)
N n=N+1

der zweite Summand (unabhéngig von o > 0) fiir hinreichend grofle N € N
beliebig klein und der erste Summand wird fiir festes N und hinreichend klei-
nes & > 0 beliebig klein. Damit folgt

lim HKxg —y5H =0.

a—0

Fiir o — oo gilt

5% o? \' s (OF\|l.s|P
k| = X (org) @< (%) [ ~o
el = 2 (75a) o= () b
und damit limg .||k, —° | = 2. O

Satz 3.24
(a) Zujedemy® € Y und 0 < 8 < Hy‘SH existiert genau ein o(y®,8) mit

|Kx8 5.5 =% = 8.

(b) Die Tikhonov-Regularisierung bildet mit dieser Parameterwahlstrategie’ ein
Regularisierungsverfahren, d.h. fiir jedes y € 2(K™) gilt

5 +
Ry 5y” = K7y

fiir jede Folge (y®)g~o C Y mit <.

y‘s—y‘

3Strenggenommen ist diese Parameterwahlstrategie nur fiir y # 0 und hinreichend kleine § > 0
wohldefiniert. Eine iiberall definiertes Regularisierungsverfahren erhilt man, indem fiir 6 > H o ||

— 6 - ;
o := oo, also Xy .8) = 0 gesetzt wird.
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Beweis: (a) folgt aus Lemma 3.23

Zum Beweis von (b) beachte zunichst, dass fiir jede Folge 0 — 0 aufgrund unserer
Parameterwahl und der Minimalitéitseigenschaft aus Lemma 3.22 gilt, dass

x6

82+ a(r’,9)| a(y5,5)H2 o

2 2
o) o) o) o)
‘y _Kxa(y5,6>H +aly ’5)‘%@5,&”

2
<|p? - kK| + a0 8) [k
<8 +a(’,8) K|

Dabei haben wir im letzten Schritt ausgenutzt, dass KKy = P%y =y wegen

#(K) =Y gilt (vgl. Satz 2.16). Fiir alle § > 0 (und zugehérige y® mit
ist also

e
7.0 < K511 (3.5)

Nach Satz 3.12 besitzt jede Teilfolge von xg %.6) eine schwach konvergente Teil-

folge. Sei £ ein dazugehoriger schwacher Grenzwert. Aus dem Diskrepanzprinzip
und Satz 3.11(e) folgt ||K£—y|| = 0. Da |K"y|| die Lésung mit minimaler Norm
ist (Definition 2.14) ist |[Ky|| < ||£]| und mit (3.5) folgt aus Satz 3.11(f), dass £
sogar starker Grenzwert der betrachteten Teilfolge ist. Aus (3.5) folgt dann aber
|I£]] < ||[KTy|| und somit £ = KTy. Insgesamt ist also gezeigt, dass jede Teilfolge
von xg (45.6) eine gegen Ky konvergente Teilfolge besitzt. Es gilt also

—KTy.

)
Y (y3,5)
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