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Kapitel 1

Motivation und Einleitung

1.1 Einfithrung und einfache Beispiele

Diese Vorlesung widmet sich der Aufgabe, das Minimum einer Funktion
f: X—=R,

zu finden. Solche Probleme heillen Minimierungsaufgaben, oder (da durch Ne-
gation von f offensichtlich auch Maximierungsaufgaben in diese Form gebracht
werden konnen) Optimierungsaufgaben. f heilt Zielfunktional, X heilt zuldssiger
Bereich, die Elemente x € X heillen zuldssige Punkte, und die Forderung x € X
nennt man auch Nebenbedingung.

Das Problem
,Finde einen (lokalen oder globalen) Minimierer x € X von f!”
schreiben wir auch kurz als
f(x) > min! uwdN.xeX

oder

min f(x).

xeX f( )
Wir setzen in dieser Vorlesung stets X C R”, n € N voraus, wobei X Abschluss ei-
ner offenen Menge ist. Fiir unsere Algorithmen werden wir Differenzierbarkeits-
forderungen an f stellen, und wir werden uns meist darauf beschrinken, lokale
Minima zu suchen. In diesem Sinne betrachten wir also endlich-dimensionale,
kontinuierliche, glatte und lokale Optimierungsaufgaben.
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KAPITEL 1. MOTIVATION UND EINLEITUNG

Optimierungsaufgaben werden im Englischen auch als program bezeichnet. Ent-
sprechend nennt man z.B. die Losung linearer Optimierungsaufgaben linear pro-
gramming.

Ein wichtiger Spezialfall tritt bei der Losung von Gleichungssystemen
F(x)=y

mit F: R" — R auf. Solche inversen Probleme (auch: Identifikationsprobleme
oder Ausgleichsprobleme) besitzen in der Praxis aufgrund von Mess- und Model-
lierungsungenauigkeiten oft keine eindeutige Losung. Stattdessen begniigt man
sich mit bestmdglichen Losungen, also Minima von

f(x) — min!

. 2
mit f(x) := |[F(x) = y[|".
Wir betrachten zunichst zwei einfache mathematische Beispiele.

1.1.1 Unrestringierte lineare Optimierung

Fiir X = R" spricht man auch von unrestringierter Optimierung. Betrachten wir
den einfachsten Fall, dass die Zielfunktion linear ist, also

f:R"=R, f(x):=blx VxeR"

mit einem b € R".

Fiir jedes x € R” und jedes £ > 0 gilt f(x —eb) = f(x) —||b||* < f(x), die Mi-
nimierungsaufgabe
f(x) — min!

besitzt im R also weder globale noch lokale Minima.

1.1.2 Lineare Ausgleichsrechnung

Lisst sich ein lineares Gleichungssystem
Ax=0b,

mit A € R™*", b € R™ nicht exakt 16sen, so begniigt man sich in der Praxis oft
mit der sogenannten Kleinsten-Quadrate-Losung, d.h. der Losung des Minimie-
rungsproblems

f(x) — min!
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mit f(x) = |JAx — b||*. Die globalen Minima von f sind genau die Losungen der
Normalengleichungen

ATAx=ATb
(sieche Ubungsaufgabe 1.2).

1.2 Anwendungsbeispiele

Wir skizzieren noch drei mit bedeutenden Preisen verbundene komplexere An-
wendungsbeispiele fiir Optimierungsprobleme.

1.2.1 Minimalfiéichen!

Zieht man einen geschlossenen Draht durch Seifenlauge, so bildet sich ein Film
dessen Flacheninhalt minimal wird. Mathematisch konnen wir dies modellieren,
indem wir zu einem Gebiet Q C R? und Randdaten r: dQ — R eine Funktion

u: Q>R

suchen, die auf dem Rand mit r tibereinstimmt und deren Graph minimale Ober-
flache besitzt (vgl. die in der Vorlesung gemalten Skizze).

Zur ndherungsweise numerischen Losung dieses Problems diskretisieren wir die
gesuchte Funktion u durch einen Vektor U € R" und stellen einen funktionalen
Zusammenhang
A: R"—=R

zwischen der Diskretisierung U und dem Flidcheninhalt A(U) des zugehorigen
Graphen auf. (U enthilt beispielsweise die Auswertungen von u in den Knoten-
punkten einer reguldren Triangulierung von Q und A(U) ist der Flicheninhalt des
Graphen der zugehorigen stetigen und stiickweise linearen Funktion, vgl. die in
der Vorlesung gemalten Skizzen).

Die diskretisierte Version des Minimalflichenproblem fiihrt also auf ein Optimie-
rungsproblem der Form

A(U) — min! uwdN.Ue€R"

wobei n € N die Anzahl der Freiheitsgrade in der Diskretisierung beschreibt und
damit (bei immer besserer Diskretisierung) beliebig grofl werden kann.

Wird die Seifenhaut iiber ein Hindernis gespannt, so ergeben sich entsprechend
restringierte Optimierungsprobleme.

1Jesse Douglas erhielt 1936 die Fields-Medaille fiir seinen Existenzbeweis fiir das Minimalfli-
chenproblem.
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1.2.2 Portfoliotheorie nach Markowitz?

Ein Fondsmanager versucht n Finanzprodukte (Anleihen, Aktien, Derivate, 0.4.)
so zu kombinieren, dass er moglichst viel Gewinn bei moglichst geringem Ri-
siko macht. Ein einfaches Modell ist, dass der zukiinftige Wert (etwa nach Ab-
lauf eines Jahres) der n Finanzprodukte zufillig verteilt ist und dass der Manager
(aufgrund seiner Markterwartung oder aus historischen Daten) die Erwartungs-
werte 1; der Renditen kennt. Investiert er x; Euro in das j-te Finanzprodukt, so
wird der zukiinftige Wert des Portfolios zufallsverteilt sein mit Erwartungswert

E(x) = anl Hjx;.
Um einen moglichst groBen Gewinn (im Erwartungswert) zu machen, betrachtet
der Fondsmanager also das Optimierungsproblem

n
E(x)=ulx= Y wjx; — max!
j=1
unter der Nebenbedingung 27:1 xj =1, wobei wir 0.B.d.A. den den zur Verfii-
gung stehenden Betrag auf 1 normiert haben. Dieses Optimierungsproblem wird
offenbar trivialerweise dadurch gelost, alles in das Finanzprodukt mit der hoch-
sten erwarteten Rendite zu investieren.

Kennt der Fondsmanager (wiederum aufgrund seiner Markterwartung oder aus hi-
storischen Daten) auch die Kovarianzmatrix X = (o)} ,_; € R"*" der Renditen,
so ist die Varianz des zukiinftigen Wert seines Portfolios gegeben durch

V(X) :XTZX: Z Xijkxk.

n
Jk=1

Akzeptieren wir die Varianz als MaB fiir das Risiko der gewihlten Investmentstra-
tegie, dann fiihrt die Maximierung des Gewinns bei einer gegebenen Risikobereit-
schaft auf Optimierungsprobleme der Form

ulfx — max! wdN.xeR" x'Zx <R

und die Minimierung des Risikos bei einer festgesetzten Gewinnabsicht auf Opti-
mierungsprobleme der Form

x'Xx - min! wdN.xeR", ulx>r

Weitere Nebenbedingungen konnen aus der Art der Finanzprodukte erwachsen
(z.B.x; > 0).

2Harry M. Markowitz erhielt 1990 fiir seine Theorie der Portfolio-Auswahl den Wirtschafts-
nobelpreis zusammen mit Merton H. Miller und William Sharpe.
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Es ist naheliegend, nur solche Portfolios zu verwenden, die beide obigen Optimie-
rungsprobleme 16sen, da ansonsten der gleiche erwartete Gewinn mit geringerem
Risiko oder ein hoherer Gewinn bei gleichen Risiko méglich wire. Solche Port-
folios heillen effizient.

1.2.3 Computertomographie’

In der Computertomographie wird ein Schnittbild des Inneren eines Patienten er-
stellt, indem der Patient von verschiedenen Seiten mit Rontgenstrahlen durch-
leuchtet wird. In einer einfachen diskreten Modellierung unterteilen wir das ge-
suchte Schnittbild in n Pixel und nehmen an, dass die Gesamtabsorption eines
Rontgenstrahls durch den Korper sich als Summe der Absorptionskoeffizienten
aller passierten Pixel gewichtet mit der Strahllange durch den Pixel ergibt (vgl.
die in der Vorlesung gemalten Skizzen). So erhalten wir ein grof3es lineares Glei-
chungssystem
Ax =b.

Dabei ist x; der Absorptionskoeffizienten des j-ten Pixels, b; ist die Gesamtab-
schwiichung des i-ten Rontgenstrahls und die Eintrdge a;; (i=1,...,m, j=1,...,n)
der Matrix A ergeben sich aus der Linge des Weges des i-ten Rontgenstrahls durch
das j-te Pixel. Wahlen wir weniger Pixel als Strahlen (n < m), so ist das LGS {iiber-
bestimmt und wir kdnnen (aufgrund der Mess- und Modellierungsfehler) nicht
erwarten, dass eine exakte Losung existiert.

Wie in Abschnitt 1.2.2 fiihrt das Problem, eine bestmogliche Losung des LGS zu
finden auf das Ausgleichsproblem

||Ax — b|| — min! u.d.N.x e R"

Neuartige Tomographieverfahren beruhen héaufig auf nicht-linearen Zusammen-
hingen zwischen den gesuchten physikalischen Koeffizienten und den gemesse-
nen GroBen und damit auf nicht-lineare Ausgleichsprobleme der Form

|F(x)—b|*> > min! uwdN.xeR"

Es muss an dieser Stelle erwihnt werden, dass Messfehler die optimal zu den
gemessenen Daten passenden Losungen in der Praxis haufig bis zur volligen Un-
brauchbarkeit verfdlschen. Auswege aus diesem Problem der Schlechtgestelltheit
sind Gegenstand der voraussichtlich im Sommersemester 2021 wieder angebote-
nen Vorlesung Fortgeschrittene Optimierung und inverse Probleme: Regularisie-
rung inverser Probleme.

3 Allan M. Cormack und Godfrey Hounsfield erhielten 1979 fiir die Entwicklung der Compu-
tertomographie den Nobelpreis fiir Medizin. Die mathematischen Grundlagen der heute genutzten
Algorithmen wurden 1917 durch den 6sterreichischen Mathematiker Johann Radon entwickelt.
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Kapitel 2

Unrestringierte nichtlineare
Optimierung

Dieses Kapitel folgt dem sehr empfehlenswerten Lehrbuch von Michael und Ste-
fan Ulbrich [Ulbrich]. Wir betrachten das unrestringierte Optimierungsproblem

f(x) — min!

fiir eine allgemeine (hinreichend glatte) Zielfunktion f : R" — R.

2.1 Grundlagen und Optimalititsbedingungen

Wir wiederholen einige Grundbegriffe aus der Analysis und der Linearen Algebra.
In diesem Abschnitt sei U C R” stets eine offene Menge.

2.1.1 Grundlagen und Notationen

Fiir Vektoren x € IR” und Matrizen A € R™*" bezeichnen wir mit

llx[| ;== VxTx und ||A| = max ||Ax]|
[Ixll=1

die Euklidische Vektornorm und die dadurch induzierte Matrixnorm.
Fiir eine auf U stetig differenzierbare Funktion

f1(x)
F:U—R" Fkx) = :
Jm (x )
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bezeichnen wir die Jacobi-Matrix mit

9fi(x) 9fi(x)
x| tee oxy
F=| " | emme
9 fm(x) 9 fm(x)
x| te ox,

und fiir eine skalare, auf U ein- bzw. zweimal stetig differenzierbare Funktion
f:U — R bezeichne

If(x)
8x1
ViR =f'=| : |eR"

If(x)
axn

92 f(x) If(x)

8x% 0x10xy
Vi =1 : ;| €R™
92 f(x) If(x)
0x,0x1 dx2

den Gradient bzw. die Hesse-Matrix von f.!
Fiir jedes d € R" konnen wir die Richtungsableitung schreiben als

() _ . fletid)— £
t

_ T

Definition 2.1
Zu zwei Punkten xg,x; € R" heif3it

[x0,x1] :={x; ;= (1 —=t)xo+1x; : t €[0,1]}
Verbindungsstrecke zwischen xo und x;.

Satz 2.2
Sei f : U — R stetig differenzierbar und xo,x) € U seien Punkte mit [xp,x1] C U.
Die Funktion
gt f(x), x:=(1—1)x0+1x
ist auf einer Umgebung von [0, 1] stetig differenzierbar und es gilt

g'(t) = Vf(x)" (x1 —x0).

Ist f zweimal stetig differenzierbar, dann ist auch g zweimal stetig differenzierbar
und es gilt
g"(t) = (x1 —x0)" V2 f (xt) (x1 —xo).
! Achtung: Die Notation V? wird in der Literatur nicht einheitlich verwendet. Im Kontext par-
tieller Differentialgleichung findet sich V2 auch als Notation fiir den Laplace-Operator.
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2.1. GRUNDLAGEN UND OPTIMALITATSBEDINGUNGEN

Beweis: Ubungsaufgabe 1.3. O

Satz 2.3 (Lineare & quadratische Taylor-Formel skalarer Fkt.)
Sei f : U — R stetig differenzierbar, x € U und € > 0, so dass Bg(x) C U.

(a) Fiir alle d € B¢(0) existiert ein s € [0, 1] mit

fx+d)=f(x)+Vf(x+sd)d.

Auperdem gilt fiir alle d € B¢(0)

flr+d)=f0)+Vf(x)Td+p(d)

und das Restglied p : B¢(0) — R erfiillt p(d) = o(||d

lim 1P(@)]

a0 [ld

), d.h.

(b) Ist f : U — R zweimal stetig differenzierbar, dann existiert fiir alle d € B¢ (0)
eins € [0, 1] mit

fx+d)=f(x)+Vfx)Td+ %dTVZ f(x+sd)d

Auflerdem gilt fiir alle d € B¢(0)

1

flatd) = f()+Vf(0)d+5d"V2f(x)d +p(d)

und das Restglied p : Be(0) — R erfiillt p(d) = o(||d||*), d.h.

d
tim P,
40 ||d||

Beweis: Das folgt mit Satz 2.2 aus den eindimensionalen Taylor-Formeln. U

Fiir vektorwertige Funktionen existieren die Zwischenwerte in Satz 2.3 im Allge-
meinen nicht mehr. Mit dem folgenden Satz lisst sich aber dennoch das Verhalten
der Funktion zwischen zwei Werten x und x + d durch das Verhalten ihrer Ablei-
tung zwischen diesen Werten abschitzen.
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Lemma 2.4
Sei F : U — R™ stetig differenzierbar, x € U und € > 0, so dass B¢(x) C U. Fiir
alle d € B¢(0) gilt

1 1
F(x+d)=F(x) +/ F'(x+td)ddt = F(x) + (/ F'(x+1d) dt> d,
0 0
also insbesondere

IF(x+d) = F)ll < [ld|| sup |[F'(x+td)].
t€[0,1]

Aufserdem ist
F(x+d)=F(x)+F'(x)d+p(d),

und das Restglied p : B¢(0) — R™ erfiillt p(d) = o(||d||), d.h.
@l
d—0 ||d||

Beweis: Da U offen ist, existiert § > 0 so dass [x — dd,x+ (14 6)d] C U. Wir
definieren
fr (8018 SR, f(1) = Flxtid)

Offenbar ist f(¢t) = F(g(t)), wobei

g:(=0,14+498)—>R", g(t):=x+1td

und es ist g'(¢) = d.

Aus der mehrdimensionalen Kettenregel folgt

fl(t)=F'(g(t))g'(t) = F'(x+1d)d

und mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung erhalten wir
1 1
F(x+d)—F(x) = f(1) = £(0) :/ £ de :/ F'(x+td))d dr
0 0

und damit die erste Behauptung.

Die zweite Behauptung ist nichts anderes als die Definition der totalen Differen-
zierbarkeit. O

Nach dem Satz von Schwarz ist die Hesse-Matrix einer zweimal stetig differen-
zierbaren Funktion symmetrisch.

10



2.1. GRUNDLAGEN UND OPTIMALITATSBEDINGUNGEN

Definition 2.5
Eine symmetrische Matrix A = (a;j); j—1,..n € R"" heifit
(a) positiv semidefinit, falls x' Ax > 0 fiir alle x € R"

(b) positiv definit, falls x” Ax > 0 fiir alle 0 # x € R"

A heif’t negativ (semi-)definit, falls —A positiv (semi-)definit ist.

Satz 2.6

Zu einer symmetrischen Matrix A € R™" existiert eine ONB aus Eigenvektoren
Vi,..., v €R"

mit zugehorigen Eigenwerten Ay,..., A, € R, also

vjrvk =0j und Avp= Avg.

Es ist also

A= lkvkv,{

n

k=1

und mit Amm(A) = mink:L.“?n )Lk, lmax(A) = MaXg=1,..n 7Lk gilt
xT Ax xT Ax

= min 5 < max 3
oseRe x|~ osxee x|

Amin(A)

= max(A)-

Insbesondere ist eine symmetrische Matrix A also genau dann positiv semidefinit
(bzw. positiv definit / negativ semidefinit / negativ definit), wenn alle Eigenwerte
nicht-negativ (bzw. positiv / nicht-positiv / negativ) sind.

Fiir symmetrische, positiv semidefinite A € R""*" gilt aufserdem

Al = max Ak

=1,...,

Beweis: Wir setzen dies als bekannt voraus und verweisen auf die Grundvorle-
sungen zur linearen Algebra. U

Definition 2.7
Fiir eine invertierbare Matrix A € R"*" definieren wir die Kondition durch
—1
K(A) = [|A][ [lA~]].
Fiir symmetrische positiv definite Matrizen gilt offenbar

Amax(A)

K(A) = Anar(A) (A1) = 2705

11
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Bemerkung 2.8
Der Name Kondition kommt daher, dass k(A) wegen

AN b+ 8)—A"1b _ et

oA s a

! 16]]
IA[[lA="D] —

K(A)M

<l el

ein Map fiir die relative Fehlerverstirkung bei Inversion von A ist.

2.1.2 Optimalitidtsbedingungen

Definition 2.9
Sei ) #X CR"und f: X — R. Ein Punkt x € X heif3t

(a) globales Minimum von f in X, falls
fx) < fly) fiiralley € X.

(b) lokales Minimum von f in X, falls ein € > 0 existiert, so dass x globales
Minimum von f in X N Be(x) ist, also

fx) < f(y) fiiralley e XNBe(x).
(c) striktes* globales Minimum von f, falls

fx) < f(y) fiirallex#ye€X.

(d) striktes lokales Minimum von f, falls ein € > 0 existiert, so dass x striktes
globales Minimum von f in X N Bg(x) ist, also

f(x) < f(y) fiirallex+#y € X NBe(x).

Analog definieren wir (strikte) globale oder lokale Maxima.

Definition und Satz 2.10 (Notwendige Optimalitiitsbed. 1. Ordnung)
Sei 0 AU C R" offen und f: U — R stetig differenzierbar. Ist x € U ein lokales
Minimum von f, dann gilt V f(x) = 0.

Punkte mit V f (x) = O heifSen stationdire Punkte.

2auch: strenges oder isoliertes

12



2.1. GRUNDLAGEN UND OPTIMALITATSBEDINGUNGEN

Beweis: Fiir jedes d € R” gilt gemif (2.1)

fat1d) - f(x)

VF(x)Td =lim > 0.
t—0 t
Fiir d := —V f(x) folgt, dass — || V£(x)||* > 0 und damit V f(x) = 0. O

Satz 2.11 (Notwendige Optimalititsbed. 2. Ordnung)

Sei 0 # U CR" offen und f: U — R zweimal stetig differenzierbar. Ist x € U ein
lokales Minimum von f, dann ist x ein stationdirer Punkt und V> f (x) ist positiv
semidefinit, also

(a) Vf(x)=0

(b) dTV?f(x)d > 0 fiir alle d € R"

Beweis: Definition und Satz 2.10 liefert (a). Zum Beweis von (b) sei d € R" und
€ > 0 sei so klein, dass B¢(x) C U und x globales Minimum in Bg(x) ist.

Wir verwenden die quadratische Taylor-Formel in Satz 2.3 mit ¢d anstelle von d

2
fx+td) = f(x)+1tVf(x)Td+ %dTsz(x)d-l-P(ld) V| < ﬁ

Mit f(x+1td) > f(x) und V f(x) = 0 folgt, dass

2
dT'V?f(x)d > _,_zp(td) Y[t < —=

und mit % — 0 erhalten wir, dass d7V2f(x)d > 0. O

Satz 2.12 (Hinreichende Optimalitiitsbed. 2. Ordnung)

Sei 0 # U C R" offen und f: U — R zweimal stetig differenzierbar. Ist x € U ein
stationdrer Punkt mit positiv definiter Hesse-Matrix, also

(a) Vf(x)=0

(b) d"V?f(x)d > 0 fiir alle 0 # d € R"

dann ist x ein striktes lokales Minimum von f.

13



KAPITEL 2. UNRESTRINGIERTE NICHTLINEARE OPTIMIERUNG

Beweis: Wegen (b) und Satz 2.6 ist 4 := Apin(V2f(x)) > 0 und

dT"V2f(x)d > u||d|* VvdeR".

Wir verwenden wieder die quadratische Taylor-Formel aus Satz 2.3. Fiir hinrei-
chend kleine € > 0 ist B¢(x) C U,

flx4d) = f(x)+Vfx)Td+ %dTVZ f(x)d+p(d) Vd € Be(0)

und u
p(d)| < 7 1ld|*  vd € B (0).

Wegen V f(x) = 0 gilt also

fatd) = f@)+ Sl vd € Be0),

so dass x ein striktes lokales Minimum ist. U

Beispiel 2.13

(a) Die notwendige Optimalitiitsbedingung 1. Ordnung ist nicht hinreichend. Es
ist nicht jeder stationdire Punkt ein Minimum. Fiir f(x) = —x?, x € R ist der

einzige stationdire Punkt x = 0 ein Maximum. Fiir f(x) = x> ist der einzige sta-
tiondre Punkt weder ein Minimum noch ein Maximum (solche Punkte heifsen
auch Sattelpunkte, vgl. die in der Vorlesung gemalte Skizze).

(b) Die notwendige Optimalitditsbedingung 2. Ordnung ist nicht hinreichend. Fiir
fx):=x ist  Vf(0)=f(0)=0, V>f(0)=r"(0)=0.

Die Hesse-Matrix ist im stationdren Punkt x = 0 also positiv semidefinit, aber
x = 0 ist weder Minimum noch Maximum.

(c) Die hinreichende Optimalititsbedingung 2. Ordnung ist nicht notwendig. Fiir
f(x) = x* ist der stationiire Punkt x = 0 ein Minimum, in dem die Hesse-
Matrix V2 £(0) = f(0) = 0 nicht positiv definit ist.

2.1.3 Konvexitit
Wir werden in dieser Vorlesung Algorithmen entwickeln, mit denen stationére
Punkte gefunden werden konnen. Fiir konvexe Funktionen stimmen diese mit den

globalen Minima iiberein.
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Definition 2.14
Eine Menge X C R" heifit konvex, falls alle Verbindungsstrecken zweier Punkte
in X verlaufen, also

(I—A)xo+Ax; €X Vxg,x1 €X, A €]0,1].

Zu gegebenen xo,x| € X schreiben wir auch kurz
xp:=(1=A)xp+Ax; VA €][0,1].

Definition 2.15
Sei X C R" eine konvexe Menge. Eine Funktion f: X — R heif}t

(a) konvex, falls
A =A)xo+Axi) < (1=2)f(x0) + A S (x1)
fiir alle xo,x; € X, A € [0,1].
(b) strikt® konvex, falls
FA=A)xo+Ax1) < (1=2)f(x0) +Af(x1)
fiir alle xo,x; € X, xo # x1, A € (0,1).
(c) gleichmdpfig konvex, falls ein . > 0 existiert mit
FUU=M)xo+ Axt) + A (1= A) [l = xo0]* < (1—2) f(x0) + A £ (x1)
fiir alle xo,x; € X, A € [0,1].

Satz 2.16
Sei U C R" offen und f: U — R stetig differenzierbar. f ist auf einer konvexen
Menge X CU

(a) genau dann konvex, wenn
Vf(xo)T()q —XO) < f(xl) —f(X()) Vxo,x1 € X.

(b) genau dann strikt konvex, wenn

V£(x0)T (x1 —x0) < f(x1) = f(x0)  Vxo,x1 €X, xg # x1.

3auch: streng

15
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(c) genau dann gleichmdfig konvex, wenn ein [l > 0 existiert mit
V£ (x0)" (x1 —x0) + e[l —x0|* < f(x1) — f(x0)  Vxo,x1 € X.
Beweis: (a),,—": Ist f konvex, dann ist

V£(x0)" (x1 —x0) = lim J(xo+1(x1 —x0)) — f(x0)

t—0 t
i S =)0 +221) — f(x0)
t—0 t
< }E;% (1 —l)f(X()) +ttf(x1) _f(XO) _ f(xl) _f(xO)-

(@) ,,<=": Sei A € [0,1] und xp,x; € X. Fiir xj := (1 —A)xo + Ax; gilt nach
Voraussetzung
(¥2) = Vf(x2)" (v —x2)

f) = fx2) = V) (1 —xp)

=™
=
N
|
.

und damit
(1=2A)f(x0) +Af(x1)
= (1=2A)(f(x0) = f(xa)) +A(f(x1) = f(x2)) + f(x2)
> (1=A)VF(xa)" (x0 —x2) + AVF(x)" (51 —x2) + f(x2)
= V()" ((1—=2A)xo+Ax1 —x3) + f(x1) = f(x2).

(b) ,,=—"": Sei f strikt konvex und xg,x; € X, xo # x;. Fiir X = @ gilt
p p (a)
V(o) (x1 =) = 2V (x0)" (x) = x0) < 2(f(x1) = f(x0) )

<2 (w —f(xo)) = f(x1) — f(x0)-

(b) ”<:”: Wle (a) ”<:” mlt ”<” Statt ”S”

(¢) ,,—"": Ist f gleichmiBig konvex, dann folgt wie in (a)

V £(x0)7 (x1 — xp) = lim 250 F 1 = %0)) = f(%0)

t—0 t
= liII(l) S = 1)x —:txl) — f(x0)
< lim (L—1)f(x0) +1f(x1) —fgxo) —ut(1—1)|lx; —xo|°

= f(x1) = f(x0) — pt||x1 —xo|.
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(€) »y<="": Sei A €[0,1], x0,x; € X und x; := (1 —A)xp+ Ax;. Mit
xo—x3 =A(xo—x;) und x3 —x;=(1—21)(x0—x1)
folgt wie in (a)
(1=2)f(x0) +Af(x1)
= (1=2)(f(x0) = f(x2)) + A(f(x1) = f(xn)) + f(x2)
> (1-2) (V)T (0 —x2) + 1t [xo — 32
2 (V) (et = 32) o = xa 2) + £ )
= (1= 2) A%+ Ap(1=2)%) [lx1 = xol* + f (x3)
= p(1=2)A [t = xol|* + £ (x2),
womit alle Behauptungen gezeigt sind. U

Satz 2.17
Sei X C R" offen und konvex. f: X — R sei zweimal stetig differenzierbar. Die
Funktion f ist

(a) genau dann konvex, wenn V> f (x) fiir alle x € X positiv semidefinit ist, also

dTVif(x)d >0 VYxeX,decR"

(b) strikt konvex, falls V2 f(x) fiir alle x € X positiv definit ist, also
dTVif(x)d >0 VxeX,0#deR"
(c) genau dann gleichmdifig konvex, wenn V2 f (x) auf X gleichmdifig positiv de-
finit ist, d.h. ein u > 0 existiert, so dass
dT™V2f(x)d > u|d|* VxeX,deR"

Beweis: (a),,—"": Sei f konvex und d € R". Fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0
gilt unter Verwendung der quadratischen Taylor-Formel in Satz 2.3 und

Satz 2.16%
2
%dTVZ F@)d+ptd) = f(x+td) — f(x) —tVf(x)Td >0,
also

und mit 2% — 0 folgt a”V2f(x)d > 0.

“Hier wird die Voraussetzung, dass X offen ist, benttigt, damit x 4 ¢td € X fiir hinreichend
kleine ¢ > 0 gilt.
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(a) ,,<=": Seien xg,x; € X. Nach Satz 2.3 existiert ein s € [0, 1] mit

f(x1) = f(x0) + V. (x0)" (x1 — x0)

+ %(xl o) V2 F(xo + s(x1 — x0)) (31 — x0)
> f(x0) + Vf(x0)" (x1 —x0),

so dass aus Satz 2.16 die Konvexitit von f folgt.

(b) ,,~="": analog (a) ,,<~=" mit ,,>" statt ,,>”

(¢) ,,—"": Analog (a) ,,—" erhalten wir

2
%dTvzf(x)d+p(td) —p|ed®
= flx+td) — f(x) —tVf(x)Td - p|ed]|* > 0,

also
2p(td)

d"V2f(x)d > 2 |d]|* — =3

und mit 252 — 0 folgt a7V f(x)d > p ||d|*.
(¢) ,,&<="": Analog (a) ,,<=" existiert zu xp,x; € X ein s € [0, 1] mit
f(x1) = f(xo0) + V.f(x0)" (x1 —x0)
1
+ E(XI —xo)TVZf(xo +s(x1 —x0)) (x1 — x0)
1
> f(x0) + V.f(x0)" (x1 —x0) + FH et — o[

so dass aus Satz 2.16 die gleichmifige Konvexitit folgt. 0

Beispiel 2.18
f(x) = x* ist strikt konvex, aber V? f(x) = f"(x) = 12x? ist in x = 0 nicht positiv
definit. Die fehlende Implikation in Satz 2.17(b) gilt also tatscichlich nicht.

2.1.4 Konvexitit und Optimalitéit

Satz 2.19
Sei X C R" eine konvexe Menge und f : X — R eine konvexe Funktion.

(a) Jedes lokale Minimum von f auf X ist auch globales Minimum von f auf X.

18
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(b) Ist f strikt konvex, dann besitzt f hochstens ein lokales Minimum auf X. Falls
ein lokales Minimum existiert, so ist es nach (a) das strikte globale Minimum.

(c) Ist f stetig differenzierbar auf einer X enthaltenden offenen Menge, dann ist
jeder stationdre Punkt in X ein globales Minimum von f in X.

Beweis: (a) Sei x € X kein globales Minimum von f. Dann existiert ein y € X
mit f(y) < f(x). Aus der Konvexitit folgt, dass

fx+t(y—x)) <(1=1)f(x)+1f(y) < f(x) Vvte(0,1],
so dass x kein lokales Minimum sein kann.

(b) Seien x,y € X zwei lokale Minima von f. Nach (a) sind x und y dann auch
globale Minima und insbesondere ist f(x) = f(y). Wére x # y, so folgt aus
der strikten Konvexitit, dass

(1) <L)

=f(x) =),
und damit ein Widerspruch zur globalen Minimalitét. Es ist also x = y.
(c) Istx € X ein stationidrer Punkt, dann gilt nach Satz 2.16
fO)=f(x) = Vi) (y—x)=0.

Jeder stationdre Punkt ist also globales Minimum. U

Zur Konvergenzanalyse von Minimierungsverfahren ist auerdem das folgende
Lemma hilfreich.

Lemma 2.20
Ist f: R" — R konvex und stetig und besitzt f ein eindeutiges globales Minimum,
so ist fiir jedes C > 0 die zugehorige Niveaumenge

=) ={xeR": f(x) <C}
von f beschrdnkt.

Beweis: Sei f: R" — R konvex und stetig und £ € R” sei das eindeutige globale
Minimum von f. Da f stetig ist, kdnnen wir zu jedem Radius r > 0

C,:=min{f(x): x € dB,(%)}.

definieren und aufgrund der Eindeutigkeit des globalen Minimums gilt C, > f(%)
fiir alle r > 0.

Wir werden zeigen, dass
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(@) f1(]—e,C/]) CB,(%),
(b) Cy — oo fiir r — oo,

womit dann offenbar die Behauptung bewiesen ist.

Sei r > 0 und x & B,(£). Dann gilt fiir  := -

(=]

£+t(x—%)€dB(X) und O<r<I1.

Da £ das einzige globale Minimum ist, gilt f(x) > f(£). Mit der Konvexitit von f
folgt, dass

Cr<fR+1(x—%) <A =0)f(B) +1f(x) < (I —2)f(x) +1f(x) = f(x). 2.2)

Damit ist gezeigt, dass f(x) > C, fiir alle x ¢ B,(%) gilt, woraus durch Kontrapo-
sition (a) folgt.

Fiir alle x ¢ B,(%) folgt aus der in (2.2) gezeigten Ungleichung
Cr < (1—=0)f (%) +1f(x),

auBlerdem dass
1
£3) 2 (G S(8) + /(3
Es gilt also fiir alle R > r
Cr = min{f(x) : x € IBr(R)} > ’—:(cr — @)+ ).

so dass wegen C, > f(£) auch (b) und damit die Behauptung folgt. O

[

2.2 Das Gradientenverfahren

In diesem Abschnitt sei

fR'"—R
stets eine stetig differenzierbare Funktion. Zur Vereinfachung der Schreibweise
nummerieren wir die Folgenglieder einer Folge von Vektoren in dieser Vorlesung
iblicherweise mit tiefgestelltem Index, also

X0,X1,X2,... € R".

Wenn es in konkreten Beispielen zweckméBig ist auf die Komponenten der Vekto-
ren zuzugreifen, so wechseln wir fallweise zur Notation mit hochgestelltem Index,
also
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2.2.1 Richtung des steilsten Abstiegs
In der Umgebung eines Punktes xo € R” gilt nach der linearen Taylor-Formel

f(x) & f(x0) + V£ (x0)" (x —xo).

In einer Kugel mit Radius » um xp nimmt die lineare Taylor-Approximation ihr
Minimum an bei

Vf(x0)

P
TV

(sieche Ubungsaufgabe 4.1). In der linearen Approximation ist x —xo = —sV f(xo),
s > 0 also die Richtung des steilsten Abstiegs von f. Eine naheliegende Idee zur
numerischen Losung des Minimierungsproblems

f(x) — min!
ist es daher, beginnend mit einem Startwert xg, eine Folge von Iterierten x;, € durch

X1 =Xk — Sk V. (%)

mit noch zu bestimmenden Schrittweiten s; > 0 zu wihlen. Dies ist das sogenann-
te Gradientenverfahren, siche Algorithmus 2.

2.2.2 Die Armijo-Schrittweitenregel

In der linearen Approximation erwarten wir dass fiir s > 0 und d; € R" (im
Gradientenvefahren: d, = —V f(x;)) gilt

Fs1) = o+ sedi) = f (i) + 56V f (i) Ty

In der linearen Approximation wiirden wir die Schrittweite s moglichst grofl wih-
len, damit f(x;. 1) moglichst klein wird. Auf der anderen Seite ist die lineare Ap-
proximation aber nur in einer kleiner Umgebung von x; eine gute Approximation

an f.
Die Idee der Armijo-Schrittweitenregel ist es daher, die tatsdchlich erzielte Ab-
nahme der Zielfunktion

J ) = f (e + sidy)

mit der aus der linearen Approximation erwarteten Abnahme
—skVf(w)'d
sV f(xk)” di
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zu vergleichen. Nur wenn die tatsichlich erzielte Abnahme einen vorgegebenen
Bruchteil (z.B. ¥ = 1%) der erwarteten erreicht, wird der Schritt durchgefiihrt.
Ansonsten wird die Schrittweite als zu grof} eingeschitzt (die lineare Approxi-
mation scheint fiir diese Schrittweite keine gute Nidherung mehr zu sein) und die
Schrittweite verkiirzt (z.B. halbiert, B = 0.5).

Algorithmus 1 bestimmt zu gegebenen Parametern 3 € (0,1) und y € (0,1) eine
Schrittweite s, die die Armijo-Bedingung

Flr1) < f) + vseVof ()" di (2.3)
erfullt.

Algorithm 1 Armijo-Schrittweitenregel

Gegeben: Parameter € (0,1) und y € (0,1) (z.B. B =0.5, y=0.01)
Gegeben: aktuelle Iterierte x, Richtung d;, € R"
sk:=1/P
repeat
Sk = ﬁsk
X1 2= Xg + spdy
until f(x1) < f () + vV f (o) " i
return x;

Algorithmus 1 ist fiir allgemeine Suchrichtungen formuliert. Die Kombination aus
Gradientenverfahren und Armijo-Schrittweitenregel fassen wir in Algorithmus 2
zusammen.

Algorithm 2 Gradientenverfahren mit Armijo-Schrittweitenregel

Gegeben: Startwert xy € R”
Gegeben: Armijo-Parameter € (0,1) und y € (0,1) (z.B. § =0.5, y=0.01)
for k:=0,1,2,...do
if Vf(x¢) = 0 then
STOP
else
Sk = 1/[3
repeat
Sk = ,Bsk
Xyl o= Xk — sV f (xx)
until f(x1) < f (i) — yoe | V.f () |
end if
end for
return xp, x1, x2, ...
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Wir miissen noch untersuchen, ob Algorithmus 1 terminiert, also die Armijo-
Schrittweitenregel tatsdchlich eine Schrittweite finden wird. Dies zeigen wir nicht
nur fiir das Gradientenverfahren (mit dy = —V f(x;)) sondern gleich fiir allgemei-
ne Abstiegsverfahren, siche Abschnitt 2.3.

Definition 2.21
Ein Vektor 0 # d € R" heifst Abstiegsrichtung der Funktion f: R" — R im Punkt
x € RY, falls Vf(x)Td < 0.

Satz 2.22
Ist d eine Abstiegsrichtung fiir f : R" — R im Punkt x € R", so existiert fiir jedes
y€ (0,1) eint >0 mit

flx+sd) < f(x) +ysVf(x)Td Vsel0,1].

Insbesondere terminiert die Armijo-Schrittweitenregel in Algorithmus 1 fiir jede
Abstiegsrichtung nach endlich vielen Schritten.

Beweis: Fiir s — 0 ist

flatsd) — flx) —ysVfx)'d

S

— (1-y)Vfx)Td<o.
Die Armijo-Bedingung ist also fiir hinreichend kleine s erfiillt. U

Beispiel 2.23
Satz 2.22 zeigt, dass in Richtung einer Abstiegsrichtung eine Funktion lokal ab-

nimmt. Die Umkehrung gilt nicht. f(x) = —x* nimmt im Punkt x = 0 in die Rich-
tung d =1 ab, aber d = 1 ist keine Abstiegsrichtung fiir f in x = 0.

Bemerkung 2.24

Die Armijo-Schrittweitenregel fiir das Gradientenverfahren konnen wir auch als
speziellen Fall eines Trust-Region-Verfahren interpretieren: In der aktuellen Ite-
rierten xy ersetzen wir f durch seine lineare Niherung

F0) = fa) + V)T (x—x)

und vertrauen dieser Niherung jedoch nur in einer Kugel ||x — xi|| < ri (der Trust-
Region). Dann l6sen wir das restringierte Minimierungsproblem

) + V£ )T (x—xi) — min! wd.N. x € B, (xr)
und erhalten die Losung x| = xi — siV f(xx) (mit sp = ri/ ||V () ||)-
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Um zu entscheiden, ob wir diese Losung akzeptieren vergleichen wir die vorher-
gesagte Abnahme der Zielfunktion (predicted reduction) mit der tatscichlichen Ab-
nahme (actual reduction)

predi, =V (x)" (vt —xi) = se |V () |12, aredy = f(xx) — f(X+1).

Erreicht die tatsdichliche Abnahme wenigstens den vorher festgelegten Bruchteil
Y der vorhergesagten Abnahme,

aredj,

pred, — b

so wird der Schritt akzeptiert und die Iteration mit xy_| weitergefiihrt. Wird dieser
Bruchteil nicht erreicht, so wird der Schritt verworfen und mit einer verkleinerten
Trust-Region wiederholt.

2.2.3 Konvergenz des Gradientenverfahrens

Wir kénnen nicht erwarten, dass das Gradientenverfahren (mit Armijo-Schrittwei-
tenregel) in Algorithmus 2 ohne zusitzliche Annahmen gegen ein Minimum von
f konvergiert. Die Iterierten konnen divergieren, z.B. fiir die lineare Zielfunkti-
on aus Abschnitt 1.1.1. AuBerdem terminiert das Verfahren, wenn ein stationérer
Punkt erreicht ist, dies kann auch ein Sattellpunkt oder sogar ein Maximum sein.

Der folgende Satz zeigt aber zumindest, dass wenn die Iterierten eine konvergente
Teilfolge besitzen, diese gegen einen stationidren Punkt konvergiert. Wir nennen
solche Resultate in dieser Vorlesung Prdkonvergenz.

Satz 2.25 (Prikonvergenz des Gradientenverfahrens)

Algorithmus 2 terminiert entweder nach endlich vielen Schritten an einem statio-
néiren Punkt x; oder er erzeugt eine Folge (x;)reN von Iterierten mit den Eigen-
schaften

(@) flxerr) < f(xx)
(b) Jeder Hdufungspunkt von xy, ist ein stationdrer Punkt von f.
Beweis: Terminiert Algorithmus 2 an einem x; so gilt V f(x;) = 0. Terminiert

der Algorithmus nicht, so ist V f(x;) # O fiir alle k € N. Aufgrund der Armijo-
Schrittweitenregel erfiillen die Iterierten

Fr1) < ) — sV o)V () < f (),
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womit (a) gezeigt ist.
Zum Beweis von (b) sei x € R” ein Haufungspunkt von xi, d.h. es existiert eine
unendliche Indexmenge L C N, so dass

lim x;=x
L>]—o0

Wegen der Stetigkeit von f gilt
lim f(x) = f(x)

L3]—00

und da f(x;) monoton fillt, folgt aus der Konvergenz dieser Teilfolge die Konver-
genz der ganzen Folge. Es gilt also

lim f(x) = f(x)

k—ro0
und damit insbesondere f(x;) — f(xg1) — O.

Alle Schritte erfiillen die Armijo-Bedingung

Y| V£GP < f () — (1) — 0.

Es gilt also
lim sy || V.f(x)||> = 0
k—boo

und damit insbesondere auch

lim s, |V£(x)|* =0.
L3]—o0
Wegen der Stetigkeit von V f konvergiert (Vf(x;));c. gegen Vf(x) und es folgt

dass entweder
lim s;,=0 oder Vf(x)=0.

L3]—oo
Im zweiten Fall ist die Behauptung bewiesen. Es sei also (s;);¢, eine Nullfolge.
Insbesondere muss dann fiir fast alle (0.B.d.A. fiir alle) / € L eine Verkiirzung
der Schrittweite bei der Armijo-Regel in Algorithmus 1 stattgefunden haben. Die
Schrittweite s;/f erfiillte also die Armijo-Bedingung noch nicht, d.h.

f (Xl - %Vf(m) > 1) - rg ISP et

Nach Satz 2.3 existiert fiir jedes [ € L ein o € |0, i;—’] mit

—y% V£ ()]
<f (xl - %Vﬂm) o) = =597 (= 09 )V ).
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Da 6; — 0 fiir L 5 [ — oo erhalten wir y||V£(x)||* > [|Vf(x)||* und wegen y < 1
folgt auch in diesem Fall V f(x) = 0. O

Unter zusitzlichen Annahmen (insbesondere strikter Konvexitit) folgt aus der
Prikonvergenz in Satz 2.25 tatsdchliche Konvergenz. Um aus der Konvergenz von
Teilfolgen die Konvergenz der ganzen Folge zu erhalten, ist der folgende Hilfssatz
niitzlich.

Lemma 2.26
Sei £ € R" und (xg)ren C R™

(a) Besitzt jede Teilfolge der Folge (xj)ren eine gegen £ € R" konvergente (Teil-
)Teilfolge, so konvergiert die gesamte Folge (xi)ren gegen X.

(b) Ist (xp)ren beschrinkt und ist X ihr einziger Hiufungspunkt, so konvergiert
die gesamte Folge (x;)reN gegen X.

Beweis: (a) Angenommen (x;)ren konvergiert nicht gegen £. Dann gibt es ei-
ne Umgebung von £, auBBerhalb derer unendliche viele Folgenglieder liegen.
Diese bilden dann aber eine Teilfolge, die keine gegen £ konvergente (Teil-
)Teilfolge besitzt.

(b) Ist (xx)ren beschrinkt, so besitzt jede Teilfolge nach dem Satz von Bolzano-
Weierstrall eine konvergente (Teil-)Teilfolge und deren Grenzwert ist £, da
dies der einzige Haufungspunkt ist. Die Behauptung folgt damit aus (a). [

Folgerung 2.27
(a) Sei C > 0, so dass die Niveaumenge

f(=e0,C]):={xeR": f(x) <C}

beschrinkt ist und in ihr genau ein stationdrer Punkt liegt. Dann ist dieser
stationdire Punkt das eindeutige globale Minimum von f und das Gradienten-
verfahren konvergiert fiir jeden Startwert xo mit f(xg) < C gegen das Mini-
mum.

(b) Ist f konvex, dann terminiert Algorithmus 2 entweder nach endlich vielen
Schritten an einem globalen Minimum oder es erzeugt eine Folge, deren Hdu-
fungspunkte globale Minima von f sind.

(c) Ist f konvex und besitzt ein eindeutiges Minimum, dann konvergiert die Folge
aus Algorithmus 2 fiir jeden Startwert xy € R" gegen das globale Minimum
von f.
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(d) Ist f strikt konvex und besitzt ein Minimum, dann konvergiert die Folge aus
Algorithmus 2 fiir jeden Startwert xo € R" gegen das globale Minimum von

f.

Beweis: (a) Die Niveaumenge f~!(] —oo,C]) ist beschrinkt und als Urbild der
abgeschlossenen Menge | — oo, C] unter der stetigen Abbildung f auch abge-
schlossen und damit kompakt. Die stetige Funktion f besitzt auf der kom-
pakten Niveaumenge f~!(] — oo, C]) (mindestens) ein Minimum. Jedes solche
Minimum ist stationédrer Punkt von f, so dass es nur eines geben kann. Dieses
ist nach Konstruktion offenbar auch das eindeutige globale Minimum von f.

Satz 2.25(a) zeigt, dass die Iterierten des Gradientenverfahren mit Startwert
x0, f(x0) < C, alle in der Niveaumenge f~!(] —o0,(]) liegen. Da die Niveau-
menge beschrinkt ist und nach Satz 2.25(b) das globale Minimum der einzige
Héufungspunkt der Iterierten ist, folgt die Behauptung aus Lemma 2.26(b).

(b) folgt, da nach Satz 2.19(c) jeder stationire Punkt ein globales Minimum ist.

(c) folgt aus (a), da es wegen Satz 2.19(c) genau einen stationédren Punkt gibt und
nach Satz 2.20 alle Niveaumengen beschrinkt sind.

(d) folgt, danach Satz 2.19(b) strikt konvexe Funktionen hochstens ein Minimum
besitzen. U

2.2.4 Nachteile des Gradientenverfahrens

Die Verwendung der Richtung des steilsten Abstiegs ist sehr naheliegend. Schon
fiir einfache quadratische Zielfunktionen ist diese Richtung jedoch nicht optimal,
vgl. die in der Vorlesung gemalten Skizzen. Die daraus resultierende langsame
Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahrens ist Gegenstand des 5. Ubungsblattes.

2.3 Allgemeine Abstiegsverfahren

Es sei weiterhin
f:R"—=R

stets eine differenzierbare Funktion. GemiB Ubungsblatt 5 ist ein Abstieg in Rich-
tung des steilsten Abstiegs nicht optimal. Wir untersuchen deshalb jetzt, wann
allgemeine Abstiegsverfahren (siehe Algorithmus 3) konvergieren.
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Algorithm 3 Allgemeines Abstiegsverfahren

Gegeben: Startwert xg € R”
for k:=0,1,...do
if Vf(x;) = 0 then
STOP
else
Wihle Suchrichtung dj,
Wihle Schrittweite sy,
Xjet1 7= Xy + Sd
end if
end for
return xi, xp, x3, ...

2.3.1 Konvergenz allgemeiner Abstiegsverfahren

Eine natiirliche Minimalforderung® an die Suchrichtungen und Schrittweiten ist,
dass dj Abstiegsrichtungen sind, und dass sich der Zielfunktionalwert in jedem
Schritt verringern soll.

Vi) dy <0 und  flxg+sedi) < f(i) VkeN. (2.4)

Durch zwei weitere Forderungen an die Suchrichtungen und Schrittweiten konnen
wir (Prid-)Konvergenzresultate in der Form von Satz 2.25 zeigen. Wir formulieren
die Bedingungen zunéchst abstrakt:

Definition 2.28
Das allgemeine Abstiegsverfahrens in Algorithmus 3 besitzt

(a) zuldssige Schrittweiten, falls

S (o + sedi) < f ()

und fiir jede konvergente Teilfolge (x;);cy der Iterierten gilt

Vi()Td

lim —0. (2.5)

L3l ||di]]

(b) zuldssige Suchrichtungen, falls

Vi) de <0

>In der Literatur wird der Begriff Abstiegsverfahren oft nur fiir solche Verfahren verwendet,
die diese Minimalforderungen erfiillen.
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und fiir jede konvergente Teilfolge (x;)cy der Iterierten

. Vf(x)'d .
Am g~ = dm V) =0 26)

Des Beweis des folgenden Satzes ist mit dieser Definition trivial.

Satz 2.29 (Prikonvergenz allgemeiner Abstiegsverfahren)

Das allgemeine Abstiegsverfahrens in Algorithmus 3 besitze zuldssige Schrittwei-
ten und Suchrichtungen. Dann terminiert das Verfahren entweder nach endlich
vielen Schritten an einem stationdren Punkt x; oder es erzeugt eine Folge (xXi)reN
von Iterierten mit den Eigenschaften

(a) f(xrg1) < f(xe)

(b) Jeder Hdaufungspunkt von xy, ist ein stationdrer Punkt von f.

Beweis: Dies folgt sofort aus Definition 2.28. U

Bemerkung 2.30

Zum Nachweis der Zuldssigkeit von Schrittweiten ist die folgende Beobachtung
niitzlich, die wir bereits im Beginn vom Beweis von Satz 2.25 ausgenutzt haben.
Erfiillen die Schrittweiten die Bedingung

S o+ sedi) < f (xx),

und existiert eine konvergente Teilfolge der Iterierten (xi)reN, so bilden die Ziel-
funktionalwerte (f(x;))ren eine monoton fallende Folge mit konvergenter Teil-
folge. Es muss also die gesamte Folge (f(xi))ken konvergieren und insbesondere
gilt

S (x) = f (1) = 0.

2.3.2 Interpretation der Zulissigkeitsbedingungen

Zur Interpretation der Zuldssigkeitsbedingungen suchen wir nach intuitiven Ei-
genschaften, die diese abstrakten Bedingungen sicherstellen. Hierfiir beginnen wir
mit den Suchrichtungen.
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Zulissigkeit der Suchrichtungen. Die Bedingung
V£ o) il cos Z(=V f () i) = =V f ()" dy > 0

besagt, dass der Winkel zwischen Suchrichtung und der Richtung des steilsten

Abstiegs betragsmifig unter /2 liegt. Es ist naheliegend zu fordern, dass die

Suchrichtungen sich auch nicht fiir kK — oo diesem Winkel annihern sollten, also
—Vf(x)" d

doe>0: COSA(—Vf(Xk),dk) = m Z o. (27)

Diese Forderung heilit Winkelbedingung.

Satz 2.31
Seien (dy)ren die Suchrichtungen eines allgemeinen Abstiegsverfahrens. Erfiillen
die Suchrichtungen die Winkelbedingung (2.7), so sind sie zuldissig.

Beweis: Aus (2.7) folgt Vf(x;)Td; < 0 und

1 =V f ()" dy
IVFs0ll < G

so dass die Zuldssigkeitsbedingungen erfiillt sind. 0

Bemerkung 2.32
Die Suchrichtungen sind auch bereits zuldissig, wenn sie verallgemeinerte Winkel-
bedingungen der Form

—Vf(xk)Tdk

Jo>0, p>—1: —2 kK Tk
IV f (i) 11|

> a|[Vf ()17

oder

—Vf(x)" di
V£ ) || |l

etfiillen (siehe Ubungsaufgabe 6.1). Insbesondere zeigt der Fall p > 0, dass der
Winkel zwischen Suchrichtung und der Richtung des steilsten Abstiegs betrags-
mdf}ig beliebig nah an 1t /2 herankommen darf, solange gleichzeitig der Gradient
gegen Null konvergiert. Dies werden wir im Abschnitt iiber globalisierte Newton-
Verfahren ausnutzen.

Jay, 00 >0, p>—1: > min{a, 0 ||V f(x) ||}

Beispiel 2.33
(a) Die Suchrichtungen dy = —V f(x;) erfiillen offensichtlich die Winkelbedin-
gung und sind daher zuldssig.
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(b) Seien A; € R"™" symmetrische und positiv definite Matrizen mit
0<c< )vmin(Ak) < Afmax(Ak) <C

Wir betrachten die (beim Newton-Verfahren in Abschnitt 2.4 verwendeten)

Suchrichtungen
dp = —A 'V (x).

Es ist
—Vie) de V) AV ()
IVFI el V£ Gl Af V£ ()|
Amin(Ak_]) ||Vf(xk)||2 . Amin(Ak_l) A'min(Ak) > c

TOVADIPIATT AmaAr) Amar(Ar) T C

Diese Suchrichtungen erfiillen also die Winkelbedingung und sind damit zu-
lassig.

Zulassigkeit der Schrittweiten. Zur Interpretation der Zulédssigkeitsforderung
an die Schrittweiten, schitzen wir zunichst ab, wie weit sich f durch einen Schritt
in die Richtung d verkleinern lisst. Fiir zweimal stetig differenzierbares f folgt
aus Satz 2.3, dass ein o € [0, s] existiert mit

2
Flctsd) = f(x) +sVF(x)Td+ %dTV2 flx+od)d
Mit C := maxg¢(o,q] Hsz(x—i— Gd)H ist also

2
fle+sd) < f(x)+5Vf ()" d+5Clld]

und das Polynom auf der rechten Seite besitzt offenbar sein Minimum in

* _Vf<x)Td
Clld|?
und dort ist ‘ ( )T |2
1 |Vf(x)'d
fa+s'd) < f(x) = s——5—
2C 4|
1 Vi)l .

Eine Verkleinerung von f um 5 ist also moglich. Wenn in einem Ab-

ld]*
stiegsverfahren diese mogliche Verkleinerung zumindest bis auf eine Konstante

erreicht wird, so heilen die verwendeten Schrittweiten effizient.
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Definition 2.34

Seien (dy)ken und (sy)ren die Suchrichtungen und Schrittweiten eines allgemei-
nen Abstiegsverfahrens. Die Schrittweiten s; heifen effizient, falls ein 6 > 0 exi-

stiert, so dass

T 12
S+ sed) < ) — e%,
k

Satz 2.35
Seien (di)ken und (si)xen die Suchrichtungen und Schrittweiten eines allgemei-
nen Abstiegsverfahrens, das die Minimalforderung

f+sedy) < f(x)  fiiralle k € N
erfiillt. Sind die Schrittweiten effizient, dann sind sie auch zuldissig.

Beweis: Existiert eine konvergente Teilfolge der Iterierten, so folgt aus der Effi-
zient der Schrittweiten und Bemerkung 2.30,

\Y Tq,|?
9% < fla) = flxs1) =0
k

/AL N O

und dami 5
il

2.3.3 Zulassigkeit der Armijo-Schrittweitenregel

Die Armijo-Schrittweitenregel erzeugt nicht immer zuldssige Schrittweiten wie
das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 2.36

Wir betrachten ein Abstiegsverfahren mit Suchrichtungen
di := =27V f ()

und Armijo-Schrittweiten. Die Suchrichtungen sind offenbar zuldssig, da sie die
Winkelbedingung erfiillen. Fiir die lineare Funktion f(x) = —x akzeptiert die
Armijo-Schrittweitenregel (fiir jede Wahl der Armijo-Parameter 3 und y in Algo-
rithmus 1) immer die Schrittweite 1, da die aus der linearen Vorhersage erwartete
Abnahme der Zielfunktion perfekt mit der tatsdchlichen Abnahme iibereinstimmit.
Wir erhalten also die Iterationsvorschrift

Xep1 =X +27F

und es folgt x; — xo + 2.

Die Armijo-Schrittweiten konnen daher nicht zuldssig sein, da sonst nach Satz
2.29 der Grenzwert der x; ein stationdirer Punkt von f sein miisste.
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Die Armijo-Regel versagt in Beispiel 2.36 weil die Armijo-Schrittweite maximal
1 betridgt und zu kurze Suchrichtungen nicht durch ldngere Schrittweiten ausge-
glichen werden konnen. Unter recht schwachen Bedingungen an die Linge der
Suchrichtungen, kann die Zulidssigkeit gezeigt werden.

Satz 2.37

Seien (dy)reN Abstiegsrichtungen. Gilt fiir jede konvergente Teilfolge (x;)cr der

Iterierten, dass

Vf(xl)le
i

dann sind die durch die Armijo-Regel erzeugten Schrittweiten zuldissig.

d—-0 = — 0, (2.8)

Beweis: In Satz 2.22 haben wir gezeigt, dass die Armijo-Regel zu jeder Abstiegs-
richtung d;, eine Schrittweite s; liefert mit

Foe+sedi) < f () + sV (o) die < f (i)

liefert. Die erste Bedingung in Definition 2.28 ist also erfiillt.

Zum Beweis der zweiten Zulissigkeitsbedingung (2.5) sei (x;);e; — £ eine kon-
vergente Teilfolge der Iterierten (x;)ren. Angenommen die zweite Bedingung in
Definition 2.28 gilt nicht. Es sei also

Vi) di

40 fir LS — oo, 2.9)
di |

Dies bedeutet fiir die Teilfolge auf der linken Seite von (2.9), dass nicht in jeder
Umgebung der Null fast alle Folgenglieder liegen. Es existiert also ein € > 0 und
eine unendliche Teilmenge L' C L, so dass

‘ Vf(x)Td

>¢ viel.
di |

Aus der Voraussetzung folgt dann fiir diese Teilfolge
d A0 firll 51— o0
also existieren €” > 0 und eine unendliche Teilmenge L” C L’ C L mit
|d;|| > €" fiirallel € L".
Mit € = min{¢’, €"} gilt also (wegen Vf(x;)7d; < 0)

V)4

Ild;|| > € und
;||

>e viel. (2.10)
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Aus der Armijo-Bedingung und Bemerkung 2.30 erhalten wir, dass

Vf(xx) T di

sk |ldic|| = 0.
[l

04 fla) — frr1) = —ysiVf () de = —y

Mit (2.10) folgt

lim s;||d;]|] =0 und lim s;=0.
L'"3]—oo L3l —e0

Wir gehen nun wie am Ende vom Beweis von Satz 2.25 vor. Da (s;);c,# eine
Nullfolge ist, muss fiir alle bis auf endlich viele (0.B.d.a. fiir alle) [ € L” eine
Verkiirzung der Schrittweite bei der Armijo-Regel stattgefunden haben, d.h. die
Schrittweite s;/f erfiillte die Bedingung noch nicht:

5 all
B B

Nach Satz 2.3 existiert fiir jedes [ € L” ein o; € [0, ;3—’] mit

f (xl + dl> > fx)+7y Vf(xl)Td[ viel’.

1

ﬁVf(Xz+czd1)sz-

) 47 V)i < 1 (xl i %dl) — f(w)+

also
W) d < Vf(x+od) dp.

und mit Y < 1 und V£(x;)7d; < 0 folgt, dass
Vi) Tdr (Vg +od) — V) d
<
1] 1|
<|IVf(xa+od) = Vx| =0,

0<—(1—-7)

da (fir L” 51 — o) x; — £ und wegen s;||d;|| — 0 auch o;d; — 0 und damit
x;+ od; — % gilt.

Insgesamt ist also

Vi(x)'d
Via) di —0 firl’ 31— oo.

14|
Dies widerspricht (2.10) und widerlegt damit unsere Annahme, dass die zweite
Zuldssigkeitsbedingung (2.5) nicht gilt. (]
Bemerkung 2.38

Die Vorausetzung (2.8) in Satz 2.37 ist erfiillt, wenn fiir jede konvergente Teilfolge
(x1)1eL der Iterierten eine streng monoton wachsende Funktion @ : [0,00) — [0, )

existiert mit r
-V d
ld;|| > ¢ (—J‘L(ﬁ’) l) viel, @.11)
i
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T T
denn im Falle YL |(|f;l)|| a -+ 0 existiert eine Teilfolge, fiir die W > € und

damit .
Vfx)' d

o

) > ¢(e) > 9(0)>0
gilt.

Beispiel 2.39
Fiir das Gradientenverfahren mit dy = —V f(x;) ist (2.8) erfiillt, da

—V f ()" di
ldill

Fiir das Gradientenverfahren liefert die Armijo-Regel also zuldissige Schrittwei-
ten. Da die Suchrichtungen d; ebenfalls zuldssig sind folgt aus unserem allge-
meinen Prdkonvergenzsatz 2.29 also noch einmal die schon in Satz 2.25 gezeigte
Prikonvergenz des Gradientenverfahrens.

il = [[V.f (o) | =

2.3.4 Die Powell-Wolfe-Schrittweitenregel

Das Beispiel 2.36 zeigt, dass die Armijo Schrittweiten zu kurz sein konnen. Ein
wesentlicher Teil der Beweise der Sitze 2.25 und 2.37 bestand darin zu zeigen,
dass eine Verkiirzung der Schrittweite bei der Armijo-Regel stattgefunden hat, die
verwendete Schrittweite also in einem gewissen Sinne die ldngst mogliche, noch
die Armijo-Bedingung erfiilltende war. In den Beweisen der Sitze 2.25 und 2.37
verwendeten wir dies, um ein Zwischenresultat der Form

W) d <V (x+od) d (2.12)

mit einer Zwischenstelle o; zu zeigen.

Dies motiviert die Armijo-Regel so abzuidndern, dass zusitzlich zur Armijo-Be-
dingung (2.3) auch eine Bedingung der Form (2.12) gefordert wird und die Schritt-
weite notigenfalls tiber 1 hinaus verldngert wird. Konkret suchen wir zu Parame-
tern 0 < Yy <1 und Yy < n <1 und der aktuellen Iterierten x und Suchrichtung d
eine Schrittweite s, die die folgenden beiden Powell-Wolfe-Bedingungen erfiillt:

flxtsd) = flx) <ysVIx)'d, (2.13)
Vi(x+sd)Td>nVfx)d. (2.14)

Die erste Bedingung ist die schon bekannte Armijo-Bedingung, die den tatsédch-
lich erreichten Abstieg mit dem durch die lineare Ndherung vorhergesagten ver-
gleicht. Sie sorgt dafiir, dass der Schritt klein genug gewihlt wird, so dass die
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lineare Approximation noch eine gute Niherung an die wahre Funktion darstellt.
Die zweite Bedingung sorgt dafiir, dass der Schritt grof3 genug gewiahlt wird, so
dass die Steigung im neuen Punkt in diese Richtung hinreichend weit abgenom-
men hat, vgl. die in der Vorlesung gemalten Skizzen.

Zur konstruktiven Bestimmung einer Schrittweite, die die Powell-Wolfe-Bedin-
gungen erfiillt, bemerken wir zundchst, dass solange die Funktion in der Such-
richtung hinreichend rasch abfillt, die Armijo-Bedingung auch erfiillt sein wird.
Die Armijo-Bedingung kann nicht fiir beliebig groe Schrittweiten erfiillt sein
(zumindest nicht, wenn die Funktion in Richtung der Suchrichtung nicht nach un-
ten unbeschrénkt ist). Deshalb muss die Funktion in Richtung der Suchrichtung
irgendwann abflachen und die zweite Powell-Wolfe-Bedingung erfiillt sein.

Wir bestimmen deshalb zuerst eine Schrittweite s~, an der die Armijo-Bedingung
erfiillt ist und dann eine Schrittweite s*, an der die Armijo-Bedingung nicht mehr
erfiillt ist. Durch Intervallhalbierung bestimmen wir dann eine Schrittweite, an der
die Armijo-Bedingung noch gilt, aber die grofl genug ist, so dass auch die zweite
Powell-Wolfe-Bedingung erfiillt ist, siche Algorithmus 4.

Satz 2.40
Seien 0 <y <1 und y<n < 1. Sei d eine Abstiegsrichtung fiir f im Punkt x. f
sei in Richtung d nach unten beschrdinkt, d.h.

inf td) > —o.
inf f(x+1d) >

Dann terminiert Algorithmus 4 nach endlich vielen Schleifendurchgdngen und lie-
fert eine Schrittweite s die (2.13) und (2.14) erfiillt.

Beweis: Aus Satz 2.22 folgt, dass die Repeat-Schleife in Algorithmus 4 nach
endlich vielen Schritten mit einem die Armijo-Bedingung (2.13) erfiillenden s~
terminiert.

Da
fX)+ys Vix)Td— —co  fiirs™ — oo,

konnen wegen der Beschriinktheit von f in die Suchrichtung nicht beliebig grof3e
sT existieren, mit
flx+s™d) < flo) + v V() d,

Auch die zweite Repeat-Schleife in Algorithmus 4 muss also nach endlich vielen
Durchgéingen mit einem die Armijo-Bedingung (2.13) verletzenden s terminie-
ren.

Die abschliefende While-Schleife des Algorithmus implementiert ein Intervall-
halbierungsverfahren fiir die stetige Funktion

g(s) := fx+sd) — f(x) = ysVf(x)"d.
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Algorithm 4 Powell-Wolfe Schrittweitenregel

Gegeben: Parameter 0 < y< lundy<n <1 (zB.y=10"2und n =0.9)
Gegeben: aktuelle Iterierte x, Richtung d € R"
sT =2
repeat
sTi=s5/2
until s~ erfiillt Armijo-Bedingung (2.13)
sTi=s"
repeat
sTi=2s"
until 5™ verletzt Armijo-Bedingung (2.13)

while s~ verletzt zweite Powell-Wolfe Bedingung (2.14) do

SO0
if 5(o) erfiillt Armijo-Bedingung (2.13) then
s = s(o)
else
st =50
end if
end while

return s:=s

Die While-Schleife erzeugt also insbesondere eine Folge von s~ mit g(s~) <0 die
monoton steigend gegen eine Nullstelle s* von g konvergieren und eine Folge von
s mit g(s7) > 0 die monoton fallend gegen die Nullstelle s* von g konvergieren.
An der Nullstelle muss daher gelten

0<g(s") =Vflx+s'd) d—yVf(x)d

Zu jedem € > 0 liegt fiir hinreichend viele Schleifendurchgénge s~ so nah an der
Nullstelle s*, dass
gd(s7)>—¢
Mit & := (y— 1)V f(x)T d folgt, dass nach endlichen vielen While-Schleifendurch-
gangen
Vix+s d)d>nVix)'d

gilt, also s~ die zweite Powell-Wolfe Bedingung (2.14) erfiillt und damit die
While-Schleife terminiert. U
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Satz 2.41
Sei f nach unten beschrinkt. (dy)en seien Abstiegsrichtungen. Dann sind die
durch die Powell-Wolfe-Regel erzeugten Schrittweiten zuldssig.

Beweis: Da f nach unten beschrinkt ist, erzeugt Algorithmus 4 nach Satz 2.40
fiir jedes k € N eine Schrittweite s; > 0, die die beiden Powell-Wolfe Bedingun-
gen (2.13) und (2.14) erfiillt. Insbesondere erfiillen die Schrittweiten die Armijo-
Bedingung (2.13),

Flo+sedi) < f () + sV (o) die < f ().

Die erste Zuldssigkeitsbedingung in Definition 2.28(a) ist also erfiillt.

Um die zweite Zuléssigkeitsbedingung (2.5) in Definition 2.28(a) zu zeigen, sei
(x7)1eL — X sei eine konvergente Teilfolge der Iterierten (x;)ren. Nach Bemer-
kung 2.30 gilt

lim (f (x¢) — f(xe11)) = 0.

k—yo0
Angenommen die zweite Bedingung (2.5) gilt nicht. Dann erhalten wir wie im
Beweis von Satz 2.37 eine Teilfolge L’ C L und ein € > 0 mit

\Y Tq
_ Vi) d >e Viel. (2.15)
]|
und
lim s;d; = 0.
L'3l—o

Aufgrund der zweiten Powell-Wolfe-Bedingung (2.14) gilt
Vf(xl —|—Sld1)Td1 > an(xl)le
und damit (beachte n < 1 und Vf(x;)7d; < 0)

Vf(xl)le < (Vf(xl—l-sldl) —Vf(xl))le
ldill  — ]
< |V +sidr) = V(x| — 0,

0<—(1-m)

da (fiir L' 3 — ) x; — £ und x; + 5;d; — £.
Somit erhalten wir

Vf(x)d

—0 firll 51— .
||

im Widerspruch zur Annahme (2.15), womit die zweite Zulédssigkeitsbedingung
(2.5) bewiesen ist. O
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2.4 Das Newton-Verfahren

In diesem Abschnitt setzen wir f: R” — R stets als zweimal stetig differenzier-
bar voraus. Das Newton-Verfahren ist eine iterative Methode zur Losung eines
nichtlinearen Gleichungssystems

F(x)=0

mit F: R" — R". Mit F := V[ lasst sich das Verfahren auf Optimierungsproble-
me anwenden.

2.4.1 Neumannsche Reihe und Lemma von Banach

Zur Untersuchung des Newton-Vefahrens bendtigen wir, dass kleine Storungen
invertierbarer Matrizen invertierbar bleiben. Dies folgt offensichtlich bereits aus
der Tatsache, dass die Determinante einer Matrix eine Summe von Produkten der
Matrixeintrige ist und damit eine stetige Funktion ist

det: R™" — R.

Die Menge der invertierbaren Matrizen ist das Urbild der offenen Menge R \ {0}
unter dieser stetigen Abbildung und daher selbst offen. Fiir jede invertierbare Ma-
trix A € R’ existiert daher ein 6 > 0, so dass

Bs(A):={Ac R™": ||A-A| < &}

nur invertierbare Matrizen enthilt. Da alle Normen auf dem Matrixraum R"*"
dquivalent sind gilt dies sogar fiir jede Norm. Aus der Cramerschen Regel folgt
auBerdem sofort, dass die Inversion A — A~! eine stetige Abbildung von der Men-
ge der invertierbaren Matrizen in sich ist.

Mit den folgenden Sétzen zur Neumann-Reihe und zum Lemma von Banach lésst
sich sogar eine qualitative Abschitzung von 0 und der Norm der Inversen der ge-
storten Matrix angeben. Wir formulieren sie der Einfachheit halber nur fiir die von
der Euklidnorm induzierte Spektralnorm ||-||. Die folgenden Aussagen gelten aber
(mit identischem Beweis) auch fiir jede andere submultiplikative Matrixnorm.

Lemma 2.42 (Neumannsche Reihe)
Fiir alle A € R"" mit ||A|| < 1 konvergiert die Neumannsche Reihe

y 4
k=0
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(wobei A° := I die Einheitsmatrix bezeichne). I — A ist invertierbar und es gilt

= 1
AF=(1-A)"" sowie (I-A)7Y < —r0.
> | <1
Beweis: Sei S; :=Y!_,A*. Dann gilt fiir m >
m . m . l+lm_l_1 .
ISm—=Sill = X A% < Y A=l ) Al
k=I+1 k=I+1 k=0
1+1 || AJ™!
< ||Al Z IA] A — 0 fiir [ — oo,

Die Folge der Partialsummen S§; ist also eine Cauchy-Folge, womit die Konver-
genz der Neumannschen Reihe gezeigt ist. Aus

(I—-A) iAk = iAk— iAk“ =1
k=0 k=0

k=0

und

> 1
<Y Al =
LA =1

folgen die restlichen Behauptungen. U

Lemma 2.43 (Lemma von Banach)
Sei A € R™" invertierbar und B € R™" erfiille HA_IBH <1

Dann ist A+ B invertierbar und es gilt

. A~
||(A+B) H S 1—||A_IB||

lA e ]|
I —[|A=1B]|

l(a+B)"" =] <

Beweis: Wir wenden Lemma 2.42 auf —A~!B an. Damit folgt, dass 1 +A~'Bund
damit auch A + B = A(I +A~'B) invertierbar sind, und dass

A1
a7 < o+t ) <
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Mit
A+B) ' —-Al=@1+Aa"B) AT AT = (1+AT'B) T - AT
= (i(—A '5)" ) i “1p)fa!

k=0

——A'BY (~A"'B)A = —A"'B(I+A 'B) A"
k=0

folgt die zweite Behauptung. U

Folgerung 2.44

Lemma 2.43 zeigt, dass in R"" jedes invertierbare A € R"*" eine Umgebung
invertierbarer Matrizen besitzt

1

Bo(d)={AcR™: |A-A[ <8}, &=

und dass fiir jede konvergente Folge A — A invertierbarer Matrizen A, € R"™"
mit invertierbarem Limes A € R™" gilt

~1 —1
Ak — A

Die Menge der invertierbaren Matrizen ist also offen in R™" und die Inversion
ist eine stetige Abbildung auf dieser Menge.

2.4.2 Das Newton-Verfahren fiir Gleichungssysteme

Wir beschreiben zunéchst das Newton-Verfahren fiir Gleichungssysteme. Dafiir
sei F: R — R” eine stetig differenzierbare Funktion. Beginnend mit einer Start-
ndherung xo € R" an die Nullstelle von F verbessert das Newton-Verfahren itera-
tiv die k-te Ndherung x;, indem die nichtlineare Funktion F (x) durch ihre lineare
Néherung um den Entwicklungspunkt x; ersetzt und die Nullstelle dieser linearen
Néherung bestimmt wird. Mit

!

0=F(x)~F(x)+F (x)(x — xt)
ergibt sich also (falls F'(x;) invertierbar ist)
X1 i=Xp+dy, wobei di = —F(xx)'F (x).
Wir fassen dies in Algorithmus 5 zusammen.
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Algorithm 5 Newton-Verfahren fiir nichtlineare Gleichungssysteme

Gegeben: Startwert xy € R”
for k=0,1,2,...do
if F(x;) =0 then
STOP
else
di, = —F’(xk)_lF(xk)
X1 1= Xy + dy
end if
end for
return xgp,xi,xa,...

Im Eindimensionalen kann das Newton-Verfahren zeichnerisch interpretiert wer-
den, indem in der aktuellen Iterierten x; die Tangente im Punkt (xz, f(x;) an den
Funktionsgraphen eingezeichnet wird. Die Nullstelle der Tangente liefert dann
die nichste Iterierte xy 1, worauf die Tangente im nichsten Punkt (x4 1, f(x%y1))
eingezeichnet werden kann, als deren Nullstelle sich x;, ergibt, vgl. die in der
Vorlesung gemalten Skizze.

Das Newton-Verfahren ist nur dann durchfiihrbar, wenn F’(x;) in jeder Iterierten
invertierbar ist. Aus der zeichnerischen Anschauung heraus ist aber offensichtlich,
dass auch in diesem Fall das Newton-Verfahren nicht konvergieren muss, vgl.
die in der Vorlesung gemalten Skizzen. Wir erwarten zeichnerisch aber, dass das
Verfahren aber lokal konvergiert, d.h. fiir Startwerte die schon hinreichend nahe
an einer Nullstelle liegen. Um dies zu beweisen, zeigen wir zunédchst dass jede
Nullstelle £ mit invertierbarem F’(£) eine Umgebung besitzt, in der die Jacobi-
Matrix F’(x) invertierbar und £ die einzige Nullstelle ist.

Lemma 2.45
Sei F : R" — R stetig differenzierbar und X € R sei eine Nullstelle von F mit
invertierbarer Jacobi-Matrix F'(%). Dann existieren 8,y > 0 mit

IF Q= ylx—=£]  VxeBs(£).
Insbesondere ist % also die einzige Nullstelle von F in Bg(X).

Beweis: Es ist
=2l < [[F'®) 7| |F' (&) (x— %)

also gilt

1
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Fiir hinreichend nah an £ liegende x gilt (z.B. nach Lemma 2.4)
|F(x) = F () = F'(&)(x=2)|| < vllx— 2] -
Mit F (£) = 0 erhalten wir

2y |lx — %] < |F'(®) (x = 2)|| < [|F(x) = F'(%) (x = 2)[| + [|F (x)
< Ylx =%+ IF &)

und damit die Behauptung. U

Wir werden nicht nur zeigen, dass das Newton-Verfahren (lokal) konvergiert, son-
dern auch seine Konvergenzgeschwindigkeit abschitzen.

Definition 2.46
Eine Folge (x;)ren C R" konvergiert

(a) linear mit Rate 0 < y < 1 gegen x € R”, falls

|lxke1 —x|| < yllxk —x||  fiir fast alle k € N

(b) superlinear gegen x € R", falls x; — x und x;.1 —x = o(||x; — x

), d.h.

LS S S,
[l — ]|

(¢) quadratisch gegen x € R", falls x; — x und x1 —x = O(||x; —x||?), d.h.
3C>0: |t —x|| <Cllxe—x||*  fiir alle k € N.

Bemerkung 2.47

Konvergiert eine durch ein Iterationsverfahren erzeugte Folge linear, so erwarten
wir, dass eine konstante Anzahl von Iterationen notwendig ist, um eine weitere
richtige Nachkommastelle zu erhalten (z.B. 2 Nachkommastellen pro Iteration fiir
q= ﬁ, 1 Nachkommastelle pro Iteration fiir g = %, oder 1 Nachkommastelle pro
zwei Iterationen fiir g = \/LTO ). Bei quadratischer Konvergenz konnen wir erwarten,
dass sich die Anzahl der richtigen Nachkommastellen verdoppelt.

Satz 2.48
Sei F: R" — R" stetig differenzierbar und X € R" sei eine Nullstelle von F mit
invertierbarer Jacobi-Matrix F'(®). Dann existieren ,C > 0, so dass gilt:

(a) X ist die einzige Nullstelle von F auf Bg(X)
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(b) F'(x) ist invertierbar und ||F'(x)~"|| < C fiir alle x € Bg(£).

(c) Fiir jeden Startwert xo € Bg(%) liegen alle von Algorithmus 5 erzeugten Ite-
rierten in Bg(X). Insbesondere ist also die Jacobi-Matrix F'(x;) an allen Ite-
rierten xy invertierbar und der Algorithmus damit durchfiihrbar.

(d) Fiir jeden Startwert xo € Bg(X) terminiert der Algorithmus entweder an der
Nullstelle X oder er erzeugt eine Folge, die superlinear gegen X konvergiert.

(e) Ist F' zusditzlich lokal Lipschitz-stetig mit Konstante L, d.h.
[F'(x) = F'(y)|| < Lllx—yll Vx,y € Bs(%),

dann ist die Konvergenz in (d) sogar quadratisch und es gilt
o CL Al12
1 — 2| < 5 [l — %]

Beweis: (a),(b) Die Existenz einer Kugel Bs(%), so dass (a) und (b) gelten, folgt
direkt aus Lemma 2.45 sowie der Stetigkeit von F’ und Lemma 2.43.

(c),(d) Unter Verwendung von F (%) = 0 und Lemma 2.4 erhalten wir fiir jedes
X € Bg(%), in dem F’(x;) invertierbar ist

Xkr] — X =X —F’(xk)_lF(xk) —X
= F/(xk)il (F(XA) —F(Xk) +F'(xk)(xk —)?))

1
:F’(xk)_l/ (F'(xk) = F'(®+1(x, — £))) dt (x — £).
0
Fiir jedes x; € Bg(X) gilt also

k1 = £ < floee — £ € SFp1 ||F' () = F' (241 (0 — %)) -
t€|0,1

Da F’ auf Bg(%) gleichmiBig stetig ist, gilt

sup ||[F'(xe) — F'(8+1(x—£))|| =0 fiirx — £
1€[0,1]

Durch Verkleinerung von Bg(X) erreichen wir deshalb, dass

1
sup ||[F'(xx) — F'(£+1(xc —%))| gi Vxi € Bg(X)
t€[0,1]

und damit

N | .
P = 21 = o [l — 211
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Durch triviale Induktion folgt damit, dass fiir jeden Startwert xo € Bg(%) alle
Iterierten in Bg(%) liegen und (x;)ren gegen £ konvergiert.

Die superlineare Konvergenz folgt (falls der Algorithmus nicht an der ein-
zigen Nullstelle £ in Bg(X) terminiert) aus

I =5 sup [|F'(2+1(xe— %)) — F'(x) || = 0.
o, — 2| t€f0.1]

(e) Fiir lokal Lipschitz-stetige F’ mit Lipschitz-Konstante L > 0 in Bg(£) erhalten
wir sogar

1
i =8 < Cllve= 2l [ (x) = F' (1= )
ot ! . CL .
< Cllve—2l | L(1=1) o= it = - =2

und damit quadratische Konvergenzgeschwindigkeit. U

2.4.3 Newton-Verfahren fiir Optimierungsprobleme
Zur Minimierung einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion f: R" — R

konnen wir das Newton-Verfahren einsetzen, indem wir es auf die Nullstellenauf-
gabe

anwenden, siehe Algorithmus 6.

Algorithm 6 Newton-Verfahren fiir Optimierungsprobleme

Gegeben: Startwert xy € R”
for k=0,1,2,...do
if V£ (x;) = 0 then
STOP
else
dy = =V f(x) "'V (xp)
X1 = X+ dy
end if
end for
return xgp,xi,xo,...
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Aus Satz 2.48 folgt die lokale Konvergenz von Algorithmus 6 gegen stationire
Punkte X € R" mit invertierbarer Hesse-Matrix. Minima mit invertierbarer Hesse-
Matrix sind genau die, fiir die die alle Eigenwerte der Hesse-Matrix positiv sind,
die Hesse-Matrix also positiv definit ist (vgl. Satz 2.11 und Satz 2.6) Das Newton-
Verfahren konvergiert also lokal in der Umgebung von Minima, in denen die hin-
reichenden Optimalitdtsbedingungen 2. Ordnung aus Satz 2.12 gelten.

Wir erweitern Satz 2.48 noch um die Tatsache, dass die Eigenwerte in einer Um-
gebung von X positiv bleiben. Dies folgt leicht aus dem folgenden Lemma.

Lemma 2.49
Fiir alle symmetrischen Matrizen A,B € R"*" gilt

Amin(A+B) > Amin(A) — | B||

Insbesondere besitzt also jede symmetrische und positiv definite Matrix eine Um-
gebung in R™", in der alle symmetrischen Matrizen positiv definit ist.

Beweis: Fiir alle 0 # x € R" ist

T T
x" Bx x" Bx
- 2 = 2 < HB”
x| x|
Aus
xTAx  xT(A+B)x x"Bx xT(A+B)x
2~ 2 7 = >— 1Bl
] x| x| x|
folgt also (beachte Satz 2.6)
T T
x' (A+B)x . X Ax
in(A+B)= min ———— > min —||B|| = Amin(A) — ||B
(A +B) = i, > min S B = ma(4) 8]
und damit die Behauptung. 0
Satz 2.50

Sei f: R" — R zweimal stetig differenzierbar und X € R" sei ein lokales Minimum
von f mit positiv definiter Hesse-Matrix V> f (%). Dann existieren 8, > 0, so dass
gilt:

(a) X ist der einzige stationdre Punkt von f auf Bg(%)

(b) Fiir alle x € Bg(X) ist
)Vmin(vzf(x» > M,
also ist insbesondere V2 f(x) invertierbar und |V2 f(x) || < ﬁ
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(c) Fiir jeden Startwert xo € Bg(X) liegen alle von Algorithmus 5 erzeugten Ite-
rierten in Bg(%). Insbesondere ist also V?f(x;) an allen Iterierten xy inver-
tierbar und der Algorithmus damit durchfiihrbar.

(d) Fiir jeden Startwert xy € Bg(X) terminiert der Algorithmus terminiert entwe-
der an der Nullstelle X oder er erzeugt eine Folge, die superlinear gegen X
konvergiert.

(e) Ist V?f zusdtzlich lokal Lipschitz-stetig mit Konstante L in B (%), dann ist die
Konvergenz in (d) sogar quadratisch und es gilt

L
|1 — %] < n e — 2|

Beweis: Fiir jedes lokale Minimum £ mit A, (V2£(£)) > u > 0 folgt aus Lem-
ma 2.49 und der Stetigkeit von V£, dass in einer Umgebung von £

Aanin (V2 £ (x)) >
gilt. Der Rest der Behauptung folgt aus Satz 2.48. U
Beispiel 2.51
Betrachte

fiR=>R, fx)=vx2+1.

Offenbar ist x = 0 das einzige Minimum von f und

1 21
Vx2+1 (X2+1)3/2 - (x2+1)3/2’

so dass f die Voraussetzungen von Satz 2.50 erfiillt.

Vif(x) = f"(x) =

Die Newton-Iteration lautet

X1 =x6— £ () T () = v — (g +1) = —x/?

Fiir jeden Startwert xy € (—1,1) konvergiert das Newton-Verfahren also (sogar
kubisch) gegen das Minimum X = 0.

Fiir |xo| > 1 divergieren die Iterierten jedoch. Fiir |xo| > 1 gehen sie betragsmdif3ig
gegen unendlich und fiir |xo| = 1 alternieren sie zwischen —1 und 1.
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Bemerkung 2.52

Das Newton-Verfahren fiir Optimierungsprobleme kénnen wir auch ohne den Um-
weg tiber die Losung der stationdre Punkte-Gleichung motivieren. Zur Minimie-
rung von f ersetzen wir dazu im aktuellen Iterationspunkt x;, die Funktion f durch
ihre quadratische Ndherung entsprechend Satz 2.3

F0) % )+ VAT (65 + 5 G —x0) V£ (0) (x—x)

und wdhlen die ndchste Iterierte als Minimum dieser quadratischen Ndiherung.
Man zeigt leicht, dass das Minimum lautet

Xer1 =% — V2 () TV (3.

2.4.4 Newton-artige und inexakte Newton-Verfahren

Die Implementierung des Newton-Verfahrens ist deutlich aufwendiger als die des
Gradientenverfahrens. In jedem Iterationsschritt des Newton-Verfahrens wird zu-
sdtzlich zu einer Gradientenauswertung V f(x;) auch eine Auswertung der Hesse-
Matrix V2 f(x;) sowie die Losung eines linearen Gleichungssystems

V2 f () dy = =V f(xz) (2.16)

benotigt. Asymptotisch gesehen lohnt sich der zusitzlich Aufwand. Fiir jedes
N € N ist ein superlinear konvergentes Verfahren mit dem N-fachen Aufwand
eines linear konvergenten letzlich schneller als das linear konvergente. In der prak-
tischen Anwendung, wo nur endlich viele Iterationsschritte durchgefiihrt werden,
ist es jedoch duBlerst erstrebenswert diesen Zusatzaufwand zu umgehen oder zu-
mindest zu verringern.

Mit den Losungen dy von (2.16) werden beim Newton-Verfahren ja lediglich Na-
herungen x; | = x; +dy an die wahre Losung £ berechnet. Es liegt also nahe, dass
es gar nicht notig ist, die exakte Losung von (2.16) zu verwenden. Dies motiviert:

* Inexakte Newton-Verfahren: Das Gleichungssystem (2.16) wird nur na-
herungsweise, z.B. durch Anwendung einiger Schritte eines iterativen Ver-
fahrens wie dem CG-Verfahren gelost.

+ Newton-artige Verfahren: Die Hesse-Matrix V2 f(x;) wird durch eine in-
vertierbare Matrix H;, € R™*" (die einfacher invertierbar oder einfacher be-
rechenbar ist) ersetzt und das Gleichungssystem

dek = —Vf(xk)

gelost.
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Die Dennis-Moré-Bedingungen Wir untersuchen nun, wie genau (2.16) gelost
werden muss, damit die Iterierten noch superlinear konvergieren.

Lemma 2.53
Sei F : R" — R" stetig differenzierbar und K C R" kompakt und konvex. Dann
ist F auf K Lipschitz-stetig,

[FG) —FO)[ <Llly—x[ Wvxyek,
mit Lipschitz-Konstante L = maxyck ||F'(x)]|-

Beweis: Gemidf dem mehrdimensionalen Mittelwertsatzes aus Lemma 2.4 gilt

1
FO)=F(0) = [ Fletrl—x)drly—)
und es folgt die Behauptung (beachte x+17(y — x) € K, da K konvex). O

Satz 2.54 (Dennis-Moré-Bedingungen)
Sei f: R" — R zweimal stetig differenzierbar und x € R" ein Punkt mit inver-
tierbarer Hesse-Matrix V?f () € R™". Sei (x;)ren eine Folge mit

xx#X VkeN und x— X.

Dann sind dquivalent:

(a) (xx)keN konvergiert superlinear gegen % und % ist ein stationéirer Punkt von f.
(b) Es gilt Vf(xiy1) = 0(Xpr1 — Xx).

(c) Es gilt V f (xi) + V2F(£) (X1 — %) = (X1 — x0)-

(d) Es gilt V(i) + V2 () (o1 — %) = 0 (1 —xz).

Beweis: ,,(a) = (b)””: Da (x;)ren superlinear konvergiert, gilt
1
|lxk1 —X|| < 5 |lxx — %[ fiir hinreichend groBe k € N.
Mit
N N 1 .
ot = £1 = et =2l et 1 = £ < e n =2l 5 [l — ]

folgt deshalb (fiir hinreichend grofle £ € IN)

1 .
3 [k — 2| < {1 — x| -
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Da (x;)ren beschrinkt ist, existiert eine abgeschlossene Kugel K, die alle
x; (und damit auch den Grenzwert X) enthilt. Nach Lemma 2.53 existiert
ein L > 0 so dass

IVl IV (irg1) = V@) X1 — %]
= <L
(|1 — x| Xkt — x| T g — x|
< ZLM 0.
l|xx — ||
,»(b) = (a)”’: Es sei
\Y%
Vi (er) = olwpr — ), also go= T g
[ 1 — x|

Insbesondere gilt Vf(£) = limg_,e V£ (x;11) = 0. £ ist also ein stationidrer
Punkt.

Da auBerdem V2 f(%) invertierbar ist, existiert nach Lemma 2.45 ein y > 0,
so dass fiir hinreichend grofle k € N gilt

IV G )| = ¥ o — £

und damit

. 1 &
[[xk1 — X[ < ;/va(ka)H =5 [l 1 — x|

& NI -
< — ok = £+ - [l — £ -
Y Y
Fiir hinreichend groBe k ist 8—7’; < 1 und wir erhalten
N €k N N
Jrkes =1 <2% e = ok ),

,»(b) < (¢)’: Wir wenden den mehrdimensionalen Mittelwertsatzes aus Lem-
ma 2.4 auf F(x) := V f(x) an und erhalten

1
Vf(xk+1) :Vf(xk)—i-/o V2 £ (o (1 —3)) (g 1 — )

— </01 (sz(xk%—t(xk+1 _xk))—sz()G)) dt) (et — )

+ VI (x) + V2 (%) (X1 — Xe).-
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Wegen x;, — X gilt, dass
O := sup ||xx+1(xps1 —xx) — X
1€[0,1]
< sup ((1—1)|fxx —£[ +1 [Jxx1 — £[[) = 0.
+€[0,1]

Mit der Stetigkeit von V2 folgt, dass (fiir k — oo)

sup || V2f (xx+ 1 (xerr —xi)) — VL)

1€[0,1]
< sup [|[V2(E) - V()| — 0.
GEBs, (%)
und damit
1
| (Pt rtoen —x0) = V2 (@) dr =0,
Es gilt also

V(1) = V) + V2 F(R) (1 —x) + 001 —x).
»(€) <= (d)”: Wegen V2f(x;) — V2f(%) gilt

|V £ () + V2F(E) (ot —x6) — (Vf (k) + V2 F (i) (ot — 1)) |
< [[V2F(R) = V£ o) || kg1 — ]l = 0(xasr —x),

und damit die Aquivalenz von (c) und (d). O

Inexakte Newton-Verfahren Satz 2.54 zeigt uns, wie genau wir bei inexakten
Newton-Verfahren das Gleichungssystem l6sen miissen bzw. wie gut der in ei-
nem Newton-artigen Verfahren verwendete Ersatz fiir die Hesse-Matrix mit dieser
tibereinstimmen muss.

Satz 2.55
Sei f: R"™ — R zweimal stetig differenzierbar. Die Folge (xi)reN sei erzeugt
durch

X1 = X+ di

und konvergiere gegen ein £ € R" mit positiv definiter Hesse-Matrix V2 f(%). Au-
Jerdem gelte x;, # X fiir alle k € N.
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(a) Newton-Verfahren: Sind die d exakte Losungen von

(b)

(c)

V2 f(xi)de = =V f(xz), (2.17)

dann ist £ ein Minimum von f und (x;)reN konvergiert superlinear gegen X.
Ist V2 f lokal Lipschitz stetig, so ist die Konvergenz sogar quadratisch.

Inexakte Newton-Verfahren: Sind die d; approximative Losungen von (2.17)
die
[V £ (i) + V2 £ ()i | < e[V () ||

mit einer Nullfolge positiver Zahlen (Ny)ren erfiillen, so ist X ein Minimum
von f und (x)xeN konvergiert superlinear gegen X.

Newton-artige Verfahren: Ist dy eine Losung von (2.17), wobei die Hesse-
Matrix durch eine invertierbare Matrix Hy, € R"*" ersetzt wurde, also

Hydy = —V f(xz),

und gilt Hy — V2 f(%), so ist & ein Minimum von f und (xy)ren konvergiert
superlinear gegen %.

Beweis: Das £ ein Minimum ist, und (x;)zen superlinear konvergiert, folgt in al-
len drei Fillen die Behauptung durch Uberpriifen der Dennis-Moré-Bedingungen
in Satz 2.54.

In (a) ist dies trivial (und die quadratische Konvergenz folgt aus Satz 2.50).

In (c) folgt die Dennis-Moré-Bedingung (c) aus Satz 2.54 sofort aus

—VF(xe) = V2F(R) (i —x) = (He — VAF(R)) (vt — k)
= 0 (X1 — Xk)

Im Fall (b) erhalten wir, dass

IV £l < [|VF () + V2 (i) (trr —x0) ||+ || V2 o) (et — ) |
< IV o) |+ [ V2 (o) (i — i) |-

Es gilt also (fiir hinreichend grofle k € IN)
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und damit

IV £ (i) + V2 £ () (i — 1) |

Nk
<M |IVEG)| < - V2 £ (o) (o1 — 1) |
k
< K V2 G || 11 = xell = 00x 1 — i),
1 —m

womit die Dennis-Moré-Bedingung (d) aus Satz 2.54 gezeigt ist. U

Satz 2.55(b) zeigt, dass ein konvergentes inexaktes Newton-Verfahren sogar su-
perlinear konvergiert, wenn in jedem Newton-Schritt das lineare Gleichungssy-
stem

V2 f(x)di = =V f (x)

(z.B. mit einem iterativen Losungsverfahren) approximativ bis auf einen residua-
len Fehler von 1y || V.f (x¢)|| mit nx — 0 geldst wird. Satz 2.55 lisst jedoch offen,
unter welchen Bedingungen ein solches Verfahren konvergiert. Die (lokale) Kon-
vergenz lésst sich jedoch ebenfalls sicherstellen, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 2.56 (Inexakte Newton-Verfahren)
Sei f: R" — R zweimal stetig differenzierbar und X € R" sei ein lokales Minimum

von f mit positiv definiter Hesse-Matrix V? f(%). Sei (i)renw C R eine Nullfolge
positiver Zahlen. Wir betrachten das Iterationsverfahren

X1 = Xk + d,
wobei dy, € R" in jedem Schritt erfiille, dass
V£ () + V2 £ (a)d || < e lIVf ()] (2.18)

Dann existiert eine Umgebung Bg(%), 8 > 0, des Minimums X, so dass fiir alle
Startwerte xo € Bg(%), die Hesse-Matrix V> f(x) an allen Iterierten invertierbar
ist (und somit insbesondere Losungen von (2.18) existieren) und die Iterations-
folge (xi)ken entweder nach endlich vielen Schritten X erreicht oder superlinear
gegen X konvergiert.

2.4.5 Quasi-Newton-Verfahren

Wir fithren nun ein besonders effizientes Newton-artiges Verfahren ein, das weder
die Hesse-Matrix noch Losungen linearer Gleichungssystem benotigt.
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Zur Motivation betrachten wir das Newton-Verfahren fiir eindimensionale Null-
stellenprobleme F : R — R, F(%) =0,

Xk+1 ‘= Xk — F'(xk)*lF(xk).

Beim Sekantenverfahren wird (ausgehend von zwei Startwerten xp,x; € R) die
Ableitung, also die Tangentensteigung an der Stelle x; durch die Steigung der
Sekante zwischen der aktuellen und der letzten Iterierten angenéhert

F(xk) —F(kal)
X — Xk—1

F'(x) ~ =: H,

und es ergibt sich die Iterationsvorschrift

1
Xyl = X — (F<xii:i(jcf_l)) F(xi),

vgl. die in der Vorlesung gemalten Skizzen.

Genauso konnnen wir fiir eindimensionale Optimierungsprobleme

min f(x)

die zweite Ableitung approximieren durch

o F1) = f (1)

Xje — X1

f/l (xk)

= Hk

und erhalten so das (wiederum zwei Startwerte xo,x; € R benttigende) Newton-
artige Verfahren

Xp+1 = Xk —Hk_lf'(xk).

Im Eindimensionalen ist die Approximation Hj eindeutig bestimmt durch die
Gleichung

Hi (e —xi—1) = (i) = f' (1)
Das mehrdimensionale Analogon fiir f: R” — R lautet
Hk(xk —xk_]) = Vf(xk) - Vf(xk_1 ) (219)
und bestimmt Hj, fiir n > 2 nicht mehr eindeutig. Eine Newton-artiges Verfahren

Xt = x— H 'V (%), (2.20)

bei dem alle verwendeten Matrizen Hy, k € N, die Bedingung (2.19) erfiillen heif3t
Quasi-Newton-Verfahren.
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Bemerkung 2.57
(a) Die exakte Hesse-Matrix Hy, := V? f(xx) erfiillt die Quasi-Newton-Gleichung
(2.19) im Allgemeinen nicht.

(b) Wegen

V100 =¥ fGanor) = [ Vs 10 =) ) (=)

erfiillt die Wahl

1
Hy ::/0 V2 f (o1 41 (o —xi1)) di

die Quasi-Newton-Gleichung. Das ist aber noch aufwendiger zu berechnen,
als die exakte Hesse Matrix V> f(x;), so dass dies keine sinnvolle Wahl wiire.

(c) Die Iterationsvorschrift (2.20) zusammen mit der Quasi-Newton-Bedingung
(2.19) ergibt

V(1) =V (xa) + (V) = V()
= —Hj (X1 — Xk) + Hicp1 (X1 — Xi)
= (Hgy1 — Hy) (X1 —xx)-

Aufgrund der Dennis-Moré-Bedingung (b) in Satz 2.54 konvergiert also ein
Quasi-Newton-Verfahrens bereits dann superlinear, wenn

Hk+1 —H, — 0.

Die Quasi-Newton-Bedingung (2.19) legt Hy noch nicht eindeutig fest. Bemer-
kung 2.57 motiviert, dass sich Hy, | moglichst wenig von H; unterscheiden sollte.
Da im k + 1-ten Schritt ein lineares Gleichungssystem mit der Matrix Hy | gelost
werden muss, wire es aulerdem wiinschenswert, dass sich die Inverse von Hj
moglichst einfach aus der Inverse von Hj berechnen lésst. Diese Eigenschaft be-
sitzen die sogenannten Niedrig-Rang-Modifikationen.

Bezeichne ¢; € R” den k-ten Einheitsvektor. Die Matrix e je,{ € R™" besitzt an
(j,k)-ter Position den Eintrag 1 und besteht ansonsten aus Nullen. Entsprechend
wird fiir eine Matrix A € R™*" durch Addition zu A + eje! nur (j,k)-te Eintrag
gedndert. Entsprechend ergibt sich fiir zwei beliebige Vektoren u,v € R" die Ma-
trix A+ uv’ durch Abinderung eines einzelnen Eintrags in der Matrix A, wenn
diese auf eine Basis transformiert wurde die # und v enthilt. Offensichtlich besitzt
dabei uv” € R™" Rang 1 und jede Matrix mit Rang 1 ldsst sich in dieser Form
schreiben. Solche Anderungen heiien daher Rang-1-Modifikationen.
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Das folgende Lemma zeigt, dass die Inversen von Rang-1-Modifikationen wieder-
um Rang-1-Modifikationen sind und explizit angegeben werden konnen. Durch
triviale Induktion tibertrdgt sich das offenbar auf Modifikationen hoheren Ranges.

Lemma 2.58 (Sherman-Morrison-Woodbury-Formel)
Sei A € R™" invertierbar. Seien u,v € R".

Die Matrix A+ uv’ € R™" ist genau dann invertierbar, wenn 1 +vIA=lu # 0
und in diesem Fall gilt

A linTA—1

I o NS
(Atu) 1+vIA-1y

Beweis: Ist 1 +v7 A~y +# 0 dann folgt durch simples Ausmultiplizieren

A—l TA—I
(A+wh) (A_l L ) =1,

1+vTA-1y

also ist A +uv’ invertierbar und die Inverse besitzt die angebene Form.

Ist 1 +vIA=1u =0, dann ist A + uv” nicht injektiv, da
A+wH A wv) =wTv+u(TA u)viv=0,

aber (A~ uvTv) = ||v|[* A~ lu #£0. O

Der einfachste Ansatz zur Bestimmung der Matrizen Hj, ist deshalb, beginnend
mit einer symmetrischen Startmatrix Hy, die weiteren Matrizen durch Aufdatie-
rung als symmetrische Rang-1-Modifikationen

Hysy = Hi+ Yy,

zu wihlen, wobei ¥, € R und u; € R" so zu bestimmen sind, dass Hj. | die Quasi-
Newton-Bedingung (2.19) fiir k4 1 erfiillt, d.h.

Hic1dic = yi,
wobei wir hier und im Folgenden die Abkiirzungen
di :=xip1— X und  yi = Vilagr) — V)

verwenden.

Auf Ubungsblatt 8 zeigen wir, dass sich unter der Bedingung
(v = Hiely) " i # 0
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eindeutig die folgende Aufdatierunsformel ergibt,

(vk — Hyd) (v — Hydy)"

H, = H,
o et (vk — Hydy)T dj,

Dies ist die sogenannte Symmetrische-Rang-1-Formel (SR1).

Fiir die Implementierung eines Quasi-Newton-Verfahrens werden nur die Inversen
By :=H, ! benstigt. Mit Lemma 2.58 lassen sich leicht Aufdatierungsformeln zur
Berechnung der Inverse im (k + 1)-ten Schritt aus der Inversen im k-ten Schritt
herleiten, so dass sich das SR1-Verfahren duflerst effizient (ohne Auswertung
der Hesse-Matrix und ohne Losungen linearer Gleichungsysteme) implementie-
ren ldsst. Die SR1-Aufdatierungsformeln besitzen jedoch Nachteil, dass die Be-
dingung

(vk — Hidy) " di # 0
nicht sichergestellt ist.
In der Praxis haben sich deshalb Rang-2-Korrekturen durchgesetzt. Die wohl po-

pulirste ist die Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno-Formel

T TyT
e  Hidedi H,

Hyyy = Hp+ 5 —— k&
Vide  di Hidy

Offenbar ist H;, symmetrisch und man kann zeigen (siehe Ubungsblatt 8), dass (fiir
yldy # 0 und d! Hydy # 0) die BFGS-Matrizen Hy die Quasi-Newton-Bedingung
(2.19) erfiillen.

Die Aufdatierungsformeln fiir die Inversen
g1
Bk «— Hk
ergeben sich aus Lemma 2.58 zu

di — Biy)d{ +di(d — Biyr)T  (di — Bry) T
Bk+13:Bk+<k Wi)dy +di(d —Biye)”  (dx kyk)}’kdkdkr

dlyi (dl yi)?

(vgl. Ubungsblatt 8).

Das dazugehorige Verfahren ist in Algorithmus 7 zusammengefasst.
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Algorithm 7 Quasi-Newton-Verfahren mit BFGS-Aufdatierung

Gegeben: Startwert xy € R”
Gegeben: Symmetrische, positiv definite Startmatrix By € R™"*"
fork=0,1,2,...do
if Vf(x;) = 0 then
STOP
else
dy := =BV f(x)
X1 7= Xy + dy

end if , , ;
dy—Byyi)dy +di(d—Biyx) (dk=Biyi) Yk 3 T
Bioi =B+ k - did
k+1 k dkTyk (dkT)’k)2 kO
end for

return xgp,x(,xo,...

Satz 2.59
Sei f: R" — R zweimal stetig differenzierbar und V? f lokal Lipschitz stetig. Sei
% ein lokales Minimum von f mit positiv definiter Hesse-Matrix V> f ().

Dann existieren 8,€ > 0, so dass fiir

(a) jeden Startwert mit ||xo — %|| < 6

(b) jede symmetrische positiv definite Startmatrix mit HBO —V2f(#®)~! H <€

der Algorithmus 7 durchfiihrbar ist und entweder nach endlich vielen Schritten
xi = X liefert oder eine Folge (xi)reN, die superlinear gegen % konvergiert.

Beweis: Fiir den Beweis verweisen wir auf [GeigerKanzowl, Satz 11.33]. [

2.4.6 Das globalisierte Newton-Verfahren

Das Newton-Verfahren und seine vorgestellten Varianten konvergieren zwar sehr
schnell (superlinear) aber wie Beispiel 2.51 zeigt nur lokal. Das Gradientenver-
fahren mit Armijo-Regel konvergiert bereits unter recht milden Zusatzvorausset-
zungen global (siehe z.B. Folgerung 2.27 fiir die globale Konvergenz im Beispiel
2.51) aber im Allgemeinen nur linear (vgl. Ubungsblatt 5).

Es wire wiinschenswert die globale Konvergenz des Gradientenverfahrens mit der
schnellen Konvergenz des Newton-Verfahrens zu verbinden. Dazu miissten die
ersten Iterationsschritte mit dem Gradientenverfahren durchgefiihrt werden, und
dann wenn die Niherung schon hinreichend gut ist, auf das Newton-Verfahren
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umgeschaltet werden. Anders ausgedriickt soll der Newton-Schritt erst dann aus-
gefiihrt werden, wenn auch er zu Konvergenz fiihrt.

Wir erreichen dieses Ziel durch die folgende Strategie: Wir interpretieren das
Newton-Verfahren als allgemeines Abstiegsverfahren gemil3 Abschnitt 2.3 mit
Suchrichtung und Schrittweite

di=—-V2f(x) 'Vf(x) und  sp=1.

Wenn der Newton-Schritt die Voraussetzungen unseres allgemeinen Konvergenz-
resultats in Satz 2.29 erfiillt, so fithren wir den Newton-Schritt aus. Ansonsten
fiihren wir einen Schritt des Gradientenverfahrens durch.

Wir iiberpriifen dazu, ob die Newton-Suchrichtungen eine verallgemeinerte Win-
kelbedingung (sieche Bemerkung 2.32) erfiillen,

V@) A o
Vil = @Vl

mit & > 0 und p > 0.

Das Gradientenverfahren liefert uns eine Folge mit V f(x;) — 0, so dass wir erwar-
ten konnen, dass diese Bedingung irgendwann erfiillt sein wird. Dann kénnen wir
die Suchrichtungen des Gradientenverfahrens durch die des Newton-Verfahrens
ersetzen ohne dass die Konvergenz beeintrichtigt wird (zumindest wenn wir die
Schrittweiten weiterhin mit der Armijo-Regel bestimmen und die Voraussetzun-
gen von Satz 2.37 gelten). Wenn die Armijo-Regel dann auch noch hinreichend
nahe am Minimum die Anfangsschrittweite 1 akzeptiert, dann hitten wir tatsdch-
lich ein Verfahren mit den globalen Konvergenzeigenschaften des Gradientenver-
fahrens konstruiert, das nach an endlich vielen Schritten in das schnell konvergen-
te Newton-Verfahren iibergeht. Wir werden im Beweis von Satz 2.62 sehen, dass
dies der Fall ist, wenn wir den Armijo-Parameter y < 1/2 wihlen.

Wir fassen das so motivierte Verfahren in Algorithmus 8 zusammen. Nach Kon-
struktion lésst sich leicht zeigen, dass das globalisierte Newton-Verfahren die glo-
bale (Pri-)Konvergenz des Gradientenverfahrens besitzt:

Satz 2.60 (Prikonvergenz des globalisierten Newton-Verfahrens)

Sei f: R" — R" zweimal stetig differenzierbar. Algorithmus 8 terminiert entwe-
der nach endlich vielen Schritten an einem stationdiren Punkt x;, oder er erzeugt
eine Folge (x;)ren von Iterierten mit den Eigenschaften

(@) f(xe1) < f(x)
(b) Jeder Hdufungspunkt von xy, ist ein stationdrer Punkt von f.

59



KAPITEL 2. UNRESTRINGIERTE NICHTLINEARE OPTIMIERUNG

Algorithm 8 Globalisiertes Newton-Verfahren

Gegeben: Startwert xo € R”
Gegeben: Armijo-Parameter § € (0,1), y€ (0,1/2) (z.B. B =0.5, y=0.01)
Gegeben: Winkelbedingung-Parameter: & >0, p >0 (zB. a=107% p=1)
for k:=0,1,2,...do
if Vf(x;) = 0 then
STOP
else
if V2 f(x;) invertierbar then

dy = —V2f(x) 'V ()

if —Vf(xe) dp < al[VF(x)|' 7 ||de then
di := =V f(xk)

end if

else
dk = —Vf(xk)
end if
spi=1/B
repeat
sk := Bsk
Xiq1 -= Xk + Sidy
until f(x 1) < f(x) + vse Vo (o) di
end if
end for
return xp, xi, X, ...

Beweis: Wir zeigen, dass die Voraussetzungen unseres allgemeinen Prikonver-
genzsatzes 2.29 erfiillt sind. Die Newton-Suchrichung

di:= =V f(x) "'V [ (xe)
wird gewihlt falls —V?2 f(x;) invertierbar ist und
—V () di > ||V ()| e

ansonsten nimmt das Verfahren die Gradientensuchrichtung dy := —V f(xy). Es
gilt also

T
_ VSO e V)P VEEN.

IV Ceic) [ 1l

Die Suchrichtungen erfiillen also die verallgemeinerte Winkelbedingung aus un-
serer Bemerkung 2.32 und sind somit zuléssig.
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Fiir die Schrittweiten wird immer die Armijo-Regel verwendet, so dass wir ihre
Zulissigkeit mit Satz 2.37 zeigen konnen. Sei x; eine konvergente Folge. Da f
zweimal stetig differenzierbar ist, existiert ein C > 0 mit ||V2f(x;)|| < C fiir alle
x;. Die Newton-Suchrichtungen erfiillen deshalb

Vi) d,
0< =T < 1) = V2| < € )
und die Gradientensuchrichtungen erfiillen |V f(x;)|| = ||d)|| = %);’H)Td’. Es gilt
also stets ;
-V d
0< IV o, .
1]
Aus Satz 2.37 folgt die Zuléssigkeit der Schrittweiten und damit insgesamt aus
Satz 2.29 die Behauptung. U

Wir zeigen nun noch, dass das globalisierte Newton-Verfahren nach endlich vielen
Schritten in das Newton-Verfahren iibergeht, und damit superlinear bzw. sogar
quadratisch konvergiert.

Hierzu verwenden wir die folgende niitzliche Ergiinzung von Lemma 2.26.

Lemma 2.61
Ist £ € R" ein isolierter Hiufungspunkt einer Folge (x;)renN und gilt fiir jede gegen
X konvergente Teilfolge (x;);cr

lim — =0
A l_m(xz x141) =0,

so konvergiert die gesamte Folge (x;)reN gegen X.

Beweis: Angenommen (x;)ren Konvergiert nicht gegen £, dann existiert eine
Umgebung B¢ (%) von £ auBerhalb derer unendlich viele Folgenglieder liegen. Sei
€ > 0 so klein gewihlt, dass £ der einzige Haufungspunkt von (x)ien in Be(%)
ist. Nach Konstruktion liegen jeweils unendlich viele Folgenglieder innerhalb und
auBerhalb von B¢ (X). Wir konnen daher eine Teilfolge konstruieren

(X1)ier  mit  x; € Be(X), x141 € Be(%).

Da (x;);er beschrinkt ist und £ ihr einziger Haufungspunkt ist, folgt aus Lem-
ma 2.26(b), dass lim; 5;_,..x; = £. Die nachfolgenden Folgenglieder x;, , / € L be-
sitzen nach Konstruktion aber den Mindestabstand € von £, so dass x; —x;.; — 0
nicht gelten kann. U
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Satz 2.62 (Schnelle Konvergenz des globalisierten Newton-Verfahrens)

Sei f: R" — R zweimal stetig differenzierbar. Falls Algorithmus 8 nicht termi-
niert, die von ihm erzeugte Folge (x;)ren C R einen Hiiufungspunkt % besitzt,
und in diesem die Hesse-Matrix positiv definit ist, so gilt:

(a) X ist ein isoliertes lokales Minimum von f.
(b) Die (gesamte) Folge (xi)reN konvergiert gegen X.

(c¢) Nach endlich vielen Iterationsschritten wird nur noch die Newton-Suchrich-
tung mit Schrittweite 1 verwendet, also das Newton-Verfahren durchgefiihrt.
Insbesondere konvergiert die Folge also superlinear und falls V? f lokal Lip-
schitz-stetig ist sogar quadratisch gegen X

Beweis: Nach Satz 2.60 ist £ ein stationédrer Punkt von f, und da in X die hinrei-
chenden Optimalititsbedingungen 2. Ordnung erfiillt sind, ist X ein lokales Mini-
mum.

Aus Satz 2.50(a),(b) folgt die Existenz von 8,1 > 0, so dass £ € R" der einzige
stationdre Punkt in Bg(%£) (und damit das einzige Minimum) ist und

Amin(V2f(x)) > u  fiir alle x € Bs(%). (2.21)

Damit ist insbesondere (a) gezeigt.

Um (b) zu zeigen, wenden wir Lemma 2.61 an. Aus Satz 2.60 folgt, dass X der
einzige Haufungspunkt von (x;)xeN in Bg(X) ist, da jeder andere Haufungspunkt
nach Satz 2.60 ebenfalls ein stationdrer Punkt wire. Sei (x;);¢y, eine gegen £ kon-
vergent Teilfolge. Wegen der Stetigkeit von Vf gilt V f(x;) — 0. Fiir hinreichend
grole [ € Listx; € Bg(X) und es gilt

s —xp1 ]| = st || < max{|| VA£G, || (V2 ()~ Vo Ga) ||}
< max{l,ﬁ} IV £Ge)| = 0.

Aus Lemma 2.61 folgt also dass die (gesamte) Folge (x;)ren gegen £ konvergiert.

Es bleibt zu zeigen, dass nach endlich vielen Iterationsschritten nur noch die
Newton-Suchrichtung mit Schrittweite 1 verwendet wird. Dafiir miissen wir zei-
gen, dass fiir hinreichend groB3e k € IN

(i) V2f(x;) invertierbar ist,

(ii) die Newton-Suchrichtungen dj := —(V2f(x)) !V f(xx) verwendet werden,
da sie die verallgemeinerte Winkelbedingung erfiillen, d.h.

~V () de > o ||V ) | i
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(ii1) die Armijo-Schrittweitenregel die Schrittweite s = 1 akzeptiert, d.h.
fl+di) < fl) = YV f () di
Da x; — £, gilt fiir hinreichend groBe k € N, dass x; € Bg(%). (i) folgt daher aus

(2.21).

Um (ii) zu zeigen beachten wir, dass wegen der Stetigkeit von V2f ein C > 0
existiert mit
|V2f(x)|| <C fiiralle x € Bs().

Da Vf(x;) — 0, ist fiir hinreichend grofie k € N

a[[Vf (x| <

& cm:

und die Newton-Suchrichtungen dj, := —V?f(x;) "'V f(x) erfiillen dann
—Vf(x) di = df V£ (a)di > plldil|? = || V2 f () =V G || e

> % IV £ o) ldil| = o [V £ (e |7 [l

Zum Beweis von (iii) erhalten wir aus der Taylor-Formel in Satz 2.3 ein o} € [0, 1]
mit

1
f+de) = fx) + V) de+ EdkTVZf(xk + Ody ) dy. (2.22)

Fiir hinreichend groBe k € N ist

A'min(vzf(xk)) > u,

und es wird wegen (i) und (ii) die Newton-Richtung als Suchrichtung verwendet,
d.h.

V() dy = —dl V2 f (xi)dy.

Damit erhalten wir aus (2.22), dass

S 4dy) — f(xx) — YVf(xk)
= (1 =)V ) di+ d,{v f(x + oydy ) dy

( y) dIV2f(xz) dk+1dk (V2 f (i + ondy) — V2 £ (x1)) di

( )uudku 43 IVt ond) — 20 i
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Wegen x; — £ und || opdy || < ﬁ |V f(xi)|| — 0 gilt, dass

V2 £ (x + o) — V2 £ (i) || = 0.
Fiir hinreichend groie k € N gilt also (beachte vy < 1/2)

fa+di) = fu) =YV () di <0,
womit (ii1) und damit der letzte Teil der Behauptung bewiesen ist. UJ

Bemerkung 2.63

Noch vorteilhafter wiire es, eine global konvergente Variante fiir das in Abschnitt
2.4.5 eingefiihrte BFGS-Verfahren zu konstruieren, das keine Kenntnis der Hesse-
Matrix und keine Matrixinversionen benotigt. Ein globales Konvergenzresultat
analog Satz 2.62 konnte jedoch bisher nicht erreicht werden. Wéhlt man in Al-
gorithmus 7

Xk41 i= Xg + Sgdi,

wobei dy die BFGS-Richtung aus Algorithmus 7 und sy die Powell-Wolfe-Schritt-
weite aus Algortihmus 4 ist, so ldsst sich aber immerhin globale Konvergenz fiir

gleichmiifig konvexe Funktionen garantieren, siche Ubungsaufgabe 9.2 und Satz
11.42 in [GeigerKanzowl ].

2.5 Nichtlineare Ausgleichsprobleme

Die vorgestellten Ideen konnen wir auch verwenden, um nichtlineare inverse Pro-
bleme zu losen. Betrachte die nichtlineare Nullstellenaufgabe

F(x) =0, (2.23)

wobei F : R" — R eine hinreichend oft stetig differenzierbare Funktion sei.
Fiir n = m konnen wir das in Abschnitt 2.4.2 vorgestellte Newton-Verfahren fiir
nichtlineare Gleichungssysteme verwenden.

In der Praxis sind die vorkommenden Gleichungssysteme hiufig iiberbestimmt
und aufgrund von Messfehlern ist keine exakte Losbarkeit zu erwarten. Statt einer
exakten Losung von (2.23) begniigt man sich deshalb mit der Suche nach einem
Minimum von

B(x) = 5 F(OIP = 5 ¥ R

Zur Minimierung von ® konnen wir die in den letzten Abschnitten behandelten
Gradienten- und Newton-Verfahren anwenden. Die dazu notwendigen Ableitun-
gen von P ergeben sich aus dem folgenden Lemma.
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Lemma 2.64
Ist F einmal bzw. zweimal stetig differenzierbar, so auch ® und es gilt

VO (x) = F'(x)TF(x).

V2o (x) = F'(x)TF'(x) + iFi(x)VzE-(x).

Beweis: Ubungsaufgabe 9.3. O

Wir stellen ohne Konvergenzbeweise noch zwei populire Verfahren vor, die direkt
auf die Losung des nichtlinearen Ausgleichsproblems zugeschnitten sind.

2.5.1 Das GaubB-Newton-Verfahren

Die unmittelbare Anwendung des Newton-Verfahrens aus Abschnitt 2.4.3 fiihrt
zu der Iterationsvorschrift

Xy 1 := % — VO (x) " VD (xy)
=
=X — (F'(Xk)TF'(Xk) +) Fi(xk)VZFi(xk)> F'(x)"F (),
=1

wodurch geméfl Bemerkung 2.52 x; | das Minimum der quadratischen Approxi-
mation

B(x) ~ D) + VD) (x— ) + %(x ) V2D(x) (x— xp)

bestimmt wird.

Eine einfachere Approximation ohne V2® erhalten wir, indem wir die spezielle
Gestalt von @ ausnutzen und

() = S IFWIP ~ 3 [[F () + /() (x—x0)|

minimieren. Die Losung dieses linearen Ausgleichsproblems ist (falls die Matrix
F'(x;)T F'(x;) invertierbar ist) gegeben durch

-1
Xkt+1 = X — (F'(xk)TF/(xk)) F/(xk)TF(xk),
vgl. die GauBschen Normalengleichungen in Ubungsaufgabe 1.2.

Das auf dieser Iteration beruhende Verfahren heilit Gauf3-Newton-Verfahren und
ist in Algorithmus 9 zusammengefasst.
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Algorithm 9 Gaul3-Newton-Verfahren

Gegeben: Startwert xo € R”
for k=0,1,2,...do
if F/(x;)TF (x;) = 0 then
STOP
else
di=— (F' () F' () ™" F () T F ()
X1 := X+ dy
end if
end for
return xgp,x1,xo,...

Man kann (unter geeigneten Voraussetzungen) zeigen, dass das GauB-Newton
Verfahren lokal (jedoch fiir nicht exakt 16sbare Ausgleichsprobleme im Allgemei-
nen nur mit linearer Geschwindigkeit) gegen ein Minimum von & konvergiert.

2.5.2 Das Levenberg-Marquardt-Verfahren

Die beim Gaul3-Newton-Verfahren verwendete lineare Approximation von F in
1 2 1 / 2
D(x) = S IIF )"~ 3 [|F (xe) + F () (x — ) |

ist nur fiir kleine x — x;, gerechtfertigt.
Die Idee des Levenberg-Marquardt-Verfahrens besteht darin, x;; so zu wih-
len, dass (die Approximation an) ®(x; 1) moglichst klein wird und gleichzeitig
dy := Xp41 — x¢ nicht zu grof3 wird. Man sucht dafiir das Minimum dj von
2 .

I|F (xi) + F (xi )i ||~ + ||y ||> — min! (2.24)
wobei der Parameter u > 0 steuert, wie wichtig die Minimierung des linearisierten
Residuums F (x) + F'(x; )dy gegeniiber der Beschriinkung der GroBe von d ist.

Das Minimierungsproblem (2.24) konnen wir explizit 16sen, indem wir es als li-
neares Ausgleichsproblem schreiben

o ()] -

Durch Anwendung der GauBschen Normalengleichungen (Ubungsaufgabe 1.2)
erhalten wir

ey i) (7 )=~ ey van) (T0))
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also
de = — (F'(x0) T F'(x) + 1)~ F (x0) T F ().

Im Gegensatz zum Gaul3-Newton-Verfahren ist die in diesem Iterationsschritt auf-
tretende Matrix immer invertierbar, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 2.65
Sei x;, € R™.

(a) Fiir jedes > 0 ist F'(x;)T F'(xy) + ul positiv definit und damit invertierbar:

(b) Die Abbildung
r: (O)oo)—)]R, .LL'_>Hdk“,

mit
—1
dy := — (F' ()" F' () + ud) F ()" F ()
ist stetig und monoton fallend.

Fiir @ — oo konvergiert dy gegen den Nullvektor. Falls F'(x;)T F'(xy) inver-
tierbar ist, so konvergiert dy, fiir @ — 0 gegen den Gauf3-Newton-Schritt

di =~ (F'(u)TF' () F' ()T F (xe).

(c) di:=— (F'(xx) " F'(xi) + ul)_l F'(x;)TF (xy) ist ein globales Minimum von
|F (xk) + F'(xe)d|| — min!  wd.N. ||d|| < r(p).

Beweis: (a) folgt sofort aus der Symmetrie und der positiven Semidefinitheit der
Matrix F’ (x;) T F'(xy).

Zum Beweis von (b) seien (v;)]_, C R" eine ONB aus Eigenvektoren von
F/(xk)TF/(xk) c R1<n

mit zugehorigen Eigenwerten A; > 0. Ist
T n
F'(x)" F(xe) = ) am
=1

die Entwicklung von F’(x;)T F(x;) € R" in dieser Basis, dann ist

n n 2
Z aj 2 aj
d = — V7 d =
S VYT el IZ_I (7w+u>
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und es folgt die Behauptung (b).

(c) folgt, da d; ein globales Minimum von (2.24) ist, und somit fiir jedes d € R"
mit ||d|| < r(u) = ||d|| gilt, dass

17 () + F' ()i |* + e lde® < || F (o) + F' ()d||* + e |||
<||F () + F () d||” + |||

Es st also ||[F (xp) + F'(x)di || < ||F (x) + F'(x)d]. O

Lemma 2.65 zeigt, dass wir die Wahl von u als Wahl einer Trust-Region interpre-
tieren konnen. Wir trauen der Ndherung

®(x) = % IF (> ~ % 1 (o) + F (o) (e =) | |

nur in der Umgebung ||x — x|| < r(u) und erhalten dj als Losung des restringier-
ten Minimierungsproblems (bzgl. x — x;)

|F (xi) + F' () (x = x¢) || = min!  w.d.N. |lx — x| < r(p). (2.25)

Um zu entscheiden, ob die Wahl von u (also die Wahl der Trust-Region) geeig-
net war, vergleichen wir die vorhergesagte Abnahme der Zielfunktion (predicted
reduction)

2
pred, := ||F (x)||” — || F () + F' (i) (1 — 1) |
mit der tatsdchlichen Abnahme (actual reduction)
e 2 2
ared := ||F (xi) || — || F (1) |

und berechnen
ared
E = k

" pred;’

Ist € sehr klein, so war unsere Trust-Region zu gro3, wir verwerfen den Schritt und
wiederholen ihn mit kleinerer Trust Region (also groBerem u). Ansonsten akzep-
tieren wir den Schritt und vergroBern vielleicht sogar die Trust-Region, wenn €
hinreichend grof} ist. Eine einfache Implementierung ist in Algorithmus 10 zu-
sammengefasst.
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Algorithm 10 Levenberg-Marquardt-Verfahren

Gegeben: Startwert xo € R”
Gegeben: Parameter 0 < By < f; < 1 und u > 0 (z.B. Bp :=0.3, B; :=0.9,
pi=1
for k=0,1,2,...do

if F/(x;)TF (x;) = 0 then

STOP
end if

repeat
dy = — (F'(x)TF' () + D)~ F' () TF (3
X1 := X+ dy
_ 1 (o) [P = 1IF ()11
TIE (o) [P =11 (o) +F (o) (e —x) ||
if € < By then
ue=2u
end if
until € > f

if € > B then

W= 5p
end if

end for
return xp,xi,xp,...

Moderne Implementierungen des Levenberg-Marquardt-Verfahrens kontrollieren
explizit den Trust-Region-Radius durch Losung des restringierten Minimierungs-
problems (2.25), vgl. Ubungsaufgabe 9.4. Fiir eine solche Variante, bei der noch
zusitzlich im Prediktor

2
pred; = || F (xe) > — || F (xe) + F' (i) (1 — 1) |

= —2F (5" F' (5 (e —56) — || (0) (o1 — 00|

nur der lineare Term —2F (x;) F'(x;) (xx41 —xx) verwendet wird, wird die globale
Konvergenz (gegen einen stationidren Punkt von &) z.B. in [Hanke, Satz 21.3]
gezeigt.
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Kapitel 3

Restringierte Optimierung

Anmerkung zur Notation: Zur Behandlung von Nebenbedingungen miissen wir
hiufig auf die Eintriage von Vektoren im R zugreifen. Abweichend zu der bisheri-
gen Schreibweise verwenden wir in diesem Kapitel deshalb hochgestellte Indizes
(ohne Klammern) zur Nummerierung von Vektoren und tiefgestellte Indizes fiir
ihre Eintrége.

3.1 Lineare Optimierung

3.1.1 Motivation und Normalform

Wir wenden uns nun der restringierten Optimierung zu und beginnen mit dem
Spezialfall der linearen Optimierung (auf englisch auch: linear programming),
bei der die Zielfunktion linear ist und die Nebenbedingungen durch lineare Glei-
chungen oder Ungleichungen gegeben sind.

Solche linearen Optimierungsaufgaben werden bereits in der Mittelstufe behan-
delt und dort graphisch gelost. Ein typische Beispielaufgabe ist, dass ein Land-
wirt zur Fiitterung seiner Ferkel das Futter zusammenriihren muss. Dazu stehen
ihm (das Beispiel und alle Zahlen sind fiktiv) Sojabohnen und Kartoffeln zur Ver-
fiigung.

* Eine Einheit Sojabohnen koste 1EUR, enthalte 2 Einheiten Proteine und
einen Fettgehalt von 4.

¢ Fine Einheit Kartoffeln koste 2EUR, enthalte auch 2 Einheit Proteine, aber
nur einen Fettgehalt von 2.
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Das Futter fiir die Schweine solle mindestens 10 Einheiten Proteine beinhalten
und der Gesamtfettgehalt soll unter 12 liegen. Wie lésst sich diese Mischung am
preisgiinstigsten erreichen?

Mit den Bezeichnungen x fiir die Anzahl Einheiten Sojabohnen und y fiir die An-
zahl der Einheiten Kartoffeln ergibt sich das Problem, eine lineare Zielfunktion zu
minimieren

x+ 2y — min!

unter den linearen Nebenbedingungen.

2x+2y > 10
4x+2y <12
x>0
y=>0

Fiir die graphische Losung vergleiche die in der Volesung gemalte Skizze.

Offenbar ldsst sich jede Maximierungsaufgabe mit linearer Zielfunktion durch
Multiplikation mit —1 in eine Minimierungsaufgabe mit linearer Zielfunktion um-
formen. Genauso kann jede in der Nebenbedingung auftretende lineare Unglei-

chung in die Form
Zai iXj < b;

gebracht werden. Jede solche Ungleichung kann durch Einfiihrung einer soge-
nannten Schlupfvariablen & in die dquivalente Form

Zainj-F& =b, £E>0
gebracht werden. SchlieBlich kann noch jede Variable ersetzt werden durch

xi=xi—x, xi,x/>0.
Wir konnen also jede Optimierungsaufgabe mit linearer Zielfunktion unter linea-
ren Gleichungs- und Ungleichungsrestriktionen stets in eine dquivalente Mini-
mierungsaufgabe mit linearen Gleichungsrestriktionen und Nichtnegativitétsbe-
dingungen an alle Losungskomponenten iiberfiihren.

Definition 3.1
Sei A € R™", b € R™ und ¢ € R". Die Aufgabe, einen Minimierer x € R" der
Funktion

fix—clx
unter den Nebenbedingungen Ax = b und x > 0 zu finden, heif}t lineare Optimie-
rungsaufgabe (auch: lineares Programm) in Normalform. x > 0 ist dabei kompo-
nentenweise zu verstehen.
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Wie zuvor nennen wir die zu minimierende Funktion f(x) = ¢! x das Zielfunktio-
nal. Die Menge

{xeR" : Ax=b, x>0}
heif}t zuldssiger Bereich.
Bemerkung 3.2
Offenbar kann der zuldssige Bereich einelementig sein (dann ist dieses Element
die Losung) oder leer sein (dann existiert keine Losung). Auch wenn der zuldssige
Bereich nicht leer ist, existiert moglicherweise keine Losung, z.B. ist fiirn=1=m,
A=0,b=0, c=—1 die Zielfunktion x — ¢! x = —x auf dem zuliissigen Bereich
[0,00) offenbar nach unten unbeschrdnkt.

Der zuldissige Bereich ist offenbar abgeschlossen und die Zielfunktion stetig. Falls
der zuldssige Bereich beschrinkt und nicht-leer ist, so muss (mindestens) eine
Losung existieren, da stetige Funktionen auf kompakten Mengen ihr Minimum
annehmen.

3.1.2 Eine Anwendung aus der Spieltheorie

Wir betrachten ein Spiel zwischen einem Spieler S und seinem Gegner G, die
jeweils eine von m bzw. n moglichen Entscheidungen treffen. a;;, i = 1,...,n,
j=1,...,m sei die Wahrscheinlichkeit, dass S das Spiel gewinne, falls er sich fiir
die j-te und der Gegner G sich fiir die i-te Moglichkeit entschieden habe.

Die Ausginge des Spiels fassen wir in der Gewinnmatrix A = (a;;) € R"*"™ zu-
sammen. (Im analogen Fall, bei dem a;; die Hohe des Gewinns fiir S bezeichnet,
heiB3t A auch Auszahlungsmatrix.)

Die Strategien des Spielers S und seines Gegners G seien durch Vektoren
x=(x;)eR" und y=(y)eR"

beschrieben. Dabei sei x; die Wahrscheinlichkeit, dass S die j-te Wahlmoglichkeit
wihlt und y; die Wahrscheinlichkeit, dass G die i-te Wahl trifft.

Bezeichne W das Ereignis, dass der Spieler S gewinnt. X; und ¥; seien das Ereig-
nis, dass S die j-te Wahl bzw. G die i-te Wahl trifft. Dann ist also

P(Xj> = Xj, P(Yz) =i, P(W’XjﬂYi) = ajj
Mit den iiblichen Notationen und Regeln der Wahrscheinlichkeitstheorie gilt

PW)=PWnNY)+...+P(WNY,)
=PW|Y)P(Y1)+...+ P(W|Y,)P(Y,)
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und

PW|Y;) = P(WNX1[Y;) + ...+ P(W O Xp|Y))

m
=P(W|XiNY)P(X))+ ...+ P(W[XuNY)P(X,) = Y aijx;,

also

M:

m
Z YidijXj =

Der Spieler S versucht nun seine Spielstrategie so zu wihlen, dass sie selbst
bei schlimmstmoglicher Wahl des Gegners G noch bestmoglich ist, er sucht al-
sox € R™ mit

N
I
—

f(x) » max! wdN.17x=1,x>0,
wobei

f(x):=min{yTAx: yeR", y>0, 1Ty=1} und 1=(1 ... 1)T.

Die Suche nach einer optimalen Strategie fiihrt demnach auf ein kompliziertes
restringiertes Maximierungsproblem, bei dem jede Auswertung der Zielfunkti-
on x — f(x) selbst die Losung eines linearen Minimierungsproblems erfordert.
Uberraschenderweise lisst sich die Maximierung von f jedoch in ein lineares Op-
timierungsproblem iiberfithren. Dazu betrachten wir fiir festes x € R” mit x > 0
die Funktion

n
vy Ax=Y yi(Ax);,  (yeR" y>0,17y=1)
i=1

wobei (Ax); die i-te Komponente von Ax € R” sei. Offenbar wird diese Summe
minimal fiir einen Einheitsvektor y = ¢;, wenn i € {1,...,n} ein Index ist, fiir den
der i-te Eintrag von Ax minimal ist. Es gilt also

f(x)=min{y"Ax: ye R", y>0, 1"y =1} =min{(Ax);: i=1,...,n}
und dies konnen wir umformen zu einem Maximumsausdruck
f(x) =min{(Ax);: i=1,...,n} =max{A: A € R, 1A <Ax}
Das Problem
f(x) = max! wdN.xeR™ x>0, 17x=1
ist also dquivalent zum linearen Optimierungsproblem
g(x,A) =2 - max! wdN.(x,A) e R™! x>0, 1Tx=1, 14 < Ax.

Nach Umformulierung dieses Problems in Normalform konnen wir die optimale
Strategie mit den Mitteln der beiden folgenden Abschnitte bestimmen.
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3.1.3 Charakterisierung der Losungen

Wir betrachten eine allgemeine durch A € R™*", b € R” und ¢ € R” gegebene
lineare Optimierungsaufgabe in Normalform mit dazugehdrigem zulidssigen Be-
reich

K:={xeR": Ax=>b, x> 0}.

Offenbar ist K konvex, fiir je zwei Punkte y',y? € K liegt stets auch die (in Defi-
nition 2.1 definierte) Verbindungsstrecke [y!,y?] € K.

Definition 3.3
(a) Zu gegebenen Punkteny',...,y"™ € R" heifit

m n
Y Ay, mit A€0,1], Y Ai=1,
i=1 i=1

Konvexkombination. Die Menge aller Konvexkombinationen

n

SO ={Y ' : Lie01], Y 4 =1} CR"
i=1 i=1

heifit (der von y', ...,y aufgespannte) Simplex.

Fiirm =2 ist

D= S00 ) = {1 =)y + 4y A €(0,1]}
die aus Definition 2.1 bekannte Verbindungsstrecke zwischen y' und y?.

(b) Fiir eine nicht-leere Teilmenge K C R" nennen wir x € K eine Ecke von K,
falls keine durch x verlaufende Strecke in K existiert, d.h. fiir alle y',y* € R"
mit x € [y',y?] C K (also fiir jede durch x verlaufende Strecke in K) gilt dass
x=y! oder x =y>.

Beispiel 3.4

Offenbar ist 0 € K genau dann, wenn b = 0. 0 ist dann eine Ecke von K, denn
fiir alle y',y> € K mit 0 = (1 —A)y' +Ay%, A € [0,1] gilt wegen y',y> > 0, dass
y! =0 oder y* = 0.

Definition 3.5

Teilmengen I C {1,...,n} nennen wir auch Indexmengen und bezeichnen die An-
zahl ihrer Elemente mit |I|. Fiir I # 0 bilden wir die aus den dazugehirigen Spal-
ten bestehende Teilmatrix A = (a;j); j=1,..n € R™"

geeey

x|
A= (aij)i=1,...n, je € R" ]
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und zu v € R" den dazugehirigen Teilvektor vy = (v;) je € RV,

Jedem x = (x1,...,x,) € K ordnen wir die Indexmenge seiner von Null verschie-
denen Komponenten zu

L={je{l,...,n} : x;>0} C{1,...,n}.

Fiir x # 0 schreiben wir auch kurz Ay statt Aj_ und vy statt vy,.
Offenbar gilt Axxy = Ax = b fiir alle 0 # x € K und allgemeiner

Awvy,=Av Ywe R"mitl, CI,.

Lemma 3.6
(a) Ist0+# x € K keine Ecke von K so existieren paarweise und von x verschiedene
y',y? €K, so dass x € [y',y?), Ly, 1p C L.

(b) Ein Punkt der zuldiissigen Menge 0 # x € K ist genau dann eine Ecke von K,
wenn Ay injektiv ist (also vollen Spaltenrang rang(A,) = || besitzt).

Beweis: Ist x € K keine Ecke, dann existiert eine Strecke in K, die durch x geht,
also y',y> € K, y! #y? und A € (0, 1) mit

x=(1-2)yl +1y%
Fiir jedes j & I, folgt aus x; = 0 auch y} =0= y? (beachte y',y? > 0) und damit
Iy] ,Iyz C I,. Dies zeigt (a).

AuBerdem ist
Ay —yh) =AM —y) =b-b=0.

Da aus y' # y? folgt, dass y! # y2 ist, kann (wenn x € K keine Ecke ist) A, nicht
injektiv sein, was mit Kontraposition die Riickrichtung von (b) zeigt.

Auch den Beweis der Hinrichtung fithren wir mit Kontraposition. Sei A, nicht
injektiv, d.h. es existiere ein 0 # y, € R/& mit Axyx = 0, den wir durch Nullen zu
einem Vektor y € R" fortsetzen (womit dann auch die Notation y, gerechtfertigt
ist).

Wihle € > 0 so klein, dass €|y;| < x; fiir alle j € I, und definiere

y1 =x—¢€y und y2 =X+ Ey.

Dann gilt offenbar x € [y',y?] und (wegen y, # 0) x # y! und x # y?. AuBerdem
folgt aus der Wahl von € und aus Ay = A,y = 0, dass

Nn>0 und An=Ax=>b VN € [y,y]

also [y!,y?] C K. O
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Lemma 3.7
(a) Jeder Punkt x € K mit minimaler Indexmenge, also

LI<Ih vyek

ist eine Ecke. Insbesondere besitzt daher jeder nicht-leere zuliissige Bereich
Ecken.

(b) Existiert auf dem zuldissigen Bereich ein Minimum der Zielfunktion, so ist
(mindestens) einer der Minimierer eine Ecke.

Beweis: Istl, =0, soist 0 =x € K und 0 ist nach Beispiel 3.4 eine Ecke. Sei also
x#0.

Angenommen x ist keine Ecke. Nach Lemma 3.6 existieren dann paarweise und
von x verschiedene y!,y? € K, so dass x € [y!,y?], Lo, 1o C L.

Betrachte v := y> — y!. Fiir jedes A € R ist
Ax+Av)=b+A(b—D) =b.

Wir werden zeigen, dass ein A existiert, so dass z := x+ Av > 0 (und damit zulés-
sig) ist und |I;| < |I;| gilt. Dazu beachten wir zunichst dass offenbar 0 # I, C .
Fiir jedes j € I, setzen wir jetzt

Aji=—xj/vi=—x;/(v; =¥}) #0
und wihlen dann k € 1, so dass |A| < |A;| fur alle j € I,. Das damit definierte
7= x+ Av erfiillt z; = x; + A4 v = 0 und auBerdem
Zj ij'—l—lkvj' >0,

denn wiire z; negativ, so miisste die Funktion A—x i+ Av ;j eine betragskleinere
Nullstelle A; als A besitzen. Dies zeigt z € K. AuBlerdem gilt offenbar x € [yl,z]
fiir A > 0 und x € [y?,z] fiir 4 < 0.

Insgesamt miissten also, falls x keine Ecke ist, y,z € K, A € (0,1) existieren mit
x=(1—A)y+Azund |I;| < |I|. Dies zeigt (a).

Zum Beweis von (b) sei nun x ein Minimierer mit (unter den Minimierern) mini-
maler Indexmenge, also

xcargminc’E  und |L| <|Iy| Vx' €argminc! &,
€K ek
Falls x keine Ecke ist, existieren y,z € K, A € (0,1) mit x = (1 — A1)y + Az und
IL| < |I|. Da x ein Minimierer ist, ist ¢!y > ¢ x und ¢’z > T x. Fiir das Zielfunk-

tional gilt aber auch
Ix=0-1)cly+2aclz,
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so dass (insbesondere) ¢’z > ¢! x nicht moglich ist. z wire also auch ein Minimie-
rer im Widerspruch zur Minimialitdt von || unter allen Minimierern. Damit ist
auch (b) gezeigt. 0

Folgerung 3.8

(a) x — I ist eine injektive Abbildung von der Menge aller Ecken von K in
die Menge aller Indexmengen. Insbesondere existieren also nur endlich viele
Ecken.

(b) Zu einer Indexmenge 0 # 1 C {1,...,n} existiert genau dann eine Ecke x € K
mit I, = 1, falls das lineare Gleichungssystem Ajx = b genau eine Losung
% € R besitzt und alle Komponenten von X positiv sind. In diesem Fall ist die
Nullfortsetzung von X € RHI die (nach (a) eindeutig bestimmte) Ecke x € K
mit [, = 1.

Beweis: (a) Offenbar ist x = 0 genau dann wenn I, = (). Seien also x,y € K zwei
Ecken mit gleicher Indexmenge 0 # I, = I, =: 1. Dann ist Azx; = b = A7y; und
mit der in Lemma 3.6 gezeigten Injektivitit von A; folgt x; = y;. Da x und y
durch Nullfortsetzung aus x; und y; hervorgehen, folgt x = y.

(b) Sei @ A1 C {1,...,n} und x € K eine Ecke mit I, = I. Dann ist A; = A,
nach Lemma 3.6 injektiv. AuBerdem ist Ayx, = b, so dass X := x, € R die
eindeutige Losung von A;x = b ist. Offenbar ist auch ¥ > 0 und x ist die Null-
fortsetzung von *.

Seinun@#1C{l,...,n}und X € RV sei die eindeutige Losung von A;X = b.
AuBerdem gelte ¥ > 0. Sei x € R" die Nullfortsetzung von %, dann gilt I, =/
und x, = X. Aus Ax =A,x, =A;X=bund x > 0 folgt x € K. Nach Lemma 3.6
ist x also eine Ecke, da A, = A; injektiv ist. O

Bemerkung 3.9

Das betrachtete lineare Optimierungsproblem ist damit grundsdtzlich gelost. Es
geniigt fiir jede (der endlich vielen, hochstens m-elementigen) nichtleeren Teil-
mengen von {1,...,n} gemdf Korollar 3.8 zu priifen, ob es eine dazugehorige
Ecke x € K gibt. So erhdlt man alle Ecken von K (wobei fiir b = 0 noch die Null
hinzuzunehmen ist). Gibt es einen Minimierer, so ist dies eine der Ecken, und
es miissen nur noch die Werte des Zielfunktionals fiir die endlich vielen Ecken
berechnet und verglichen werden. Falls das Minimierungsproblem losbar ist, so
erhalten wir auf diese Weise also nach endlich vielen Schritten die Losung.

Ein Nachteil dieses Algorithmus ist, dass er uns nicht zeigt, ob das Zielfunktio-
nal nach unten unbeschrinkt ist. Noch schwerwiegender ist aber sein grofier Auf-
wand, da es immer notig ist alle Ecken, also alle (bis zu m-elementige) Teilmengen

78



3.1. LINEARE OPTIMIERUNG

von {1,...,n} zuiiberpriifen. Wir werden deshalb noch einen systematischeren Al-
gorithmus herleiten, der sich von iiberpriifter Ecke zu iiberpriifter Ecke verbessert,
und deshalb in der Praxis meist deutlich schneller ist.

3.1.4 Das Simplexverfahren

Wir betrachten weiterhin lineare Optimierungsaufgaben in Normalform:
f(x)=c'x— min! uwdN. xeKk,
wobel
K:={xeR": Ax=b, x>0}, AecR™", beR"™ und ceR"

Zusitzlich nehmen wir in diesem Abschnitt an, dass Rang(A) = m gilt, das LGS
Ax = b bestehe aus m linear unabhingigen Gleichungen (und insbesondere gilt
auch n > m). Durch einen Preprocessing-Schritt ldsst sich jedes LGS in diese
Form bringen, dies zeigen wir in Ubungsaufgabe 10.3.

Das Grundprinzip des im folgenden entwickelten Simplexverfahrens besteht dar-
in, so von Ecke zu Ecke zu gehen, dass sich der Wert des Zielfunktionals in jedem
Schritt verringert. Dabei nutzen wir aus, dass Ecken durch Kenntnis ihrer zugeho-
rigen Indexmenge eindeutig definiert ist und operieren direkt auf den zugehdrigen
Indexmengen. Die Indexmenge einer Ecke (oder eine Obermenge davon, sieche
Definition 3.10) bezeichnen wir dabei im Folgenden mit B C {1,...,n} (Basisva-
riablen) und ihr Komplement mit N := {1,...,n} \ B (Nichtbasisvariablen). Die
aus den zugehorigen Spalten bzw. Komponenten bestehenden Teilmatrizen bzw.
Teilvektoren von A bzw. einem Vektor v bezeichnen wir entsprechend mit Ag, Ay,
vp und vy.

Unser Ziel ist es, aus einer (zu einer Ecke gehorigen) Indexmenge B seine neue zu
einer besseren Ecke gehorige Indexmenge B’ zu konstruieren, bis die Indexmenge
zu einer optimalen Ecke gehort. Wir werden dazu zeigen:

1. wie wir erkennen konnen, ob B zu einer optimalen Ecke gehort (das Stopp-
kriterium fiir das Simplex-Verfahren).

2. wie ein zu einer nicht optimalen Ecke gehorendes B zu einem zu einer bes-
seren Ecke gehorendes B’ verbessert werden kann (der Pivotschritt).
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3.1.4.1 Basisvektoren und Stoppkriterium

Definition 3.10

Ein zuliissiger Punkt x € K heifit Basisvektor von K, wenn eine m-elementige
Indexmenge B C {1,...,n} existiert, so dass I, C B (also x; = 0 fiir alle j ¢ B)
und Ag € R™ ™ invertierbar ist. Die Elemente von B heiffen Basisvariablen und
die Elemente von N := {1,...,n} \ B Nichtbasisvariablen.

Lemma 3.11
x ist genau dann eine Ecke von K, wenn x Basisvektor ist.

Beweis: Ist x eine Ecke von K, dann sind nach Lemma 3.6 die Spalten von
Ay, linear unabhiingig. Da A;, € R"*I%I folgt damit insbesondere auch || < m.
Fiir |I;| = m folgt die Behauptung mit B := I. Ansonsten konnen wir wegen
Rang(A) = m die Matrix A;, um Spalten von A (und damit die Indexmenge I,
um weitere Spaltenindizes) so erginzen, dass die enstehende Matrix m linear un-
abhiingige Spalten besitzt. x ist also ein Basisvektor.

Ist umgekehrt x ein Basisvektor, dann enthélt A; eine Teilmenge der linear unab-
hingigen Spalten von Ap und ist damit injektiv. Nach Lemma 3.6 ist x also eine
Ecke. =

Das folgende Lemma erklért, warum wir eine Ecke Basisvektor nennen.

Lemma 3.12
Sei X ein Basisvektor mit zugehorigen Basisvariablen B (d.h. X € K ist Ecke,
B C{l,...,n}, |B| =m, I; C B, Ap ist invertierbar und N :={1,...,n} \ B).

Fiir jedes x € R" gilt Ax = b genau dann, wenn
Xg = AEI (b —ANXN).

Insbesondere ist also jeder zuldssige Punkt x € K C R" bereits durch Kenntnis
von 0 < xy € R"™ eindeutig festgelegt.! x = % ist der einzige zuliissige Punkt mit
xy = 0 und es gilt Xp = Aglb.

Beweis: Es ist
b=Ax =Apxp +ANxN
genau dann, wenn xg = Ag ' (b — Ayxy). O

Mit Hilfe von Lemma 3.12 kénnen wir erkennen, wann eine Ecke globales Mini-
mum des Zielfunktionals ist.

IBeachte aber, dass nicht jede Wahl von xy > 0 zu einem zulédssigen Punkt, d.h. zu xp > 0
fithren muss.
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Lemma 3.13
Sei X ein Basisvektor mit zugehorigen Basisvariablen B. Dann gilt fiir jedes x € R"
mit Ax =>b

f(x) = (&) + (cy — cpAg An)xn-
Beweis: Mit den Darstellungen aus Lemma 3.12 folgt:

f(&) =T = chrp+chin = chAGD,

und
f(x) =cTx = chxp+chan = chAz (b —Anxn) + chan
= f(8)+ (e — cpAz ' An)xy
fiir alle x € R” mit Ax = b. U
Folgerung 3.14 (Stoppkriterium des Simplex-Verfahrens)
Gilt

ek —chAg'Ay >0,

so ist £ globales Minimum der Zielfunktionals f : x — ¢! x.

Der Ausdruck c{, — CZ;AEIAN hei3t auch Vektor der reduzierten Kosten.

3.1.4.2 Der Pivotschritt

Wie finden wir, wenn das Stoppkriterium an einer Ecke X noch nicht erfiillt ist,
eine bessere Ecke x’ (genauer: die Basisvariablen B’ einer besseren Ecke)? Dazu
sei in diesem Abschnitt stets X ein Basisvektor (Ecke) mit zugehorigen Basisvaria-
blen B. AuBlerdem sei dass Stoppkriterium aus Folgerung 3.14 noch nicht erfiillt,
also

Jje{l,....n—m}: (ch —chAz'Ay); <O. 3.1)

Wir zeigen zunichst, wie sich dann Punkte mit geringerem Zielfunktionalswert
finden lassen.

Lemma 3.15

Fiirt > 0 definiere X' € R" durch

il — i t ) t
()1 ::{ i) ;Z:lefl,...,n—m}\{j}, und Xy :=Ag'(b—Anxy).

Dann ist x° = %, Ax' = b fiir alle t > 0, f(x') ist streng monoton fallend in t > 0
und
f() = —oo  fiirt — oo.
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Beweis: Offensichtlich gilt x" = £ und aus Lemma 3.12 folgt Ax’ = b. AuBerdem
folgt aus Lemma 3.13

f) = F(R) + (cfy — chA "An)xn = f(R) + (cfy — chAR 'An) jt

und da (c§ — c5Az'Ay); < 0 ist f(x') streng monoton fallend und fiir £ — oo
konvergiert f(x') — —oo. O

Die in Lemma 3.15 konstruierten Punkte x’ besitzen fiir # > 0 einen besseren Ziel-
funktionalswert als die aktuelle Ecke £. Es ist jedoch nicht sichergestellt, dass sie
zulidssig sind, da X’ > 0 moglicherweise nicht erfiillt ist. Um dies zu untersuchen,
sind die folgenden Notationen hilfreich.

Lemma 3.16
Wir definieren A := AglAN e R™<0=m) ypd b .= Aglb € R™ und bezeichnen de-
ren Eintréige mit 4y und by. Dann gilt fiirallek € {1,....m} und1 € {1,....n—m}

(X%)k = gk — dkjt und g > 0.

Beweis: Es ist

n—m
() = (Ag' (b—Anxi) )k = bk — Y a () = by — g t,
i=1

und aus Lemma 3.12 folgt b= xg > 0. O

Wir untersuchen nun, wie weit wir ¢ > 0 erhohen kénnen, ohne dass x* den zulis-
sigen Bereich verldsst:

Lemma 3.17
(a) Ist dxj <O fiir alle k =1,...,m, so ist das Zielfunktional f(x) = cx auf K
nach unten unbeschrdnkt.

(b) Ist 4 > O fiir ein k € {1,...,m}, dann liefert

. b
T:= min —,
k=1,..m 4y ;

(3.2)

ein x* € K mit bestmiglichen Zielfunktional unter allen zuléissigen x', d.h.

ff) = min f(x).
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(c) Das in (b) konstruierte x* ist Basisvektor mit Basisvariablen

B = (B\{B(k)}) U{N())},
wobei B(k) das k-grifte Element von B und N(j) das j-grifite von N bezeich-
net und k ein Index ist, an dem das Minimum in (3.2) angenommen wird.

Beweis: Nach Lemma 3.15 ist Ax’ = b und x}, > 0 fiir alle 7 > 0. x" ist daher
genau dann zulissig, wenn x% > 0 gilt und nach Lemma 3.16 gilt dies genau dann
wenn

by—agt >0 firallek=1,...,m.

Da Bk > 0 1st dies unter der Voraussetzung in (a) fiir alle # > 0 erfiillt, also
¥eK Vt>0 und f(x)— —oo fiirt — oo,

Unter der Voraussetzung in (b) folgt damit auch, dass x* € K und X’ ¢ K fiir alle
t > t, womit wegen der strengen Monotonie von ¢ — f(x') auch die Minimie-
rungseigenschaft von x gezeigt ist.

Wir zeigen nun (c). Aufgrund der Wahl von k gilt

A~

a,;j>0 und — =T1.

N

kj

Q

Es ist daher wegen Lemma 3.16 (x3); = 0. Da auBerdem aufgrund der Definition
von x* in Lemma 3.15 gilt, dass (x3,); = O fiir alle / # j, folgt insgesamt dass

xf=0 firallele N\{N(j)} undxf=0 firl=B(k),
und damit .- C B'.

Um auflerdem noch die Invertierbarkeit von Ag zu zeigen, nutzen wir aus, dass
bis auf die k-te Spalte, alle Spalten von Ag auch Spalten von Ag sind und Ag
zusitzlich die N(j)-te Spalte von A (also den Vektor v := (a; y(j))i=1,..m € R™)
enthélt. O.B.d.A. seien die Spalten von Ap so sortiert, so dass die zu Ap identi-
schen Spalten auch an der gleichen Position wie in Ap stehen, d.h. Ap und Ap
unterscheiden sich nur in der k-ten Spalte und die k-te Spalte von Ag ist v. Mit
wi= Aglv gilt dann

1 0 wi
0o . 0 :
0 1
Ag'Ap = 0 wp O
0
0o .
Wi 0 1
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und diese Matrix ist offenbar genau dann invertierbar, wenn w; # 0. Da v die
N(j)-te Spalte von A ist, ist v die j-te Spalte von Ay und daher w = Aglv die j-te
Spalte von A5 'Ay = A. Also ist wp = ag; >0, so dass Ag'Al und damit auch A
invertierbar ist. Damit ist auch (c) gezeigt. 0

Bemerkung 3.18

Falls das Stoppkriterium an einer Ecke X noch nicht erfiillt ist, dann liefert Lem-
ma 3.17 entweder die Information, dass das Zielfunktional f(x) nach unten un-
beschriinkt ist, oder eine Ecke x* mit Zielfunktionalswert f(x*) < f(X). Dabei
miissen X und x* nicht explizit berechnet werden, Lemma 3.17 zeigt, wie sich aus
den Basisvariablen B zu % die Basisvariablen B' zu x* berechnen lassen. Das sich
daraus ergebende Simplex-Verfahren fiir lineare Optimierungsaufgaben ist in Al-
gorithmus 11 zusammengefasst.

Ist die Indexmengen von X m-elementig (sogenannte nicht-entartete Ecke), so ist je-
der Eintrag von b = £ positiv, und es folgt T > 0 in (3.2) und damit f(x%) < f(%).
Sind alle Ecken nicht-entartet (und das Zielfunktional nicht nach unten unbe-
schrinkt), so findet der Algorithmus in jedem Schritt eine Ecke mit echt besserem
Zielfunktionalwert. Da es nur endlich viele Ecken gibt, muss daher nach endlich
vielen Schritten das Stoppkriterium erfiillt und damit eine optimale Ecke gefunden
sein.

Falls jedoch |I;| < m, also I; C B gilt (entartete Ecke), so kann der Fall auftre-
ten, dass T =0, also X' = £ und B’ lediglich andere Basisvariablen derselben
Ecke sind. Durch sogenannte Zykelvermeidungsstrategien ldsst sich jedoch si-
cherstellen, dass dies an jeder Ecke nur endlich oft auftritt. Algorithmus 11 findet
daher auch dann nach endlich vielen Schritten die bestmogliche Ecke und da-
mit das globale Minimum des Zielfunktionals. Dies ldsst sich zum Beispiel da-
durch garantieren, dass j und k immer kleinstmoglich gewcihlt werden, siehe z.B.
[GeigerKanzow?2, Abschnitt 3.4.1].

Offen geblieben ist noch die Bestimmung einer Startecke. Ein naiver Ansatz hier-
fiir ist es, so lange m-elementige Teilmengen B C {1,...,n} durchzutesten, bis
eine gefunden wird, fiir die Ap invertierbar und Aglb > 0 ist. Einen geschickteren
Ansatz zeigen wir in Ubungsaufgabe 11.1.
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Algorithm 11 Simplex-Verfahren fiir lineare Optimierung in Normalform
Gegeben: A € R™*", b € R™, ¢ € R" mit Rang(A) = m.
Gegeben: Basisvektor £ € K mit Basisvariablen B C {1,...,n}.
Setze N :={1,...,n}\B, A := Az'Ay ¢ R™ =) .= Aglb € R™
while 3j € {1,...,n—m}: (ck —chA); <0do
if Jk: d;; > 0 then
Wiihle k € {1,...,m}, so dass d,;j >0,

Bi= (B\{(BODU{NG)Y.
N:={l,....,n}\B.A:=Az'Ay, b:=A5'D
else
return Zielfunktional ist nach unten unbeschrinkt.
end if
end while
return Minimierer x ist gegeben durch xp := b, xy :=0.

o
>

K fi it 4u
@fur alle k mit a;; > 0.

[N

kj

3.2 Restringierte nichtlineare Optimierung

Dieser Abschnitt folgt wieder dem Lehrbuch von Michael und Stefan Ulbrich
[Ulbrich].

Wir betrachten nun nicht-lineare restringierte Optimierungsprobleme der Form

rgllt{lnf(x) u.d.N. g(x) <0, h(x)=0 (3.3)

mit
» Zielfunktion f: R" — R,
» Ungleichungsrestriktionen g : R" — R und

* Gleichungsrestriktionen h : R" — R?.

Dabei sei n € N, und m, p € Ng. Es sei also stets auch der Fall m = 0 (keine Un-
gleichungsrestriktionen) oder p = 0 (keine Gleichungsrestriktionen) erlaubt. Au-
Berdem sei in diesem Abschnitt iiber restringierte nichtlineare Optimierung stets
vorausgesetzt, dass f, g und £ stetig differenzierbar sind.

Analog zu Definition 3.5 definieren wir:

Definition 3.19
Die Menge
X={xeR": g(x) <0, h(x) =0}
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heif3t zuldssiger Bereich des Optimierungsproblems (3.3).
Fiir zulédssige Punkte x € X heif3t

L={je{l,....m} : gj(x) <0} C{1,...,m}

die Indexmenge inaktiver Ungleichungsnebenbedingungen.

3.2.1 Optimalititsbedingungen

Die in Kapitel 2 vorgestellten Verfahren zur lokalen unrestringierten Optimierung
einer Funktion
f(x) > min! uwdN.xeR"

beruhten darauf, dass in einem lokalen Minimum X € R” stets die notwendige
Bedingung 1. Ordnung aus Definition und Satz 2.10 gelten muss

VF(#) =0. (3.4)

Jede Richtung d € R" mit Vf(£)”d < 0 ist eine Abstiegsrichtung fiir f. Fiir hinrei-
chend kleine s > 0 ist f(£+sd) < f(%) (siehe Definition 2.21 und Satz 2.22). Die
fiir ein lokales Minimum im unrestringierten Fall notwendige Bedingung 1. Ord-
nung (3.4) konnen wir also so interpretieren, dass es in einem lokalen Minimum
keine Abstiegsrichtungen geben kann.

Tangentialkegel. Im restringierten Fall gilt die notwendige Bedingung (3.4)
nicht mehr.

Beispiel 3.20
Das Minimierungsproblem

f(x):=x—>min! wdN. xeR,x>0

besitzt offensichilich das Minimum £ = 0, aber f'(2) = 1. d = —1 ist eine Ab-
stiegsrichtung fiir f, jedoch gehort X + sd fiir kein s > 0 zum zuldssigen Bereich.

In einer lokalen Losung X eines restringierten Minimierungsproblems kdnnen al-
so durchaus Abstiegsrichtung fiir f existieren, so lange lokal in dieser Richtung
kein zuldssiger Punkt liegt. Aus dieser Anschauung heraus, erhalten wir eine erste
notwendiges Optimalitdtbedingung fiir restringierte Optimierungsprobleme:

Definition 3.21
(a) Eine Menge K C R" heifit Kegel, falls

Ax€K fiiralle A >0, x € K.
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(b) Fiir eine nicht-leere Menge X C R" heifst ein normierter Vektor d € R”",
|d|| = 1 Tangentialrichtung im Punkt x € X, falls eine Folge (x*)ien C X
existiert mit

Xk —x
*ox, X #x, und lim

oy T R

Bezeichnet X den zuldssigen Bereich eines Optimierungsproblems, so spre-
chen wir auch von zuléssigen Richtungen.

Der von den Tangentialrichtungen aufgespannte Kegel heifit Tangentialkegel
T(X,x):={Ad: A >0, d Tangentialrichtung} C R".

Beispiel 3.22
(a) Ist X offen, dann gilt fiir alle x € X

T(X,x)=R"
(b) Ist x ein isolierter Punkt von X, so ist T(X,x) = 0.
(c) Fiir Héufungspunkte x einer Menge X C R" gilt stets T (X ,x) # 0 (Ubungs-
aufgabe 12.2a).

Satz 3.23
Sei f: R" — R stetig differenzierbar und X C R" eine beliebige Menge. In jedem
lokalen Minimum X € X von f in X gilt

VF#)Td>0 fiiralled € T(X,%).

Beweis: Offenbar geniigt es die Behauptung fiir alle Tangentialrichtungen zu zei-
gen. Sei also d € R” mit ||d|| = 1 und (x*);en € X eine Folge mit
)Ck 3
* g F4% und  lim S —q.

k—soo ka —X

Ist £ ein lokales Minimum von f in X, dann gilt f(xX) > f(%) fiir hinreichend
groBBe k, und aus der Taylor-Formel aus Satz 2.3 folgt

[ —f@) _ VIETF %) +p(F %)

U =]

— Vf#)Td,

und damit die Behauptung. U
Satz 3.23 gilt fiir allgemeine zuldssige Bereiche 0 # X C R", spielt jedoch in der

Praxis jedoch iiblicherweise keine Rolle, da der Tangentialkegel nicht leicht zu
bestimmen ist.
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Der linearisierte Tangentialkegel. Die Optimalitdtsbedingung in Satz 3.23 gilt
fiir beliebige Mengen @ # X C R", ldsst sich in dieser Form jedoch schwer-
lich in ein numerische Optimierungsverfahren umsetzen. Wir betrachten von nun
an das speziellere, in der Praxis meist relevante Problem eines Gleichungs- und
Ungleichungs-restringierten Optimierungsproblem

min f(x) uw.d.N. g(x) <0, h(x)=0 (3.5)

xeR”

mit zuldssigem Bereich X gemél Definition 3.19.

Zur praktischen Umsetzung liegt es nahe, den Tangentialkegel in einem Punkt
x € X durch Linearisierung der in x relevanten Nebenbedingungen zu beschreiben,
vgl. die in der Vorlesung gemalten Skizzen:

Definition 3.24
Zu x € X definieren wir den linearisierten Tangentialkegel durch

Ti(g,h,x) :={d € R": Viy(x)Td =0, Vg;(x)Td <0
Vie{l,...,p}, j€L}.

Lemma 3.25
Fiir alle x € X ist

T(X,x) C Ti(g,h,x).

Beweis: Offenbar ist 7; ein Kegel, so dass es geniigt zu zeigen, dass alle Tangen-
tialrichtungen in 7;(g, h,x) enthalten sind. Sei also d € T(X,x) C R" mit ||d|| = 1.
Dann existiert nach Definition eine zugehorige Folge (x*)ien € X mit

XK —x

*=x, X*#x und lim d.

ER ]
Aus der Taylor-Formel aus Satz 2.3 folgt, dass fiiralle i € {1,...,p} und j € I,

(") = hi(x) _ Vhi(x)" (* —x) 4 pp, (x* —x)

i I = L
(kY — o (x ()T (o —x (K —x
0> g,(”xz_i’;’( ) _ Vi) ( kajopg]( )_)ng(x)Td’

wobei wir in der zweiten Zeile ausgenutzt haben, dass g;(x*) <0 = g;(x) gilt, da
x zuldssig und die j-te Ungleichungsnebenbedingung in x aktiv ist. 0
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Beispiel 3.26

Im Allgemeinen stimmt der linearisierte Tangentialkegel nicht mit dem Tangenti-
alkegel iiberein. Mehr noch, der linearisierte Tangentialkegel hiingt von der spe-
ziellen Wahl von g und h ab. Die Menge

X:{XE]Rzi —1<x <1, x=0}

={xeR?*: (x;+1)3¥>x, x; <1, =0}

lisst sich beschreiben durch

s = (1) o=,

x1—1

aber auch durch

s = (270 b=

X1 — 1
In Ubungsaufgabe 12.2b) zeigen wir, dass fiir x = (—1,0)" € X gilt
T(X,x) =T(g.h,x) S T(g,hx).
Constraint Qualifications. Wir suchen nun nach Bedingungen, die uns erlau-
ben die notwendige Optimalitdtsbedingung in Satz 3.23 mit dem linearisierten

Tangentialkegel zu formulieren. Die einfachste solche Bedingung ist natiirlich die
folgende:

Definition 3.27
Die Bedingung Ty(g,h,x) = T (X, x) heifst Abadie Constraint Qualification (ACQ)
fiirxe X.

Gilt (ACQ) in einem lokalen Minimum X € X, so ist nach Satz 3.23
VF®)Td>0 firalled € Tj(g,h,x). (3.6)

Die Aussage in (3.6) gilt jedoch auch schon unter schwicheren Voraussetzungen:

Definition 3.28
(a) Zu einem nichtleeren Kegel K definieren wir den Polarkegel durch

K°={veR":vd<0 VdeK}.

K° besteht also aus den Vektoren die zu allen Kegelvektoren in einem Winkel
von mindestens /2 stehen.
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(b) Die Bedingung T;(g,h,x)° = T(X,x)° heifst Guignard Constraint Qualifica-
tion (GCQ) fiir x € X.

(c) Jede Bedingung, die (GCQ) impliziert, heif3t Constraint Qualification (CQ).

Beispiel 3.29
(a) Offenbar ist die (ACQ) eine Constraint Qualification.

(b) Die Forderung
gi konkav fiir alle i ¢ I, h affin linear.

ist eine Constraint Qualification, vgl. Ubungsaufgabe 12.3.

(c) Ein Punkt x € X heif3t reguldir, wenn die Vektoren
{Vhi(x),Vgj(x): i€{l,....p}, j¢ L} CR"
linear unabhdngig sind. Die Forderung
X ist reguldr
ist eine Constraint Qualification, siehe z.B. [Ulbrich, 16.2].

Satz 3.30
In jedem lokalen Minimum X € X von f in X, das eine Constraint Qualification
erfiillt, gilt
V&) Td>0 fiiralled € Tj(g,h,%).
Beweis: Nach Satz 3.23 gilt
VF®)d>0 firalled € T(X,%),

also —Vf(%) € T(X,%)°. (CQ) impliziert —V f(X) € T;(g,h,£)° und damit die Be-
hauptung. 0J
3.2.2 Die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen

Um Satz 3.30 in die iibliche (und numerisch gut umsetzbare) Form der notwendi-

gen Optimalitdtsbedingungen 1. Ordnung umzuformulieren, benétigen wir noch
einige Vorbereitungen.

90



3.2. RESTRINGIERTE NICHTLINEARE OPTIMIERUNG

Trennungssatz von Hahn-Banach. Das folgende Lemma zeigt, dass wir einen
Punkt und eine abgeschlossene konvexe Menge stets durch eine Ebene vonein-
ander trennen konnen (und wir im Fall eines abgeschlossenen konvexen Kegel
diese Ebene durch den Nullpunkt gehen lassen konnen), vgl. die in der Vorlesung
gemalten Skizzen.

Lemma 3.31 (Trennungssatz von Hahn-Banach)
Sei 0 # K C R" abgeschlossen und konvex und sei x ¢ K. Dann existieren v € R"
und r € R mit

vix>r aber Vviy<r firalleycKk.
Ist K ein abgeschlossener konvexer Kegel, dann gilt die Aussage mit r = 0.

Beweis: Die Ebene ldsst sich anschaulich leicht dadurch konstruieren, dass wir
den Punkt x auf die Menge K projezieren und eine Ebene durch den Projektions-
punkt senkrecht zur Projektionsrichtung wihlen, vgl. die in der Vorlesung gemal-
ten Skizzen.

Wir fithren diese Konstruktion nun rigoros durch. Da das Minimum zwischen
einer kompakten Menge und einer abgeschlossenen Menge angenommen wird,
existiert ein 1 € K mit ||x — n|| = infyck ||x — y||. Entsprechend unserer anschau-
lichen Motivation setzen wir

vi=x—n und r:=vlnp.

Dann ist
viee=vlix—n)+r=|v|*+r>r
und die erste Bedingung ist erfiillt.

Um die zweite Bedingung zu zeigen, sei y € K. Da K konvex ist, liegt die Verbin-
dungsstrecke [y, 1] in K. Aufgrund der Wahl von 1 gilt also fiir alle ¢ € [0, 1]

ey =1) = VI = ey + (1 =)0 —=|* = [|n — x> = | v|

also
Aly—nlP—2t(y—m)"v=>0
und mit# — 0 folgt vy < nlTv=r.

Sei nun K zusitzlich ein Kegel. Fiir das oben konstruierte v € R” und r € R gilt
dann
va <r

fiir alle y € K. Speziell fiir 0 € K folgt r > 0. Mit

vTx>r20
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gilt also die erste Bedingung auch mit rechter Seite 0.

AuBerdem gilt wegen der Kegeleigenschaft fiir alle y € K auch Ay € K und damit
Aviy<r firalleA >0
mit Grenziibergang A — oo folgt
vy <o,

so dass auch die zweite Bedingung mit rechter Seite O erfiillt ist. UJ

Lemma von Farkas. Der Trennungssatz von Hahn-Banach (Lemma 3.31) er-
moglicht eine dquivalente Umformulierung linearer (oder linearisierter) Zuldssig-
keitsbedingungen. Wir zeigen dies zunéchst fiir lineare Bedingungen in Normal-
form

Ax=b, x>0,

mitx € R™ A € R"™™, b e R". Dabei sei weiterhin m = 0 erlaubt (d.h. die triviale
Zulidssigkeitsbedingung x = 0).

Dabei weisen wir ausdriicklich darauf hin, dass in diesem Abschnitt die Rollen
von n und m gegeniiber der bisherigen Notation vertauscht ist (A besitzt n Zeilen
und m Spalten). Der Grund fiir diese Wahl ist, dass n und m dann in der erzielten
Umformulierung (die A7 enthilt) zur bisherigen Notation passend sind.

Wir bendtigen noch zwei vorbereitende Hilfsresultate:

Lemma 3.32
Sei A € R™™. A ist genau dann injektiv, wenn AT A bijektiv ist.

Beweis: Fiir v € R™ ist
ATAv=0 <— wlATAv=0 VYweR" <— Av=0,

wobei die Hinrichtung im letzten Schritt aus der Wahl w := v folgt. Injektivitét
von A ist also dquivalent zur Injektivitit von ATA und dieses ist (da ATA eine
quadratische Matrix ist) dquivalent zur Bijektivitit von ATA. 0

Definition und Satz 3.33
Sei A € R™™. Die Menge

K:={Ax: xeR", x>0} CR"

heif3t (von den Spaltenvektoren von A) endlich erzeugter Kegel. K ist ein konvexer,
abgeschlossener Kegel.

92



3.2. RESTRINGIERTE NICHTLINEARE OPTIMIERUNG

Beweis: Die Konvexitit und die Kegeleigenschaft ist trivial. Die Abgeschlossen-
heit ist trivial fiir m = 0. Fiir m € N zeigen wir die Abgeschlossenheit mit voll-
standiger Induktion.

Wir beginnen mit dem Fall m = 1: Fiir A = 0 ist K = {0} offensichtlich abge-
schlossen. Fiir 0 # A € R"*! ist A injektiv und und damit nach Lemma 3.32 ATA
invertierbar (d.h. ATA # 0 € R) Fiir jede konvergente Folge AxD € K mitx) >0
st wegen

xD = (ATA)1AT AxD

auch (xV));c eine konvergente Folge. x := lim;_,.,x(!) erfiillt offenbar x > 0 und

lim Ax\) = Ax ckK.

[—o0
Damit ist die Abgeschlossenheit von K fiir m = 1 gezeigt.
Fiir den Induktionsschritt sei die Aussage fiir m € N bereits bewiesen und es sei
A € R*™*1 st A injektiv, so folgt die Abgeschlossenheit von
K ={Ax: xc R™! x>0}

wie im Fall m = 1 aus der Invertierbarkeit von AT A.

Sei also A nicht injektiv. Wir miissen zeigen, dass fiir jede konvergente Folge
AxD € K mit 0 < x) € R™*! ein 0 < x € R™ ! existiert mit Ax() — Ax.

Da A nicht injektiv ist, existiert 0 £ & € R+ mit AE = 0. Wie im Beweis von
Lemma 3.7 konnen wir zu jedem x ein o; € R (moglicherweise ¢ = 0) finden,
so dass x() + & > 0 gilt und x4 oy& eine Nullkomponente besitzt. Durch
Ubergang zu einer Teilfolge konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass immer die selbe
Komponente von x4 oy & gleich Null ist.

Sei i € N der Index dieser Komponente und 7 := {1,...,m+ 1} \ {i}. Mit der
Notation aus Definition 3.5 ist

A+ o) =AY + ) = AxD,
Aufgrund der Induktionsannahme fiir A; € R existiert ein 0 < x; € R”" mit
A](xgl) + OC]&[) — Axy

und durch Nullfortsetzung von x; erhalten wir ein 0 < x € R mit Ax() — Ax,
womit die Abgeschlossenheit gezeigt ist. U

Lemma 3.34 (Lemma von Farkas)
Seien A € R™ "™ und b € R". Es gilt stets genau eine der beiden folgenden Aussa-
gen:
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(a) Es existiert ein x € R™ mit x > 0 mit Ax = b.
(b) Es existiert einy € R" mit ATy > 0 und bTy < 0.
Beweis: Offensichtlich konnen (a) und (b) nicht gleichzeitig gelten, da sonst

0>y'b=yTAx=(ATy)'x>0.

Falls (a) nicht gilt, dann ist der endlich erzeugte Kegel
bgK:={Ax: x>0} CR"

gemil Definition und Satz 3.33 konvex und abgeschlossen. Nach dem Trennungs-
satz von Hahn-Banach existiert also ein v € R" mit

vib>0 und viAx<0 Vx>0.

Aus v Ax < Ofiiralle x >0 folgt vI'A < 0 und damit erfiillt y:= —V die Aussage
in (b). O

Die KKT-Bedingungen. Wir wenden nun das Lemma von Farkas auf die Op-
timalitdtsbedingungen fiir den linearisierten Tangentialkegel an. Dafiir benotigen
wir noch folgende Umformulierung:

Folgerung 3.35
Seien A € R™"™, B € R"P, ¢ € R". Dann sind iquivalent:

(a) Fiir alle d € R" mit ATd <0 und BTd =0 gilt ¢'d <0.
(b) Es gibt u € R™ mit u > 0 und v € R? mit c = Au+ Bv.
Beweis: Dies folgt durch Einfithrung von Schlupfvariablen sofort aus dem Lem-

ma von Farkas, vgl. Ubungaufgabe 12.4. 0

Jetzt konnen wir die iibliche Form der notwendigen Optimalititsbedingung 1.
Ordnung fiir ein restringiertes Optimierungsproblem angeben:

Satz 3.36
Seien f: R" >R, g: R" = R"™ und h: R" — R? stetig differenzierbar. Ist
X € R" eine lokale Losung von

f(x) > min! wdN. g(x) <0, h(x) =0,

in der eine Constraint Qualification gilt, dann existieren y) € R™und ft € R?, so
dass die folgenden Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen (KKT) erfiillt sind: >

ZWir verwenden dabei auch fiir die moglicherweise nicht-skalaren Funktionen g und & die
Notation Vg(x) := g'(x)T € R™™, Vh(x) := K (x)T € R™P.
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(a) VF(£)+Vg(#)A+Vh(#) =0

(b) h(%)=0

(c) A>0,g(%) <0, ATg(£) =0,

Beweis: Nach Satz 3.30 gilt V£(£)7d > 0 fiir alle

deTi(g,h%)={deR": Vi(%)"d =0, Vg;(#)Td <0
VZG{I,...,p}, ]Qlﬁ}

Mit

yeeny

c:=-VfX)€R", A= (igj()e)) € R (m—Il)
axk k=1,...,n

B:= Vh(£) € R"™P

gilt also
cl'd<0 firalled e R"mitB'd=0und ATd <0.

Durch Anwendung des Farkas-Lemmas in Form von Folgerung 3.35 ist das &qui-
valent zur Existenz von A €R™ A > 0 und e RP mit c = AL + Bfl und
durch Nullfortsetzung von 2 zu einem Vektor in R™ folgt die Behauptung. U

Im Falle eines lediglich Gleichungs-restringierten Optimierungsproblems ergibt
sich aus den KKT-Bedingungen (zusammen mit der Constraint Qualificiation aus
Beispiel 3.29(c)) die aus der Analysis bekannte Lagrange-Multiplikatorenregel.
Wir verwenden die entsprechenden Begriffe auch im allgemeinen Fall:

Definition 3.37
Die Vektoren A und L in Satz 3.36 heifSen Lagrange-Multiplikatoren. Die Funk-
tion

L: R"xR"xR? - R, L(xA,u):=f(x)+A7gx)+u"n(x)

heif3t Lagrange-Funktion. Offensichtlich ist die Bedingung (a) in Satz 3.36 dqui-
valent zu

VL&A, f1) =

Bemerkung 3.38
Zur Veranschaulichung der Lagrange-Funktion bemerken wir, dass

L(x,l,u):{ f(x) fiirx e X,

sup

0<AER™ ueRP oo sonst.

95



KAPITEL 3. RESTRINGIERTE OPTIMIERUNG

Das restringierte Minimierungsproblem
f(x) > min! wdN.xeX
ist also dquivalent zur Losung von

min sup L(x,A, ).
X€R" 0<AeRm, peRp

Dies konnen wir geometrisch als Sattelpunktproblem interpretieren (vgl. die in
der Vorlesung gemalten Skizzen).

3.2.3 Die KKT-Bedingungen fiir konvexe Probleme

Analog zur Bedingung V f = 0 im unrestringierten Fall sind die KKT-Bedingun-
gen nur notwendige aber nicht hinreichende Bedingungen fiir das Vorliegen ei-
nes lokalen Minimums (und selbst die Notwendigkeit gilt nur in Minima, die ei-
ner Constraint Qualification geniigen). Im Falle einer konvexen Zielfunktion mit
konvexen Ungleichungsnebenbedingungen und affin-linearen Gleichungsneben-
bedingungen gilt jedoch der folgende stirkere Satz:

Satz 3.39
Seien f: R" — R und alle Komponentenfunktionen von g : R" — R™ konvex.
h: R" — R? sei affin-linear. Dann gilt:

(a) Der zuldssige Bereich
X={xeR": g(x) <0, h(x) =0}
ist konvex.

(b) Jedes lokale Minimum von f in X ist bereits ein globales Minimum von f in
X.

(c) Sind f, g und h stetig differenzierbar und ist X ein lokales Minimum von f in
X, in dem eine Constraint Qualification gilt, so erfiillt X die KKT-Bedingungen
in Satz 3.36.

(d) Sind f, g und h stetig differenzierbar und erfiillt X die KKT-Bedingungen, so
ist X ein globales Minimum von f in X.
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Beweis: (a) Sind xg,x; € X, so ist g(xg) <0, g(x1) <0 und h(xp) = h(x;) = 0.
Da h affin-linear ist, existieren A € R”*" und b € R” mit h(x) = Ax+ b. Fiir
alle r € [0, 1] gilt daher

h((1 —t)xo+1x1) = (1 —1)Axp +tAx; +b
= (1—1)(Axo+Db) +1t(Ax; + b)
= (1 —1)h(xo) +th(x;) =0

und mit der Konvexitit folgt fiir jede Komponentenfunktion von g, dass
gi((1=t)xo+tx1) < (1-1)g;(x0) +18;(x1) <O0.
Fiir alle xp,x; € X und ¢ € [0, 1] gilt also (1 —¢)xp+1x; € X.
(b) wurde in Satz 2.19 gezeigt.
(c) wurde in Satz 3.36 gezeigt.

(d) Der Punkt X € X erfiille die KKT-Bedingungen, d.h. es existieren A € R™ und
i € R? mit
() V(%) +Vg(®)A + Vh(£)f =0
(i) h(%) =0
(i) 2 >0, (%) <0,A7g(%) =0.
Sei x € X ein anderer zuldssiger Punkt. Dann gilt mit Satz 2.16 und (i)
fx) = @) 2 V@) (x—%)
= —ATVe(®) (x— %) — AT VA(%)" (x—2).
Mit h(x) = Ax+ b folgt
Va#) T (x—%) =W (&) (x—%) =A(x—%) = —b+b=0.

Mit der KKT-Bedingung (c) und der Konvexitit jeder Komponente g; folgt
(wiederum mit Satz 2.16)

'MS

—

ATV (- 1) = ixjvg,-oe) (x—5)> -

:i leg]

Aj(gj(x) —g;(%))

'ME -

Ajgi(x) > 0.

j=1

Insgesamt ist also f(x) — f(£) > O fiir alle x € X. O
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Fiir konvexe Probleme existiert auBerdem eine besonders anschauliche und meist
einfach nachpriifbare Constraint Qualification.

Lemma 3.40 (Slater-Bedingung)
Existiert ein x; € R" mit g(x;) < 0, h(xs) =0, so gilt in jedem x € X die Abadie
Constraint Qualifikation, d.h.

Ti(g,h,x) =T(X,x) fiirallex€X.

Insbesondere sind dann also (nach Satz 3.39) die folgenden Eigenschaften dqui-
valent:

(a) X erfiillt die KKT-Bedingungen.
(b) X ist lokales Minimum von f in X.

(c) X ist globales Minimum von f in X.

Beweis: Dies wird z.B. in [GeigerKanzow?2, Abschnitt 2.2.4] gezeigt. 0

3.2.4 Optimalitatsbedingungen zweiter Ordnung
Die KKT-Bedingungen (a)-(c) aus Satz 3.36
V.L#A L) =0, h(#) =0 A1>0, g& <0, ATg®)=0 3.7

bilden (analog zu V f(£) = 0 im unrestringierten Fall) eine notwendige Optima-
litsitsbedingung erster Ordnung. Analog zur positiven Definitheit von V2 f(%) im
unrestringierten Fall zeigt der folgende Satz eine hinreichende Optimalitiitsbedin-
gung zweiter Ordnung fiir restringierte Optimierungsprobleme.

Satz 3.41

Seien f: R" =R, g: R" = R"und h: R" — R? zweimal stetig differenzierbar.
Etfiillt X € R" die KKT-Bedingungen (3.7) mit Lagrange-Multiplikatoren A eRm
und [l € R? und ist

d"V2 L(# A, 0)d >0 fiiralle0+d € Ty(g,h,%), (3.8)
dann ist X eine isolierte lokale Losung von
f(x) > min!  wdN. g(x) <0, h(x)=0. (3.9)
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Beweis: Angenommen £ € R”, A € R™und [ € R? erfiillen (3.7) und (3.8), aber
X ist kein isoliertes lokales Minimum des restringierten Optimierungsproblems
(3.9). Dann existiert in jeder Umgebung von £ ein zuldssiger Punkt mit mindestens
genauso geringem Zielfunktionswert, also eine Folge (x;)ren € R” mit x; — £
und

fa) < f(®), m#% gha) <0, hly)=0 VkeN. (3.10)

Setze d; := x; — X. Die normierte Folge HZ—’;H ist beschrinkt und besitzt daher

einen Hiufungspunkt 0 # d € R". Nach Ubergang auf eine Teilfolge konnen wir

0.B.d.A. annehmen, dass Hj—’;H — d und damit gilt

0#deT(X,%) CTi(gh,%)

(siehe Definition 3.21 und Lemma 3.25).

Aus den Eigenschaften (3.10) der Folge (x;)ren und den KKT-Bedingungen (3.7)
folgt auerdem, dass

Aus der Taylor-Formel aus Satz 2.3 und VL(£, 4, i) = 0 erhalten wir also

> L<xkaina) —L(XA,i,ﬂ)

a Ide|I?
_VIVALE A o) T roa g g
2 di]|> i || 2 "
und damit A
d"VLL(E A, f1)d <0, (3.11)
was im Widerspruch zu (3.8) steht. Ul

3.2.5 Das Lagrange-Newton-Verfahren

Das Newton-Verfahren fiir unrestringierte Optimierungsprobleme erhielten wir
durch Anwendung des Newton-Verfahrens fiir Gleichungssysteme auf die not-
wendige Optimalititsbedingung 1. Ordnung, wobei wir jeden Schritt gemil3 Be-
merkung 2.52 auch als Minimierung der quadratischen Taylor-Ndherung in der
aktuellen Iterierten interpretieren konnten. Analog versuchen wir nun restringier-
te Optimierungsprobleme zu behandeln.
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Wir betrachten dabei zuniéchst lediglich gleichungsrestringierte Problem der Form
f(x) > min!  uw.dN.h(x) =0,

wobei f: R" — R und A: R"” — R? in diesem Abschnitt als zweimal stetig
differenzierbar vorausgesetzt werden.

In jedem lokalen Minimum X, in dem eine (CQ) gilt, gelten die KK'T-Bedingungen
aus Satz 3.36, d.h.

JLERP: ViL(#Q) =0, h(%)=0,
mit L(x, ) = f(x) +ulh(x), VoL(x,u) = V£ (x) + Vh(x)u.

Zur Bestimmung eines lokalen Minimums verwenden wir daher das Newton-Ver-
fahren zur Bestimmung einer Losung (£, 1) € R" x R” des Gleichungssystems

= () =

F ist stetig differenzierbar mit (vgl. Ubungsaufgabe 11.3)

Fl(x.p) = (vax}ff";w Vho(x)) € RUr+7)x(r47)
X

Wir fassen die Implementierung der Newton-Iterationsvorschrift
K= K F (TR (N

in Algorithmus 12 zusammen. Entsprechend der Anwendung des Newton-Ver-
fahrens auf die Lagrange-Gleichungen heifit das Verfahren Lagrange-Newton-
Verfahren.

Algorithm 12 Lagrange-Newton-Verfahren

Gegeben: Startwert xo € R” und u° € R”
for k=0,1,2,...do
if 2(x*) = 0 und V,L(x*, u*) = 0 then

STOP
else
A\ (VALEA Y VAR T (VL k)
dy) Vh(x¥)T 0 h(x*)
L= kg ke = uk+dﬁ
end if
end for

return xgp,xi,xo,...
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Ist F/(%, f1) invertierbar (und f und & hinreichend glatt), so folgt die lokale quadra-
tische Konvergenz des Lagrange-Newton-Verfahrens aus der des Newton-Verfah-
rens fiir Gleichungssysteme in 2.48. Wir zeigen noch, dass dies erfiillt ist fiir (im
Sinne von Beispiel 3.29(c)) regulédre Punkte, in denen die Optimalitdtsbedingung
2. Ordnung aus 3.41 gilt.

Lemma 3.42
Seien x € R" und n € R?, so dass

(a) die Vektoren Vh;(x), i =1,..., p linear unabhiingig sind
(b) die Matrix V2 L(x, 1) positiv definit ist auf A (W' (x)), d.h.

d'V2 L(x,u)d >0 fiiralle 0 # d € R" mit Vh(x)Td = 0.

Dann ist F'(x, 1) invertierbar.

Beweis: Da F’(x, ) quadratisch ist, geniigt es, Injektivitét zu zeigen. Sei dazu

v "o mp . v\
(w) eR"xRP  mit F'(x, ) (w) =0,
also

V2 L(x,u)v+ Vh(x)w =0,
Vh(x)Tv=o0.

Mit vI'Vh(x) = (Vha(x)Tv)T = 0 folgt, dass
vIV2 Lo, )y =vIV2 L(x, w)v+vI Vh(x)w =0

und wegen (b) folgt v = 0. Damit ist aber auch VA(x)w = 0 und mit (a) folgt w =0.
F'(x,u) ist also injektiv und damit invertierbar. d

Die lokale Konvergenz des Lagrange-Newton-Verfahrens folgt aus der Konver-
genz des Newton-Verfahrens fiir Gleichungssysteme:

Satz 3.43
Seien f: R" — R und h: R" — RP zweimal stetig differenzierbar. Die Minimie-
rungsaufgabe

f(x) > min!  w.dN. h(x)=0

besitze einen lokalen Minimierer X € R" mit zugehorigem Lagrange-Multiplikator
i € R?, so dass X reguldr und die Optimalititsbedingung 2. Ordnung aus 3.41
erfiillt ist.
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Dann gibt es eine Umgebung von (%, 1) € R" x R?, so dass fiir jeden Startwert
aus dieser Umgebung, der Algorithmus 12 durchfiihrbar ist und entweder nach
endlich vielen Schritten an (%, [1) terminiert, oder superlinear gegen (%, [1) kon-
vergiert.

Sind V?f und V?h; lokal Lipschitz-stetig, so ist die Konvergenzrate quadratisch.

Beweis: Alle Aussagen folgen sofort aus Satz 2.48. Fiir die quadratische Konver-
genzrate sieht man dabei leicht, dass aus der lokalen Lipschitz-Stetigkeit von V2 f
und V?h; die von F’ folgt. O

3.2.6 Ausblick: Sequential Quadratic Programming

Das Newton-Verfahren fiir unrestringierte Optimierungsprobleme erhielten wir
durch iterative Linearisierung der nichtlinearen notwendigen Optimalitédtsbedin-
gung V f(x) = 0. Das resultierende Verfahren konnten wir dann aber gemil Be-
merkung 2.52 auch als Minimierung der quadratischen Taylor-Néherung der Ziel-
funktion f in der aktuellen Iterierten interpretieren.

Das Lagrange-Newton-Verfahren erhielten wir durch iterative Linearisierung der
nichtlinearen notwendigen Optimalititsbedingungen (ndmlich der KKT-Bedin-
gungen) des gleichungsrestringierten Optimierungsproblems. Auch hier kénnen
wir das resultierende Verfahren wieder als Minimierung eines approximierenden
Optimierungsproblems interpretieren:

Lemma 3.44
Seien f: R" — Rund h: R" — R™ zweimal stetig differenzierbar. Sei x* € R",
uk € RP, Hy := V2 L(x*, uk) und

(antir ™57

Dann ist die Iterationsvorschrift des Lagrange-Newton-Verfahrens

N\ H VR T (VLLGk, k)

pktt )\ ek VAT 0 h(x*) )7
dquivalent dazu, dass d := x**' — x* und ¥V := u**! die KKT-Bedingungen des
folgenden quadratischen Optimierungsproblems erfiillen:

invertierbar.

1
VA Td+ EdTde —min!  wdN. h(x*)+Vh(*Td=0. (3.12)
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Beweis: Den Gradienten beziiglich der Variable x schreiben wir weiterhin als V
und kennzeichnen den Gradienten beziiglich d mit V. Fiir

fld):=VFuHTa+ %dTde und  A(d) == h(x") + Vh(x*)Td.
gilt

Vaf(d)=Vf(x+Hd, V3f(d)=H; und Vgh(d)=Vh(xr).
Die KKT-Bedingungen zu (3.12) lauten also

0= Vyf(d)+Vah(d)V = Vf(x*) + Hid + Vh(xF) ¥
0 = h(d) = h(x*) + Vh(x*)Td.

Mit d = x*t1 —xk und ¥ = p**1 ist dies dquivalent zu

Vf(xk) —}—Hk(xkﬂ —Xk) +Vh(xk),uk+1 -0
h(xXX) + VRO T (X — x5 = 0.

Dies ist wiederum @dquivalent zu

H (X! =)+ VA (W — i) = =V () = VARGt
T k

Vh() (- xk) = —h(x")
und dieses ist wegen V, L(xk, u*) = V£(x*) + VA(x*)u* gerade die Iterationsvor-
schrift des Lagrange-Newton-Verfahrens. U

Das Lagrange-Newton-Verfahren lésst sich also so interpretieren, dass im k-ten
Iterationsschritt mit Iterierten (x*, u¥), ein KKT-Punkt (d, V) zu dem Optimie-
rungsproblem

1
Ve Td+ 5dTde —min!  wdN. A(x*) 4+ Va(*)Td =0.

bestimmt wird und als nichste Tterierte x**! = x* +d und p**t! = ¥ verwendet
wird.

In dieser Form lésst sich das Verfahren auch auf Ungleichleichungsrestriktionen
erweitern. Zur Losung von Problemen der Form

f(x) > min! u.dN. g(x) <0, h(x) =0,
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wird im aktuellen Iterationsschritt (x*, A%, u¥) ein KKT-Punkt des quadratischen
Problems

) +Vg(x¥)Td <o,

1 _ (
kKT ar ' 8
V") d+ 2d Hid — min! u.d.N. { () + VA(H T d = 0.

h

bestimmt, wobei Hy := V2, L(x*,A*, u¥). Mit der Losung d € R" dieses quadra-
tischen Problem und den dazugehorigen Lagrange-Parametern A und fi definiert
man dann die néchste Iterierte durch

B L S C o )

Fiir Konvergenzaussagen fiir solche allgemeine SQP-Verfahren und fiir Verfahren
zur Losung der ungleichungsrestringierten quadratischen Teilprobleme verweisen
wir wieder auf [Ulbrich].

3.2.7 Ausblick: Penalty- und Barrier-Verfahren

Zum Abschluss dieses Kapitels skizzieren wir noch zwei Verfahren, die auf der
Idee beruhen, ein restringiertes Optimierungsproblem durch ein unrestringiertes
Abzuéndern.

Penalty-Verfahren. Penalty-Verfahren ersetzen das restringierte Problem
f(x) > min! uwdN.xeX
durch das unrestringierte Problem

f(x)+r(x) > min! uwdN.xeR"

wobei die Straffunktion r(x) so gewihlt ist, dass r(x) = 0O fiir alle x € X gilt und
r(x) auBerhalb X moglichst groB ist.

Das gleichungs- und ungleichungsrestringierte Problem
f(x) > min! udN. g(x) <0, h(x) =0,

ersetzt man z.B. durch das unrestringierte Problem

Fal®) = F(X) + % imaX{O, g0} + % f hi(x) 5 min!
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mit Strafparameter o0 > 0. Typischerweise wird fy, iterativ fiir eine aufsteigen-
de Folge von oy — o geldst wobei als Startwert zur Minimierung von fg, ., das
Minimum von fy, gewihlt wird.

Penalty-Verfahren dndern die Zielfunktion erst aulerhalb des zulédssigen Bereichs
ab. Liegt das wahre Minimum des restringierten Problems auf dem Rand, so kon-
vergieren die Iterierten typischerweise von aulerhalb des zuldssigen Bereichs ge-
gen das Minimum, vgl. die in der Vorlesung gemalten Skizzen.

Barriere-Verfahren. Analog konnen wir das restringierte Problem auch durch
ein unrestringiertes ersetzen, bei dem bereits innerhalb des zulédssigen Bereichs
eine Barriere errichtet wird, die verhindert, dass wir dem Rand zu nahe kommen.

Das ungleichungsrestringierte Problem
f(x) > min!  udN. g(x) <0

konnen wir gemidB dieser Idee z.B. durch das unrestringierte Problem

Falx) = x) — a§1n<_g,.<x)>

ersetzen und fiir eine absteigende Folge o — 0 iterativ fp, minimieren, wobei
wir wie bei den Penalty-Methoden als Startwert fiir die Minimierung von fq,
das Minimum von fq, wihlen.

Liegt das wahre Minimum des restringierten Problems auf dem Rand, so konver-
gieren die Iterierten eines Barriere-Verfahren von innerhalb des zuldssigen Be-
reichs gegen das Minimum, vgl. die in der Vorlesung gemalten Skizzen. Barriere-
Verfahren nennt man deshalb auch Innere-Punkte-Methoden.
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Kapitel 4

Ausblick: Globale Optimierung

Wir beenden die Vorlesung mit einigen elementaren Uberlegungen zur globalen
Optimierung. Zunéchst bemerken wir, wie leicht sich ein konvergenter Algorith-
mus zur Bestimmung eines globalen Minimums einer stetigen Funktion aufstellen
lasst, siehe Algorithmus 13.

Algorithm 13 Triviale globale Optimierung
Gegeben: Stetige Funktion f: R" — R.
Wihle abzihlbare dichte Teilmenge (gn)men € R”

X1 =41
for k:=1,2,3,...do

if f(qry1) < f(xx) then

Xk+1 = qk+1
else
Xk+1 = Xk
end if
end for

return xi, xo, ...

Lemma 4.1
Sei f: R" — R stetig. Die von Algorithmus 13 erzeugte Folge (xi)reN besitzt die
Eigenschaften

(@) f(xxs1) < f(x)
(b) Jeder Héufungspunkt von xy, ist ein globales Minimum von f.
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Insbesondere konvergiert die von Algorithmus 13 erzeugte Folge gegen das glo-
bale Minimum von f, falls dieses eindeutig ist und die Niveaufiiichen von f be-
schrdnkt sind.

Beweis: (a) ist trivial. Um (b) zu zeigen sei (x)rex eine konvergente Teilfolge
und x = limgs; 00 X¢. Angenommen es existiert ein y mit f(y) < f(x). Dann kon-
nen wir wegen der Stetigkeit von f ein € > 0 so wihlen, dass

f(m) < f(x) vneBe(y).

Da (gm)men dicht in R” liegt, existiert ein g,, € Be(y), also

flgm) < f(x),

Es gilt aber nach Konstruktion
fx) < f(gm) furallel>m

und damit f(x) < infjen f(q1). O

Das Durchprobieren einer dichten Teilmenge in Algorithmus 13 ist natiirlich iiber-
aus aufwindig. Asymptotisch konnen wir den Algorithmus natiirlich versuchen
dadurch zu beschleunigen, dass wir die Iterierten zusitzlich als Startwerte einer
Newton-Verfahren verwenden. Das fundamentale Problem bleibt aber bestehen,
ohne das Durchprobieren einer dichten Teilmenge (oder weitere Annahmen an f)
gibt es keine rigoros konvergenten Algorithmen:

Definition 4.2

Ein Optimierungsalgorithmus <f ist eine Abbildung von C(R") in den Raum der
reellen Folgen. Wir sagen, dass ein Optimierungsalgorithmus auf Funktionsaus-
wertungen basiert, wenn zu jeder Funktion f eine abzdhlbare Menge von Aus-
wertungspunkten (qm)meN existiert, so dass

A (f)=(g) Vg CR") mit g(gm) = f(gm) Vm € N.

Lemma 4.3

Sei of ein auf Funktionsauswertungen beruhender Algorithmus, der fiir jede ste-
tige Funktion f eine Folge mit den Eigenschaften (a) und (b) aus Lemma 4.1
erzeugt.

Dann muss <f jede Funktion, fiir die die von ihm erzeugte Folge einen Hdufungs-
punkt besitzt, auf einer dichten Teilmenge auswerten.
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Beweis: Sei f eine Funktion, die der Optimierungsalgorithmus .2 auf einer nicht
dichten Teilmenge (¢m)men C R” ausgewertet wird und fiir die von <7 erzeugte
Folge (x;)ren einen Haufungspunkt £ besitzt.

Dann existieren y € R"” und € > 0, so dass
£ Be(y) und  gm & Be(y) Vm € N.

Wir dndern jetzt f auf Be(y) ab. Dazu sei p : R” — R eine nichtnegative stetige
Funktion mit!

0 # supp(p) C Be ().

Dann ist fiir alle C > 0
A (f) = (f-Cp)

aber fiir hinreichend grof3e C ist X kein globales Minimum mehr von f —Cp. [

Bemerkung 4.4

Offenbar gilt Lemma 4.3 auch dann noch, wenn wir hohere Differenzierbarkeits-
forderungen an die betrachteten Funktionen stellen und der Algorithmus Ablei-
tungen von f auswerten darf.

Analoges gilt natiirlich auch in der restringierten Optimierung. Auch hier ist durch
Durchprobieren einer dichten Teilmenge des Zuldssigkeitsbereiches ein trivialer
aber global konvergenter Optimierungsalgorithmus gegeben und ein konvergenter
Algorithmus bendtigt in jeder offenen Teilmenge des Zuldssigkeitsbereichs eine
Funktionsauswertung.

Unter Zusatzvoraussetzungen lédsst sich die Zahl der benétigten Auswertungen je-
doch deutlich reduzieren. Eine realistische Annahme ist, dass eine Schranke fiir
die Ableitungen von f bekannt ist. Damit konnen fiir Teilbereiche des betrachteten
Zulissigkeitsbereichs untere Schranken an f aufgestellt werden. Liegen diese un-
teren Schranken schon iiber dem niedrigsten bekannten Zielfunktionswert, dann
kann der Teilbereich in der weiteren Betrachtung ausgeschlossen werden.

Wir beschreiben einen einfachen auf dieser branch-and-bound-Strategie beru-
hender Algorithmus zur globalen Minimierung einer eindimensionalen Funktion
f € C'(]0,1]) bei Kenntnis einer Schranke C > max(g ;] f'(x). Dazu werden in

'Eine sogar unendlich oft differenzierbare Funktion mit diesen Eigenschaften ist z.B.

p(x):=h ("_y) . h(x) =

€

0 fiir |x| > 1,
exp (—ﬁ) fiur x| < 1.
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baumartiger Verfeinerung die (hier zur besseren Darstellung senkrecht angeord-
neten) Mengen

{1/2} =
e N\
{1/4, 3/4)  =iw,
YN YN
{1/8,  3/8,  5/8, 7/8}=:vs

erzeugt, wobei beim Ubergang von vy zu vi| jedes Element x von v; durch die
Elemente x — /1/2, x+h/2 mit h = 27 ersetzt wird. So wiirde sich insgesamt eine
dichte Teilmenge von [0, 1] ergeben, und wir kénnten den trivialen Algorithmus 13
implementieren, indem wir in jedem Schritt das Minimum xpeg¢ Vvon f iiber alle
bisher erzeugten Werte bilden.

Der Eintrag x in v wird mit dieser Vorschrift im weiteren Verlauf eine dichte
Teilmenge von [x — h,x + h] erzeugen. Da aber

f(8) =2 f(x)=Ch V& €[x—hx+h]

konnen wir dieses Teilintervall von der Betrachtung ausschlieen, wenn fiir den
besten bisher bekannten Wert xpeg; schon gilt dass f(xpest) < f(x) — Ch. Wir igno-
rieren daher solche Werte bei jedem Ubergang von vy auf v, 1, vgl. Algorith-
mus 14.

Algorithm 14 Ein einfacher branch-and-bound-Algorithmus

Gegeben: Funktion f € C!([0,1]).
Gegeben: Schranke C > max (o 1] |/ (x)]-
Xpest = 0.5. vy :={0.5}.
for k:=2,3,...do
h=27%
Vel = {x—h/2,x+h/2: xEvi: f(xpest) > f(x) —Ch}
if f(xpest) > min{f(x): x € vt 1} then
Xpest := argmin{ f(x) : x € vgy1}
end if
end for
return xpeq
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