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Kapitel 1

Numerische Quadratur

1.1 Einleitung

In der numerischen Mathematik beschiftigen wir uns mit der Frage, wie sich kon-
krete mathematische Probleme praktisch 16sen lassen. Dabei ist meist:

* das Problem durch eine praktische Anwendung motiviert,
e der Einsatz von Computern notwendig/sinnvoll, und

* die Losung nur ndherungsweise moglich.

Unser Ziel ist iiblicherweise ein numerischer Algorithmus, d.h. ein (rechnerge-
stiitztes) Verfahren, das eine gegen die Losung konvergierende Folge von Appro-
ximationen erzeugt.

Beispiel: Berechnung des Integrals (numerische Quadratur)

1= [ rea

einer gegebenen integrierbaren (z.B. stetigen) Funktion f : [a¢,b] — R und Gren-
zena,beR,a<b.

Im Allgemeinen lassen sich Integrale nicht in geschlossener Form 16sen, z.B. spie-
len in der Stochastik Integrale der Form

/b e_x2 dx
a

1



KAPITEL 1. NUMERISCHE QUADRATUR

eine wesentliche Rolle. Fiir die Gauf3-Funktion f(x) = e ist jedoch keine (ele-
mentare) Stammfunktion bekannt. Dariiber hinaus ist in vielen Anwendungen die
zu integrierende Funktion f gar nicht explizit bekannt, sondern es existiert le-
diglich ein Algorithmus mit dem f(x) fiir ein gegebenes x ausgerechnet werden
kann.

Naive Losungsansiitze:
» Zeichnen der Funktion auf ein Blatt Papier, ausschneiden und abwiegen:

— einfach, keine Programmierkenntisse erforderlich,
— hoher manueller Arbeitsaufwand, schwer automatisierbar,

— Genauigkeit nur begrenzt steigerbar.

* Approximation von f durch einfach integrierbare (z.B. stiickweise konstan-
te oder stiickweise lineare) Funktionen:

— Computer-implementierbar,

— prinzipiell beliebig hohe Genauigkeit moglich.

1.2 Erste Quadraturverfahren

In diesem Kapitel seien stets a,b € R,a < bund f: [a,b] — R integrierbar.

1.2.1 Mittelpunkts- und Trapezformel

Erste einfache Quadraturverfahren erhalten wir durch Approximation der Funkti-
on durch eine konstante oder lineare Funktion.

* Mittelpunktsformel:

/ff(x)dm(b—a)f( 2 ) = mlr

* Trapezformel:




1.2. ERSTE QUADRATURVERFAHREN

Indem wir [a,b] in n gleich groBe Teilintervalle zerlegen,

b_
xi=a+(i-Dh, i=1,...n4+1, hi=2"2
n

und auf jedes Teilintervall die Trapezformel anwenden, erhalten wir die folgende
zusammengesetzte Formel.

e Zusammengesetzte Trapezformel:

IREES Y| f3)dx

~ zx’“ FO)+f(xien))
h

a)+h ; F() + 5 76) = T

Wir bezeichnen mit C*([a, b]), k € N, die Menge aller auch iiber die Randpunkte
hinweg k-mal stetig differenzierbaren Funktionen, also

C([a.b)) = { s : FeC(R)}.

AuBerdem sei fiir f € C([a,b]) := C°([a,b])

o) = max [£()

die Maximumsnorm iiber dem Interval [a,b].!

Satz 1.1 (Fehler der Trapezformel)
Sei f € C?([a,b]). Dann gilt

/!

1A - Tl < 2

Beweis: Wir betrachten zuerst n = 1. Es ist

-1t = [ a2+ sw)
" (r@+ [ roa) a2 @ + o)

=@ son+ [ roaa

'In der Analysis zeigt man, dass dies tatsichlich eine Norm auf dem Vektorraum C([a, b]) ist.
C([a,D]) ist bzgl. dieser Norm vollstindig.

[a,b]
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Fiir x,t € [a,b] ist a <t < x dquivalent zu < x < b und damit

Xja(t) = Xjpp)(x)  fiir alle x,7 € [a,b].

Mit

/ab/:f/(t)dtdx:/ab/abx[aﬂ(t t)dtdx = //xtb] 1)dt dx
:/ab/abX[t,b}(x)dxf/(I)df:/a (b—1)f'(r)dt

und f(a) — f(b) = — J* f'(¢)dr erhalten wir

= [rw (- a= [0 (B0

Nun verwenden wir, dass —3 (¢ —a)(t — b) eine Stammfunktion von 2f¢ —¢ ist,

und erhalten durch partielle Integration

-1l =1 [ P06 -pa

und damit

=B < 1 iy [ 16— )

b
_ % Hf”H[a’b]/a (t—a)(b—1)dr

1 1
= 1 (30 430 %) = ] (o)

Wir verwenden dieses Ergebnis jetzt fiir jedes Teilintervall [x;,x;11], i=1,...,n
und erhalten

/!

o
MA-TAISY, S 1 <
A=A < X5 17 e < 75

ab

//

g

[a,b]



1.2. ERSTE QUADRATURVERFAHREN

1.2.2 Allgemeine Quadraturverfahren

Satz 1.1 zeigt, dass der mit dem Trapezverfahren ermittelte Wert (im Grenz-
wert der Verwendung unendlich vieler Teilintervalle) gegen den wahren Wert des
Integrals konvergiert. Dariiberhinaus ermoglicht es Satz 1.1, die Konvergenzge-
schwindigkeit abzuschitzen (zumindest asymptotisch, d.h. bis auf die oft unbe-
kannte multiplikative Konstante || f” || la,»)): Eine Verdopplung der Anzahl der Teil-
intervalle bewirkt eine Viertelung des Fehlers.

Um noch schnellere Verfahren zu entwickeln, betrachten wir einen allgemeinen
Ansatz fiir eine Quadraturformel Q. Es liegt nahe, dass Q nur endlich viele Aus-
wertungen der Funktion f(x;) benutzen sollte (die Auswertungspunkte x; € [a, D],
i=1,...,m, nennen wir Knoten). Aullerdem sollte Q linear von den Funktions-
auswertungen f(x;), i = 1,...,m, abhidngen. Wir machen daher den Ansatz

b m
1f] = / Flx)de ;wiﬂxi) = 0[f]

mit Gewichten w; € R.

Wie bei der Trapezformel erhalten wir aus einer Quadraturformel ein (zusammen-
gesetztes) Quadraturverfahren Q,, indem wir [a,b] in n-Teilintervalle der Linge
h= l% unterteilen, in denen wir jeweils die Quadraturformel anwenden.

Meist konnen wir ohne zusitzlichen Aufwand das noch etwas allgemeinere Pro-
blem behandeln, ein Quadraturverfahren fiir Integrale der Form

1wl = [ feowas

mit einer festen Gewichtsfunktion w(x) zu entwickeln. Im gesamten Kapitel sei
dabei stets w € C([a,b]) und w(x) > 0 fiir x € (a,b).?

Fiir die Gewichtsfunktion w = 1 nihert die Trapezformel die zu integrierende
Funktion durch eine lineare Funktion (also ein Polynom vom Hochstgrad 1) an
und verwendet das Integral dieses Polynoms als Néherung an I[f]. Ist f selbst ein
Polynom vom Grad 1, so liefert dieses Vorgehen bereits den exakten Integralwert.
Dies motiviert:

Definition 1.2

Eine Quadraturformel Q fiir das Integral 1[-;w] hat Exaktheitsgrad ¢, falls sie
Polynome vom Hochstgrad q exakt integriert, also

Olp] =I[p;w] Vpell,

2Achtung: Zwischen den Gewichten w; der Quadraturformel und der Gewichtsfunktion w(x)
besteht kein unmittelbarer Zusammenhang. (Aber natiirlich wird in die Bestimmung optimaler
Gewichte die Aufgabenstellung und damit a, b und w(x) einflieBen.)
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wobei 11, der Raum der Polynome (mit reellen Koeffizienten) vom Héchstgrad g
ist.

Fiir die Gewichtsfunktion w = 1 besitzt die Trapezformel also Exaktheitsgrad
qg=1.

1.3 Polynominterpolation

Um Verfahren hoheren Exaktheitsgrades zu konstruieren werden wir die zu in-
tegrierende Funktion durch ein Polynom hoheren Grades approximieren. Dazu
betrachten wir die folgende Interpolationsaufgabe.

Gegeben seien m Knoten x; und Werte y;, i = 1, ...,m. Gibt es ein Polynom p, das
diese Werte interpoliert, d.h.

p(xi):yi vz€{1=7m}?

Bemerkung 1.3 (Naheliegender Ansatz)
Wir schreiben das zu bestimmende Polynom als

p(x) = oty + oy x+ x> + ...+ gk e I,

und versuchen die Koeffizienten 0y, ...,0 € R so zu bestimmen, dass die Inter-
polationsbedingungen erfiillt sind.

Wir erhalten m lineare Gleichungen
(X0+(X1Xi+(xle'2+---+akxf'(:p(xl'):yi, i=1,....,m,

fiir die k41 Unbekannten oy, . .., 0y € R. Im Allgemeinen konnen wir Losbarkeit
ab k+ 1 > m erwarten. Wir versuchen also k := m — 1 und schreiben das lineare
Gleichungssystem in Matrix-Vektor-Form

0 1 m—1
—1
x(z) xé R o 2
O x, xm1 1 Ym

Diese Matrix ist aus der Linearen Algebra bekannt als Vandermonde-Matrix.
Mit vollstindiger Induktion lisst sich zeigen, dass ihre Determinante gegeben ist

durch
[T x—x).

1<j<I<m



1.3. POLYNOMINTERPOLATION

Sind die Knoten paarweise verschieden, dann ist die Matrix invertierbar. Das
Gleichungssystem fiir die Koeffizienten von p besitzt dann also genau eine Lo-
sung, d.h. es existiert genau ein Interpolationspolynom p € Il,,_1 fiir m vorgege-
bene (paarweise verschiedene) Interpolationswerte.

Der naheliegende Ansatz fiihrt also zum Erfolg. Es gibt aber einen noch einfache-
ren und expliziteren Weg, das Interpolationspolynom zu konstruieren, wie wir im
folgenden zeigen.

Definition 1.4
Zu einem Gitter aus m paarweise verschiedenen, aufsteigend angeordneten Kno-
ten

{x1,x2,...,xm} C R, X1 <xp < ...<Xp,

definieren wir das Knotenpolynom

o(x) = ﬁ(x—x,-) eIl,

~

und die Lagrange-Grundpolynome (i =1,...,m)

Offenbar gilt fiiralle i, j=1,....m

L) = 8, ::{ o e (L1)

und man rechnet leicht nach, dass
o(x)
= e )
Satz 1.5 (Interpolationspolynom)
Zu einem Gitter
{x1,%2,...,xm} CR, X1 <xp < ...<Xp,

und Werten y; € R, i = 1,...,m existiert genau ein Interpolationspolynom vom

Hochstgrad m — 1, d.h. genau ein
pell,—y mit px)=y; firale ic{l,...,m},

ndmlich

p(x) = iym(x).
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Beweis: Aus (1.1) folgt sofort, dass
m
p(x) =Y yili(x) € My
i=1

die Interpolationsaufgabe 10st.

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, seien p,q € I1,,_; zwei Interpolationspolynome.
Dann besitzt die Differenz p — g € I1,,—; m verschiedene Nullstellen, p — g muss
also das Nullpolynom sein. 0J

Bemerkung 1.6
(a) Jedes Polynom p € I1,,_1 interpoliert seine eigenen Funktionsauswertungen
yi = p(xi). Aus Satz 1.5 folgt also

on

p(x) =) pxi)li(x) Vpell, . (1.2)

1

(b) Der Polynomraum 11,1 bildet offensichtlich einen Vektorraum der Dimensi-

on m. Eine Basis bilden z.B. die Monome (x°,x',x%,... x"1).

Satz 1.5 zeigt, dass auch die Lagrange-Grundpolynome (11 (x), ..., I,(x)) eine
Basis des 11,1 bilden. (Die Erzeugendeneigenschaft folgt aus (1.2) und die
lineare Unabhdngigkeit aus (1.1).)

Satz 1.7 (Interpolationsfehler)
Sei f € C"([a,b]) und p € 11, das Interpolationspolynom zu m paarweise ver-
schiedenen Knoten

X1y - Xm € |a,b], X1 <xp<...<Xm,

und Werten y; = f(x;), i=1,...,m.

Dann gibt es zu jedem x € [a,b] ein & € [min{x,x; },max{x,x,,}| C [a,b] mit

Beweis: Fiir x = x; ist die Behauptung offenbar richtig. Sei also x € [a,b] mit
X {x1,. . xXm}

Betrachte (zu diesem festen x) die Funktion

h(t) := f(t) = p(t) =

(f(x) =p(x)), re€R.

o(x)
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Dann ist 2 € C™([a,b]) und h besitzt (mindestens) m + 1 paarweise verschiedene
Nullstellen, namlich t = x;, i =1,...,m, und ¢t = x. Das kleinste Intervall, das alle
diese Nullstellen enthilt, ist gegeben durch

[ := [min{x,x; }, max{x,x,,}].

Zwischen je zwei benachbarten Nullstellen, also an (mindestens) m verschiedenen
Werten im Intervall /, liegt nach dem Satz von Rolle eine Nullstelle der Ableitung
I (t). Zwischen je zwei benachbarten Nullstellen der Ableitung, also an (minde-
stens) m — 1 verschiedenen Werten in /, liegt wiederum nach dem Satz von Rolle
eine Nullstelle der zweiten Ableitung 4”. Wir fahren so fort und erhalten m — 2
verschiedene Nullstellen von /., m — 3 verschiedene Nullstellen von A4, usw.,
und schlieBlich eine Nullstelle & € I von AN

Wegen p € I1,,_1 ist p(’") = 0. AuBlerdem ist

m
o(t) = [[(t—x) =" +q(t), mitgeTl,
i—=1

1

und damit 0™ (t) = m!. Es folgt, dass

0= h"(E) = £ (&)~

Bemerkung 1.8

(a) Aus Satz 1.7 folgt nicht, dass der Interpolationsfehler fiir m — oo gegen Null
konvergiert. Tatsdchlich lassen sich selbst auf dquidistanten Gittern Beispie-
le konstruieren, bei denen das Interpolationspolynom nicht punktweise gegen
die interpolierte Funktion konvergiert. In der Praxis beobachtet man bei ho-
hem Interpolationsgrad unerwiinschte starke Oszillationen zwischen den In-
terpolationspunkten (vgl. Ubungsaufgabe 4 auf Blatt 2).

Aus Satz 1.7 folgt aber

(m
ol

|f(x) = p(

Fiir festes m konvergiert der Fehler also fiir kleiner werdende Intervallbreite
(b—a) — 0 gegen Null, und m steuert, wie schnell dies geschieht.

b—al™.

m!

In vielen Teilgebieten der Numerik werden deshalb Funktionen nicht global
durch ein Polynom moglichst hohen Grades angendhert, sondern auf mog-
lichst kleinen Stiicken durch Polynome von festem (oder an die Grofle der
Stiicke angepasstem) Grad approximiert.
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(b) Hermite-Interpolation: Die Interpolationsaufgabe ldsst sich verallgemeinern
zu der Aufgabe zu f € C™([a,b]) und Knoten

X1 <x<...<xp
ein Polynom p zu finden, das f und seine Ableitungen interpoliert, d.h.
p(j)(x,-) :f(j)(xi), fiiralle j=0,....Ji—1€Ngy,i=1,...,m.

Es lisst sich zeigen®, dass auch fiir diese Aufgabe genau ein Interpolations-
polynom p € Iy existiert, wobei der Hochstgrad M — 1 € Ny der ent-
sprechend der Anzahl der Ableitungen mehrfach gezdhlten Knotenanzahl ent-
spricht,

Mit dem entsprechend definierten Knotenpolynom

m

o(x) = H(x—xi)J" eIy

folgt analog Satz 1.7 die Fehlerabschdtzung

mit einem & = &(x) € [min{x,xo }, max{x,x,,}] C [a, D).

1.4 Newton-Cotes Formeln

1.4.1 Konstruktion und Fehlerabschitzung

Weiterhin seien stets a,b € R, a < b. f: [a,b] — R sei integrierbar und fiir
w € C([a,b]) gelte w(x) > O fiir x € (a,b).

Wir kehren zuriick zur Aufgabe, eine Quadraturformel mit moglichst hohem Ex-
aktheitsgrad zu entwickeln fiir

1wl = [ fomia

Idee:

3Fiir einen wichtigen Spezialfall zeigen wir dies in Ubungsaufgabe 2.2.

10
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e Wir wihlen ein Gitter von Knoten

{x1,x2,...,xn} C la,b], X1<xp<...<Xm, meN.

* Wir interpolieren auf diesem Gitter die Funktionswerte durch ein Interpola-
tionspolynom, d.h. wir bestimmen

pell, 1 mit p(x)=f(x) Vi=1,...,m.

* Wir verwenden das Integal iiber das Interpolationspolynom p als Niherung
fiir das Integral iiber die Funktion f:

)= [ rew@ars [ plowioar

Mit der expliziten Darstellung von p aus Satz 1.5 erhalten wir mit dieser Idee die
Quadraturformel

Aufgrund der Konstruktion erwarten wir, dass der Exaktheitsgrad von Q (minde-
stens) m — 1 betrdgt. Tatsdchlich ist dies die einzige Moglichkeit (zu gegebenen
Knoten) einen so hohen Exaktheitsgrad zu erhalten:

Satz 1.9
O[] sei eine Quadraturformel mit Knoten

{x1,x2,...,xm} C la,b], X1 <x<...<Xxpm, meEN,

und Gewichtenw; € R, i=1,...,m, also
m
= Z W,’f(xl').
i=1
QO hat genau dann Exaktheitsgrad g > m — 1, wenn fiir die Gewichte gilt, dass

b
wi:/ L(x)w(x)dx, i=1,...,m. (1.3)

11
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Beweis: Die Quadraturformel habe Exaktheitsgrad ¢ > m — 1. Dann integriert sie
insbesondere die Lagrange-Grundpolynome /; € IT,,_; exakt, also

m
/ Lix)wx)de=Q[lj] = Y wilj(xj) =wj, j=1,...,m.
i=1
Um die Riickrichtung zu zeigen, sei f € I1,,—1. Dann ist f ein Interpolationspo-
lynom zu seinen eigenen Funktionswerten y; :== f(x;), i = 1,...,m. Aus Satz 1.5
folgt, dass

_ if(xozi(x)

Erfiillen die Gewichte die Bedingung (1.3), so folgt wie oben
b b m
1wl = [ oman= [TY Fhw(x) dx
—Z/l x)dx f(x;) = Zwlfxz— f1-

i=1v4 ,

f € 11,1 wird also exakt integriert. U

Bemerkung 1.10
Satz 1.9 ldsst sich auch wie folgt interpretieren (und beweisen). Die Abbildungen

w]:fH/abfxwxdx

Ol]: f— iwif(xi)

sind lineare Abbildungen von dem Vektorraum I1,,_| nach R. Sie stimmen also
genau dann auf 11, iiberein, wenn sie auf einer Basis des 11, iibereinstim-
men.

Die Bedingung (1.3) ist dquivalent dazu, dass
Q[l,’] = I[li;w] Vi=1,...,m

und die Lagrange-Grundpolynome l; bilden nach Bemerkung 1.6(b) eine Basis
des I1,,_q.

Aus Satz 1.7 erhalten wir die folgende Fehlerabschitzung:

12
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Satz 1.11
Sei f € C"([a,b]) und Q|| sei eine Quadraturformel mit Knoten

{x1,%2,...,xm} C [a,b], X1 <x<...<Xpm, méeN,

und Gewichten gemdf} (1.3).
Dann gilt

s
117w - Q] < | e [ty

wobei o(x) = [T, (x —x;) das Knotenpolynom ist.

Beweis: Sei f € C"([a,b]) und p € I1,,_; das dazugehorige Interpolationspoly-
nom mit p(x;) = f(x;) furalle i = 1,...,m. Aus Satz 1.7 folgt, dass

-
700 - pw)] < ——

Wegen Satz 1.9 ist Q[f] = Q[p] = I[p;w] und damit

o) Ve la,b).

b
11wl = QUS| = [ILf — psw]| < /a |f(x) = p(x) [w(x) dx

Hf
[a,b] / | 0
Bemerkung 1.12
(a) Aus einer Quadraturformel Q erhalten wir ein ( zusammengesetztes ) Quadra-

turverfahren Q,, indem wir |a,b| in n-Teilintervalle der Linge h = =2 unter-
teilen, in denen wir jeweils Q anwenden. Mit Satz 1.11 konnen wir den Fehler
auf jedem der n Teilintervalle abschdtzen durch

H flm)

b
%hhm [[Wll{a,p)

und wir erhalten die Fehlerabschditzung

lw ||[

{[fiw] = Oulf]l <

e

ab]

Fiir festes (hinreichend glattes) f fillt der Fehler (mindestens) so schnell wie
h™. Den Exponenten m bezeichnet man auch als Konsistenzordnung des Ver-
fahrens.

13
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(b) Im Fall w = 1 und dgquidistanter Knoten a = x| < ... < x,, = b heiflen die
gemdf3 Satz 1.9 aufgestellten Quadraturformeln (abgeschlossene) Newton-
Cotes-Formeln.

(c) Es ist nicht gesichert, dass die gemdf} (1.3) aufgestellten Gewichte positiv
sind. Bei den (abgeschlossenen) Newton-Cotes-Formeln treten ab m = 8 Kno-
ten erstmalig negative Gewichte auf.

1.4.2 Beispiele: Trapez- und Simpsonformel

Die Trapezformel besitzt die Knoten x; = a und x, = b und integriert (bzgl. der
Gewichtsfunktion w = 1) Polynome 1. Grades exakt. Die Trapezformel ist also
die abgeschlossene Newton-Cotes-Formel mit zwei Knoten.

Wir bestimmen nun die abgeschlossene Newton-Cotes-Formel S[-| mit drei Kno-

ten. Sie besitzt die dquidistanten Knoten

a+b
2 Y

und Gewichte gemdll (1.3). In diesem einfachen Fall lassen sich die Gewichte

schneller per Hand bestimmen, indem wir ansetzen

a+b
sl =wf(a) +waf (57 ) +waf @
und w,wy, w3 € IR so bestimmen, dass

Slp] = 11p]
firp=1,p=(x—a)und p = (x—a)(x—b) gilt. Offenbar bilden auch diese drei
Polynome eine Basis des Iy, so dass aus der Linearitdt von S[-] und /[-] dann der
gewiinschte Exaktheitsgrad 2 folgt (vgl. Bemerkung 1.10).

xXy1=a, xp= x3=>b

Wir erhalten
w1 +wy +ws :S[l] :I[l]

wa(b—a)/24+w3(b—a) =S[x—a] =Ix—d]

—wo(b— a) /4=S[(x—a)(x—b)] =I[(x—a)(x—D)]

—/x a)(x—b)dx = (a—b)’/6,

14
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und damit wp =2/3(b—a), w3 = 1/6(b —a) = wy. Insgesamt ergibt sich

[ rmasin =" (s@+ar (50) + o))

die sogenannte Simpson-Formel.

Fiir das zusammengesetzte Simspon-Verfahren zerlegen wir |a, b in n Teilinterval-
le und wenden auf jedem Teilintervall die Simpsonformel an. Abweichend von der
bisherigen Notation nummerieren wir die Knoten iiber alle Teilintervalle hinweg
und verwenden

h:=(b-a)/2n, undxi:=a+(i—1)h, i=1,..2n+1.

Damit ist

[ 1@ b (@) + 4700 +27008) s
42 (x211)+ 41 )+ £(5) = 1]

Die Simpson-Formel ist sogar noch besser als sich aus der Konstruktion erwarten
lasst. Offensichtlich ergédnzt p(x) = (x — #) jede Basis von I, zu einer Basis

des IT3 und aus Symmetriegriinde gilt

[ R e

so dass die Simpsonformel sogar Exaktheitsgrad 3 besitzt. Einen hoheren Exakt-
heitsgrad besitzt sie nicht, denn fiira = —1 und b = 1 ist

b

1] = /_11x4dx: g + % — Sl

Entsprechend erhalten wir auch eine hohere Konsistenzordnung:

Satz 1.13
Sei f € C*([a,b]), n € N und h := bz;n“. Dann gilt

b—a
180

h*.
[a.b]

f(4)

LfT=Salf]l <

15
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Beweis: Sei [c,d] eines der n Teilintervalle der Breite 24, auf die die Simpson-
Formel angewandt wird. Nach Bemerkung 1.8 (und analog zu Ubungsaufgabe 2
auf Blatt 2) existiert ein Polynom p & I3 mit

vo=ro. »(5%) =1 (5%,
pa)=r@. o (54)=r (7).

Mit dem Knotenpolynom @ = (x —c¢)(x — d) (x— C+d) folgt aus Satz 1.7 und
Bemerkung 1.8

A
£60) = p(x)] H — o] vxeled
und damit
@
[ -ppad < [ (+-54)
—c —c\*
:dlSO (d ) wa b

Mit dz;c = h folgt die Behauptung durch Summation iiber alle Teilintervalle. [

1.5 GauB-Quadratur

1.5.1 Exaktheitsgrad und Orthogonalpolynome
Es gelte weiterhin, dass a,b € R, a < b, f: [a,b] — R integrierbar seien. Fiir

die Gewichtsfunktion gelte w € C([a,b]), w(x) > O fir x € (a,b) (beachte aber
Bemerkung 1.19 am Ende dieses Abschnittes).

Wir betrachten wieder unseren allgemeinen Ansatz fiir eine Quadraturformel Q-]

/f x)dx = I[f;w] ~ szfx,

mit Knoten

{x1,x2,...,xm} C la,b], X1<x<...<Xxpm, meN,

16



1.5. GAUSS-QUADRATUR

und Gewichten w; € R, i=1,...,m.

Aus Satz 1.9 wissen wir, dass wir fiir jede Wahl der Knoten stets mindestens
Exaktheitsgrad m — 1 erreichen kénnen und zwar genau dadurch, dass wir die
Gewichte gemal (1.3) wiahlen.

In diesem Abschnitt untersuchen wir, welche Wahl der Knoten (zusammen mit
gemdl (1.3) gewihlten Gewichten) optimalen Exaktheitsgrad liefert.

Wir bendtigen noch ein Hilfsresultat aus der Analysis.

Lemma 1.14
Sei g € C([a,b]) nichtnegativ. Dann ist

b
/ g(x)=0 genau dann wenn g =0.

Beweis: Um die nicht-triviale Implikation zu zeigen, sei g # 0. Dann existiert
& € (a,b) mit g(&) >0.Zu 6 := g(§)/2 > 0 existiert dann wegen der Stetigkeit
ein € > 0, so dass g(x) > 6 firx € (§ —€,E+¢€) C [a,b]. Alsoist

b §+e
/ g(X)de/ g(x)dx >2€6 > 0. O
a —&

Jetzt konnen wir den hochstmoglichen Exaktheitsgrad angeben:

Satz 1.15
(a) Der Exaktheitsgrad von Q-] ist hichstens 2m — 1.

(b) Q[ hat genau dann Exaktheitsgrad g = 2m — 1, wenn fiir das Knotenpolynom
o =TT",(x—x;) gilt

/ab ox)px)wx)dx=0 VYpell,_ (1.4)

und die Gewichte w; durch Integration der Lagrange-Grundpolynome, also
durch (1.3), bestimmt wurden.

Beweis: (a) Wir betrachten das quadrierte Knotenpolynom w? (x) € Iy,,. Hierfiir
gilt

Auf der anderen Seite ist ®?(x)w(x) eine stetige, nichtnegative Funktion, die
nicht die Nullfunktion ist. Aus 1.14 folgt also

2. _ b 2 _ 2
I w] _/a o (x)w(x)dx £ 0 = Q[w?].

17
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Eine Quadraturformel kann es also niemals schaffen, ihr quadriertes Knoten-
polynom exakt zu integrieren.

(b) Der Exaktheitsgrad sei ¢ = 2m — 1. Dann miissen die Gewichte nach Satz 1.9
der Bedingung (1.3) geniigen. Auflerdem wird dann fiir alle p € I1,,,_; das
Polynom pw € Iy, exakt integriert also

[ 000ptow(x)ax = rposw] = 0lpa] =0

Um die Riickrichtung zu zeigen, seien die Gewichte und das Knotenpolynom
s0, dass (1.3) und (1.4) erfiillt seien. Offenbar bildet

(xo,xl,...,xm_l, a)(x),xa)(x),xza)(x), .. ,xm_la)(x))
eine Basis des I1,,,_1. Da (1.3) erfiillt ist, werden nach Satz 1.9 die ersten m
Basiselemente x°, ..., x"~! exakt integriert und (1.4) garantiert, dass

I[x w;w] :/bxja)(x)w(x)dx:():Q[xj(o] Vi=1,....m—1.

Aus der Linearitdt von Q[-] und I[-;w] folgt damit, dass Q Exaktheitsgrad
2m — 1 besitzt (vgl. Bemerkung 1.10). 0

Bemerkung 1.16 (Naheliegender Ansatz)

Ein naheliegender Ansatz ist es zu versuchen, die m Knoten x; € [a,b] so zu be-
stimmen, dass (1.4) erfiillt ist. Mit der Monom-Basis von I1,,_ ist (1.4) dquivalent
zu den m-Gleichungen

b_m _

/ [[c—x)wx)x’dx=0 V;j=0,....m—1
a j=1

fiir die m Unbekannten x;. Die Gleichungen sind nicht-linear und es ist nicht klar,

ob iiberhaupt eine Losung existiert. Dieser naheliegende Ansatz fiihrt also nicht

zum Erfolg.

Setzen wir hingegen ® wie in Bemerkung 1.3 als allgemeines Polynom in 11,
an, dann ist nicht klar, ob ® von der Form [[/"|(x —x;) mit x; € [a,b], also ein
geeignetes Knotenpolynom ist. Der ndichste Satz zeigt, dass dies aber tatsdchlich
immer der Fall ist.

Satz 1.17

Erfiillt ein Polynom @ = x™ + ... € I, \I1,,—| die Bedingung (1.4), dann besitzt
es m reelle, paarweise verschiedene Nullstellen, die alle im offenen Intervall (a,b)
liegen.

18



1.5. GAUSS-QUADRATUR

Beweis: Nach dem Fundamentalsatz der Algebra existieren genau m (moglicher-
weise komplexe und mit Vielfachheit gezihlte) Nullstellen xy,...,x,, € C.

Angenommen eine der Nullstellen wire nicht reell, 0.B.d.A. sei dies x; € C\ R.
Da o reelle Koeffizienten besitzt, ist @(X7) = @(x;) = 0, also ist X; eine weitere
(von x verschiedene) Nullstelle. O.B.d.A. sei dies x, = X7. Es gilt also

m
o(x) = (x—x1)(x—x7) | [(x—x).
i=3

Da (x —x)(x —X7) = x> — 2Re(x )x + |x1|* ein Polynom mit reellen Koeffizien-
ten ist, folgt durch Polynomdivision (siehe z.B. [Fischer, Abschnitt 2.3.12]), dass
auch das Polynom p(x) = [T/ 5(x — x;) reelle Koeffizienten besitzt. w(x)p(x) ist
daher ein reelles Polynom und

o(x)p(x) = |x—x;*p(x)> >0 fiiralle x € R.

Da o(x)p(x)w(x) nur endlich viele Nullstellen besitzt, folgt aus Lemma 1.14, dass

/ab o(x)p(x)w(x)dx > 0.

Fiir dieses p € I1,,_, wire dann also die Bedingung (1.4) verletzt, womit gezeigt
ist, dass @ nur reelle Nullstellen besitzen kann.

Dass die Nullstellen paarweise verschieden sind und in (a,b) liegen wird in Auf-
gabe 1 auf Blatt 4 gezeigt. U

Dank Satz 1.17 konnen wir einen Ansatz wie in 1.3 verwenden, um Polynome zu
finden, die (1.4) erfiillen. Es geht jedoch noch einfacher:

Bemerkung 1.18
Die Bedingung (1.4) ldsst sich als Orthogonalititsbedingung interpretieren. Wir
betrachten dazu

b
() (8) = (1) = [ F(0gxwi)d,
Dies definiert ein Skalarprodukt auf dem Raum C([a,b)]) (siehe Blatt 4, Aufgabe
2).

Fiir o € I1,, ist Bedingung (1.4) dquivalent dazu, dass (bzgl. dieses Skalarpro-
duktes)
o !, 1, dh (o,p)=0 Vpell,_ ;.
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Aus der Linearen Algebra wissen wir, dass jedes linear unabhdngige System in ein
Orthogonal-System umgewandelt werden kann (z.B. mit dem Gram-Schmidtschen-
Orthogonalisierungsverfahren, vgl. z.B. [Fischer, 6.5.5]). So konnen wir begin-
nend mit @y := 1 eine Folge von Orthogonalpolynomen w,, € I1,, konstruieren
mit Oy, € I, und ®, L o; fiir alle j <m, also @y, L 1, ;.

Fiir jedes m erhalten wir so (mit den m Nullstellen von ®,, als Knoten und aus
(1.3) bestimmten Gewichten) ein Quadraturverfahren, dass mit m Knoten den ma-
ximal moglichen Exaktheitsgrad 2m — 1 erreicht. Die so konstruierten Verfahren
heifsen Gaul3-Verfahren.

Bemerkung 1.19

Man kann zeigen, dass alle bisher gezeigten Resultate auch unter der allgemei-
neren Voraussetzung gelten, dass die Gewichtsfunktion w nicht-negativ und inte-
grierbar ist, und nur endlich viele Nullstellen besitzt.

1.5.2 GauB-Legendre-Formeln

Wir betrachten nun die Konstruktion der Gauf3-Verfahren fiir die Gewichtsfunk-
tion w = 1 auf dem Intervall [—1,1], die sogenannten Gauf3-Legendre-Formeln
Gp[]- In diesem Abschnitt bezieht sich Orthogonalitit immer auf das Skalarpro-
dukt

g = [ rsa

Beispiel 1.20
(a) Fiir die erste Gauf3-Legendre-Formel benotigen wir ein Polynom @, € 11y, das
senkrecht auf allen Polynomen nullten Grades steht, also

/_lla)l(x)dx:<a)1,1>:0.

Wir erhalten @;(x) = x mit der Nullstelle x; = 0. Durch Integration des zuge-
horigen Lagrange-Grundpolynoms 1y (x) = 1 erhalten wir wi = 2 und damit
die erste Gauf3-Legendre-Formel, die Mittelpunktsformel

Gi[f] =27(0)
mit Exaktheitsgrad 1.

(b) Fiir die zweite Gauf3-Legendre-Formel suchen wir ein Polynom
w(x) =x*+ax+b eIl
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1.5. GAUSS-QUADRATUR

mit wp 1L I1;. Mit
2/3+2b= 11 @) (x)dx = 0
2/3a = /_]]xa)z(x)dx =0
erhalten wir @y (x) = x> — 1/3. Die Nullstellen sind
1 1

X]=——F=, X=—F.

3 T A

Durch Integration der Lagrange-Grundpolynome, den Ansatz in Abschnitt
1.4.2 oder eine schlichte Symmetrieiiberlegung erhalten wir die Gewichte

w1 = 1 und wy = 1. Die zweite Gauf3-Legendre-Formel lautet also

oin-1(-5) (%)

und besitzt Exaktheitsgrad 3.

Auch fiir allgemeine m lassen sich die Orthogonalpolynome explizit angeben:

Definition 1.21
Die Funktionen

L
Fnl) = St o

heiflen Legendre-Polynome. Offenbar gilt P,, € I1,,,.

(@1

Satz 1.22
(a) Es existiert ein p € I1,,_» mit
(2m)!
Pu(x) = (m!)22mxm + p(x).
(b) Es gilt
! 2

Insbesondere gilt also P,, L 11,,_1.

Beweis: (a) Mit

I d"
= 2t g 1) € T2

gx) = (P - 1" —x*" €I, o und p(x):
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folgt die Aussage aus

1 d" > m 1 4dm om
Bn(x) = oy om0 = )" = o (7 g ()
B 1 ) D" 1 d"
_2mm!( m)-...-(m+1) —l—me!dx—mq(x)

1 (2m)!
= il 1 % T P00

(b) Das Polynom (x*> — 1)" besitzt n-fache Nullstellen in —1 und 1, es ist also

dan—/ da—/ )
dxn_j(xz—l)"|x:,1:O:dxn_j(xz—l)”|x:1, j=1,...,n.

Durch partielle Integration erhalten wir deshalb

1
2"n12"m! / 1 P, (x)Py(x)dx

1 dn dm
:/ 2= 1) (2 1y"dx

1 dx" dx™
1 dnfl dm+1
= —/1 T (x* — 1)”deJrl (x* — 1)"dx

m-+n

1
— = (—1)"/_](x2—1)"de+n(x2—l)mdx.
Aus (x* — 1)™ € Iy, folgt, dass

dm—i—n

W(xz— "=0 fallsn>m.

Es gilt also
1
/ Po(x)P(x) d = 0
-1
fiir m < n und (durch Vertauschung von n und m) auch fiir m > n.
Fiir m = n ist

dm+n d2m

und damit 1 1y am) [
/_lpi(x>dx:—(2mm!)2 '/_1<x2-1)mdx
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Wiederum mit m-maliger partieller Integration erhalten wir
1 1
/ (2 — 1) dx = / (r— 1) (x4 1)" dx
~1 ~1

/1 1 +1 -1
— (x—1D"" " m(x+1)"""dx

1m+1
—1)"m! 1
=...= (mJ(r g).m'.zm/I(x—l)zmdx
(=D)"(m!)* —1 ml
T 2m)! 12

also insgesamt

(=D)"@m)! (=1)"(m!)*> —1

1
P (x) Py (x)dx = —2)2m+l
/1 ()P () o @m)l ami1l D
2
- 2m+1’
so dass (b) bewiesen ist. O

Satz 1.22(b) zeigt, dass die Legendre-Polynome die gesuchten Orthogonalpolyno-
me zur Gewichtsfunktion w = 1 sind. Verwenden wir ihre Nullstellen als Knoten
(und wie tiblich durch Integration der Lagrange-Grundpolynome gewonnene Ge-
wichte), so erhalten wir ein Quadraturverfahren mit maximalem Exaktheitsgrad!

Wir zeigen noch eine Fehlerabschitzung fiir die m-te Gaul3-Legendre-Formel:

Satz 1.23
Fiir f € C*"([—1,1]) gilt

i =Galf)l < e[ |
mit A

2 4"(m!
&y = (m!) ~ VT (4m/e)*2m

2m+1(2m)1)3  2¢/m

wobei hier ,,~” im Sinne asymptotischer Gleichheit zu verstehen ist, d.h.

Sm/%@m/e)_zm—) 1 fiir m — oo.

Beweis: Sei f € C?"([—1,1]). Nach Ubungsaufgabe 2 auf Blatt 2 existiert ein
Polynom p € Ily,,_, das f zusammen mit seiner 1. Ableitung in den Knoten x;
der m-ten GauB3-Legendre-Formel interpoliert, also

p(x)=f(x), px)=f(x) Vi=1,...,m.
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Aus Satz 1.7 und Bemerkung 1.8 folgt

ICE Hfzm” Jer—x)?
0 p()] < WP

i=1
Aus Satz 1.22(a) wissen wir, dass

m m! 22m
Hx Xi) = ((21)71)‘ P (x)

i=1

und erhalten zusammen mit Satz 1.22(b)

1)~ Gl = 11— Gl < [ 1)~ pl0)]

fem m
< H (Zm))[ Ll ('ZZ)Z, )2/_11P3,(x)dx
e

g [ (mh)22m\7 2
(2m)! < (2m)! ) 2m+1

Fiir den zweiten Teil der Behauptung verwenden wir die Stirling-Formel (siehe
z.B. [Heuser, Abschnitt 96])

m! ~m"e "\ 2wm
und erhalten mit
. 2 Amm)t 2 Am(mme ™/ 2mm)*
" 2m41(2m))3 T 2m+1 ((2m)?me=2m\/4xtm)3

2 1 1 \/Tm
= E— ~ VT (4m/e)~>
om182m 2 2 T o m

die behauptete asymptotische Abschétzung. U

1.5.3 Der Golub-Welsh Algorithmus

Die Nullstellen der GauB3-Legendre Polynome und auch die Knoten der zugehori-
gen GauB-Legendre-Quadraturformeln kénnen iiber die Losung eines Eigenwert-
problems bestimmt werden. Hierfiir benotigen wir noch folgendes Resultat:
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Satz 1.24

Die Legendre-Polynome geniigen der dreistufigen Rekursionformel
(m+1)Pyy1(x) = (2m~+1)xPp(x) —mPpy_1(x), VmeN.

Beweis: Aus Satz 1.22(a) wissen wir, dass

(m+1)By (9 € (1) (m(i”;; ;)z!mﬂme T,
= (2m+1) (’El%;';);mxm“ T,
(2m+ 1)xPy(x) € (2m+1)x (1512")?2'"1)6"1 o
Es ist also
p(x) i= (m+1) By (x) — (2m+ 1)xPp(x) € I,y (1.5)

(Po,...,Puy—1) bildet eine Orthogonalbasis des IT,,_;. Wir entwickeln p in dieser
Basis
m—1
pP= Z anly, an €R,
n=0

<p7Pn>
(PusPa)

Die Rekursionsformel ist bewiesen, wenn wir zeigen kdnnen, dass

und erhalten fiir die Koeffizienten a,, =
] 0 flirn <m-—2,
M= o firn=m—1.

Dazu verwenden wir

<p7Pn> = <(m+ 1)Pm+1 - <2m+ l)me,Pn>
= (m+1)(Ppy1,P0) — (2m+1)(xPy, By)
= (m=+1)(Put1,P) — 2m+ 1)(Pp,xPy,).

Wegen P, L I11,,, P, L I1,,_» folgt daraus direkt

a,=0 furallen <m-2.

Um a,,_; auszurechnen, verwenden (1.5) mit m — 1 statt m und erhalten

mPy,(x) — (2m — 1)xPB,—1(x) € IT,,_1.
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Da P, L I1,,—, gilt also

(Pp,mPy — (2m—1)xP,_1) = 0.
und damit (2m — 1)(By,xPy,_1) = (Pp,mPy).
Insgesamt ist also

(P Pn—1) _ ((m+1)Puy1(x) — (2m+ 1)xPp(x), Pu—1)

am—1 =

<melaPm71> B <melaPm71>
_ —@m+1)(Pu,xPn1) _ 2m+1 (2m—1)(Pp,xP-1)
 (Be,Pa) 2m—1 (Pyo1,Pu)
_ @m+Um  (PuPn)
T 2m—1 (Pui Poy)
wobei wir im letzten Schritt 1.22(b) verwendet haben. ]

Bemerkung 1.25
(a) Die Legendre-Polynome bilden ein Orthogonalsystem aber noch kein Ortho-
normalsystem bzgl. (-,-). Ein solches erhalten wir aber leicht durch Normie-

rung. Fiir
12 1
n::Pn/<Pn7Pn>1/2: n;_ Pnenn

gilt offenbar (Qn, Om) = Sun.

Aus der Rekursionsformel fiir die P, erhalten wir

1
Ve t) = VI T00) - 009
und damit

ﬁm—HQm—Q—l (x) = me(x) - ﬁQO—l(x) Vm € N7

m

wobei ﬁm = \/ﬁ

(b) Auch fiir die Orthogonalpolynome zu allgemeinen Gewichtsfunktion w(x) las-
sen sich dhnliche dreistufige Rekursionsformeln herleiten, siehe z.B. [Hanke,
Satz 33.1].

Mit Hilfe der Rekursionsformel konnen wir die Knoten und Gewichte der Gauf3-
Legendre-Verfahren durch ein Eigenwert-Problem beschreiben.
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Satz 1.26
Wie betrachten die Matrix
0 B
pr 0 " n
i . . mxm = ———
A=l B SR Be= et
Bm—Z 0 ﬁm—l
ﬁmfl 0

Moy Am € Roseien die Eigenwerte von A und v(l), e, v e R™ die zugehorigen
Eigenvektoren, wobei v\) = (vgl));”:] e R™.
Dann lautet die m-te Gauf3-Legendre-Formel

m 2 (vgi))z

Gm[f]zz N f(%)?
i= [v@
@l \2 . : : . .
wobei ||V || = ?1:1 (vj> die Euklidnorm ist. Insbesondere besitzen die Gauf3-

Legendre-Formeln nichtnegative Gewichte.

Beweis: (a) Knoten der m-ten GauB3-Legendre-Formel: Wir schreiben die Re-

kursionsformeln fiir Q,, fiirn =1,...,m — 1 in Matrix-Vektor-Form: Fiir jedes
x e R gilt
Qo(x)
0
01(%) Po0 b 01(%)
Qm—l(x) -2 B . W(l)_l B Om-1 (X)

Aus Qp(x) = \/g und Q(x) = \/gPl (x) = \/gx folgt, dass
xQo(x) = %Ql(x) = p101(x).

Wir nehmen diese Gleichung in unser Matrix-Vektor-System auf und erhalten
(fiir alle x € R)

0 B Qo(x)
Qo(x)
) 0/) ) B 0 P.z ) Q 1:(x)
: Buz O Bt Om-—1(x)
O 1(%) Bui 0 B )\ 0w
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Fiir die Nullstellen xy,...,x, € (—1,1) von Q,, ergibt sich

0
00(x) 6 b 00(x)
01(x:) Q1(x:)
Xi . = .. .. .
: B 0 B :
Om—1(x;) P2 B ﬁ"a ! Om—1(x;)
Jede Nullstelle x;, i = 1,...,m von Q,, (bzw. P,) ist also ein Eigenwert von A
und

T
( Q()(x,') e mel(x,') ) cR™
ist ein dazugehoriger Eigenvektor.

Da die Nullstellen paarweise verschieden sind und A hochstens m verschiede-
ne Eigenwerte haben kann, folgt daraus, dass die Eigenwerte von A genau die
Nullstellen der Legendre-Polynome (und damit die Knoten von G,,) sind.

(b) Gewichte von G,,: Da m paarweise verschiedene Eigenwerte existieren, miis-
sen die zugehorigen Eigenrdume eindimensional sein. Jeder Eigenvektor p()
zum Eigenwert x; ist also ein skalares Vielfaches von

(Qo(x)) oo Quoi(x) ) €R™,

und damit gilt

; 2
2 (VE )> _200(x)* !
VO X Qj(n)? Ty Qi(xi)?

Sei w; = fil l;(x) dx das i-te Gewicht von G,,. Wir miissen zeigen, dass
m—1
wil=Y 0j(x)" (1.6)
=0
Hierzu entwickeln wir /; € I1,,,_ in die Basis {Qq, ..., Om—1} des IT,,_;

m—1
li= Z a,Q, mitag,...,a, 1€ R.
n=0
Fiir die Koeffizienten gilt

n = (O 1) = [[0nli] = G[Onl] = flegn(xml-(x,-) 0 0n(x).
L
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wobei wir ausgenutzt haben, dass Q,/; € I1,,_> exakt integriert wird.

Da auch ll-2 € I1,,—» exakt integriert wird, folgt
Z Wj x] =Gn [12 < Z anQn, Z anQn>
Jj=
PP = 2
= Z a, =Ww; Z Qn(xi>
n=0 n=0

Dies beweist (1.6) und damit die Behauptung. U
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Kapitel 2

Lineare Gleichungssysteme: Direkte
Verfahren

In diesem Kapitel betrachten wir das Problem, lineare Gleichungssysteme (LGS)
zu losen. Gegeben Koeffizienten a;; € C, i =1,...,m, j = 1,...,n und rechten
Seiten b; € € versuchen wir also n Unbekannte x; € € so zu bestimmen, dass die
m Gleichungen

n
Z aijXj = aj1x1 +apxo+ ...+ aipXy = b;, i=1,....m
j=1
erfiillt sind. In Matrix-Vektor-Schreibweise entspricht das dem Problem, einen
Vektor x € C" so zu bestimmen, dass

Ax=1">b
wobei
ajy ap ... da by x|
am | @@ P2 com || e
aml Am2 ... Qmn bm Xn

Bemerkung 2.1 (Naheliegender Ansatz)

Aus der Linearen Algebra ist eine explizite Losungsformel fiir lineare Gleichungs-
systeme bekannt, die Cramersche Regel. Sei A € C"*" invertierbar. Dann ist die
Losung x = (x j)?:l € C" von Ax = b eintragsweise gegeben durch

. det(Aj)

YT Get(a)”
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KAPITEL 2. LGS: DIREKTE VERFAHREN

wobei A; € C"™" diejenige Matrix ist, die sich durch Ersetzen der j-ten Spalte
von A durch b ergibt.

Die Berechnung von x erfordert also
e n-+ 1 Determinanten von n X n-Matrizen, und

* n Divisionen.

Mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz (,,Entwicklung nach einer Zeile oder
Spalte” ) erfordert die Deteminante einer einzelnen n X n-Matrix (n > 2)

* n Determinanten von (n— 1) x (n— 1)-Matrizen,
* n Multiplikationen und

* n— 1 Additionen,

also iiber n! Operationen. Schon fiir moderat grofie n ist das ein in der Praxis
nicht mehr realisierbarer Rechenaufwand.

Wir werden in diesem Kapitel Verfahren studieren, die ein LGS mit O(n*) Rechen-
operationen losen.

2.1 Die LR-Zerlegung

2.1.1 GauBsches Eliminationsverfahren: Ein Beispiel
In diesem Abschnitt ist stets m = n. Wir betrachten das einfache Beispiel

X1+ x+ x3=3,
X1+ 2x +3x3 =4,
X1 +4x+9x3 =6,

I 11 X1 3
1 23 x| =14
1 49 X3 6

Zur systematischen Losung verwenden wir das Gaufsches Eliminationsverfah-
ren: Wir eliminieren x; aus der zweiten und dritten Gleichung, indem wir jeweils
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2.1. DIE LR-ZERLEGUNG

ein Vielfaches der 1. Gleichung dazu addieren. In diesem Beispiel addieren wir
(—1)mal die 1. Gleichung zur 2. und zur 3. Gleichung und erhalten

X1+ x4+ x3=3, 1 11 X1
Xy +2x3=1, bzw. 01 2 xn|l=11
3xp + 8x3 =3, 0 3 8 X3

Nun verwenden wir analog die 2. Gleichung um x; aus der 3. Gleichung zu elimi-
nieren, d.h. wir addieren das (—3)fache der 2. Gleichung zur dritten:

X1+ x4+ x3=3, 1 11 X1
Xy +2x3=1, bzw. 01 2 xn|l=11
QX3:0. 00 2 X3

Das entstandene Gleichungssytem hat Stufenform. Wir konnen nun x3 aus der
dritten Gleichungen bestimmen, damit dann x, aus der zweiten und schlieB3lich x;
aus der 1. Gleichung bestimmen (sogenannte Riickwdirtssubstitution):

x3=0, =1, x3 =2

2.1.2 Die LR-Zerlegung ohne Pivotsuche

Das Verfahren lésst sich unabhédngig von der konkreten rechten Seite formulieren,
indem die Umformungsschritte als Matrixmultiplikationen formuliert werden. Be-
trachte die allgemeine Matrix

A= (aij)ij=1,.n € C"".

Zur Elimination der Eintrdge in der 1. Spalte (ab der 2. Zeile), addieren wir geeig-
nete Vielfache der 1. Zeile zu allen nachfolgenden Zeilen

I 0 0 ... O\ /fan app a3 ... auy an 4 A3 ... din
N 2 2 2
by 1 0 0) lan axn a3 ... ax 0 a(zz) “(23) EE “én)
- 0 1 ... 0 a3 axn a3z ... ap | — | 0 0(322) 0(3? e “;i)
—Lp 0 0 ... 1 apl a2 Qp3 ... apg 0 aflzz) ag) ) a}(ﬁ[)
=ZL] =A ='A2
wobei /;; := a1 /ayy, i = 2,...,n und die Elimination nur funktioniert, wenn das

sogenannte Pivot-Element ayy ungleich Null ist.
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KAPITEL 2. LGS: DIREKTE VERFAHREN

Den néchsten Eliminationsschritt formulieren wir analog:

1 0 0 ... 0\ /an 11(12) alS) a(ln ayy a12) ala) a(ln
2 2 2 2 2 2
I I e I
0 -l 1 0 0 ay a3 ... a3 | =10 0 ay ... ay, ,
0 —ho 0 J\o 2 2 W@ o 0 W
::Lz :SAZ :A3

wobei [;; 1= ag ) / agé), i =3,...,nund der Schritt benotigt, dass das Pivot-Element
a$?) nicht Null ist.

Wir fahren so fort und erhalten nach n — 1 solcher Schritte eine rechte obere Drei-
ecksmatrix R :— A,, mit

R=A,=L, 1Ay_1=...=L,_ 1L, LA,
und damit die LR-Zerlegung (engl.: LU-decomposition) von A
A=LR, wobeiL=L"'Ly'...L " .

Die Inverse der Eliminationsmatrizen und L konnen explizit angegeben werden:

Lemma 2.2
Hier und im folgenden bezeichnen wir mit

0
10 0 0
01 0 0
=0 0 1 O, e=|1], ¢=(0 0 1 0...0)
00 .. 0 1 :
0

die n X n-Einheitsmatrix, den k-ten Einheitsvektor und seinen hermitesch Adjun-
gierten.

Gegeben seien Vektoren
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2.1. DIE LR-ZERLEGUNG

und dazugehorige Eliminationsmatrizen

1 0 0 0 0
0
Lk: —lkek: 1 0
ey 1
0 —lnk 1
Dann gilt L]:1 =1+ lxe; und
1 0 O 0
lhby 1 0 0
L:LII...L;_II:I—l—l]e’f—f—...—f—ln_]e;fl: 31 I3 1
. 0
T T MR |
Beweis: Fiir j,k=1,...,nist
« | 0 firj<k,
ejlk—{ Ly fir j > k. @D

Damit folgt
Li(I+Lep) = (I — Leg) (I + Ikey) = I+ Lef — ke — Leflie = 1.

I+ lye; € C™" ist also eine Rechtsinverse von L. Da Ly quadratisch ist, folgt,
dass L; invertierbar ist und dass L,:l =1+ lie;.
Zusammen mit (2.1) folgt damit auch
L' L = (I hep)(T+hed) T+ 135 ... (T+ 1€ y)
=(I+hel+hey)I+he3)...(I+1,—1e,_;)

= (I—Fl]eT —l—lze§+lge§)...(I—i—ln_]e;';,l)
=...=I1+hel+...+1l,_1€, 4

und damit die behauptete Gestalt von L. U

35



KAPITEL 2. LGS: DIREKTE VERFAHREN

(k)

Insgesamt erhalten wir also (falls kein Pivotelement a;;” Null ist) die Zerlegung
von A in eine linke untere und eine rechte obere Dreiecksmatrix

1 0 O ... 0 aip ap a3 ... QA

lhy 1 0 0 0 agzz) a%) ... a%)

A=LR= l31 l32 1 . 0 0 a§3) e agn)
lnl ln2 ce. ln,nfl 1 0 0 0 - a,(ﬂ,)

Die LR-Zerlegung lisst sich speicherplatzschonend implementieren, indem die
Eintrige von A direkt durch die entsprechenden Eintrige von L und R {iber-
schrieben werden. Der folgende Algorithmus transformiert eine gegebene Matrix
A = (a;j) € C"™" in die Matrix

apy aiz a3 ... dip
2 2 2
12 1 agz) a§3) - aén)
3 3

I31 I3 ag3) e agn) ,
T % T % T agtrrlt)

aus der sich sowohl L als auch R ablesen lassen.

Algorithm 1 LR-Zerlegung ohne Pivotsuche

for j=1,....n—1do
if a jji = 0 then
FEHLER: Pivotelement gleich Null

end if
fork=j+1,....,ndo
Qg ::akj/ajj %:lkj
fori=j+1,...,ndo
i+1
Aji ::ak,-—akj*aﬁ %:a]({fr)
end for
end for
end for

return L=tril(A,—1)+1,R=triu(A)

Den benétigten Rechenaufwand konnen wir direkt ablesen. Zur Berechnung der
LR-Zerlegung einer n X n-Matrix geméfl Algorithmus 1 bendtigen wir:
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2.1. DIE LR-ZERLEGUNG

(a) Anzahl Additionen/Subtraktionen:

n—1 n n n—1 n n—1 5
Y Yi=) Y (n-pH=)@m-)
j=1 k=j+1 i=j+1 j=1 k=j+1 j=1
o, on(n—1)(2n—1)
j=1
1
= §n3—|—0(n2)

(b) Anzahl Multiplikationen/Divisionen:

ZZ ( Y ) T i) = L)

i=j+1 j=1 j=1
_nn=1)  n(n—1)(@2n—1)
2 6
1 3

= 3N +0(n?).

2.1.3 LGS-Losung mit der LR-Zerlegung

Ist fiir eine Matrix A € C™*" eine Zerlegung A = LR in eine linke untere und
eine rechte obere Dreiecksmatrix mit nicht-verschwindenden Diagonalelementen
bekannt, so konnen wir damit leicht ein lineares Gleichungssystem

Ax=b>b

mit rechter Seite b € C" 16sen. Zunichst 10sen wir

l]] 0 0 ce 0 Vi bl
121 122 0 . 0 V2 b2
I31 I3 I33 . 3| =|b3
i ) 0 . .
L Lo ... ln,n—l Lan Yn by
(hier /1| =...=1,, = 1) durch Vorwdirtssubstitution, d.h. wir berechnen beginnend
mit y; nacheinander yy,...,y, durch

1

by—) 1 k=1,...,n.
lkk<k Zkﬂ’;) 5 n

Yie =
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Dann 16sen wir

rry ri2 ri3z ... rin X1 Y1
0 rp rn3 ... ry X2 2
0 0 ry3 ... r3 x3| =1y
O 0 O ... rm Xy Vn

durch Riickwdrtssubstitution, d.h. wir berechnen beginnend mit x,, die Unbekann-
ten x,,X,_1,...,x; durch

1 n
Xek=— | Yk — Z TiiXj | -

Tk j=k+1
Verwenden wir die Einheitsvektoren ey, ..., e, als rechte Seiten und 16sen die n
Gleichungssysteme
Ax=e1, ..., Ax=ey,

so erhalten wir durch dieses Verfahren auch spaltenweise die inverse Matrix A~!.
Dies ist jedoch im Allgemeinen nicht notwendig! Vorwirts- und Riickwirtssub-
stitution bendtigen jeweils % + O(n) Multiplikationen/Divisionen und % +0(n)
Additionen/Subtraktionen. Zum Vergleich: Mittels der Inversen A~! bendtigt die
Berechnung von x = A~'b durch Matrix-Vektor Multiplikation ebenfalls jeweils
n? + O(n) Multiplikationen/Divisionen und n* + O(n) Additionen/Subtraktionen.
Mittels L und R lassen sich lineare Gleichungssysteme also genauso so schnell
16sen wie mit der Inversen A1, es ist nicht nétig (und unnétig aufwindig) A~! zu
berechnen!

Bemerkung 2.3 (Implementierung in Matlab)

In Matlab kann die unnitige Berechnung der Inversen A~' vermieden werden,
indem zur Berechnung x = A~'b (fiir eine rechte Seite b) der Befehl x=B\Db statt
x=1inv (A) xb verwendet wird. In der Praxis ist x=A\Db etwa doppelt so schnell
wir x=1inv (A) xb. (Matlab verwendet fiir beides intern die LR-Faktorisierung.)

Soll A~ 'b j fiir mehrere rechte Seiten by, by, b3 berechnet werden, so ist es ratsam
die Inverse zwischenzuspeichern, d.h.

Ainv=inv (A); x1=Ainvs*bl; x2=Ainvxb2; x3=Ainv*b3; ...
ist schneller als
x1=A\bl; x2=A\b2; x3=A\b3;...

Es ist jedoch noch effizienter (wiederum etwa doppelt so schnell), statt dessen die
LR-Faktorisierung zwischenzuspeichern, d.h.

[L,U]l=1u(d); x1=U\(L\bl); x2=U\(L\b2); x3=U\(L\b3);...
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2.1. DIE LR-ZERLEGUNG

2.1.4 Pivotsuche

Algorithmus 1 funktioniert nicht fiir jede invertierbare Matrix, z.B. ist

01
=1 )
offensichtlich invertierbar (detA = —1) aber das erste Pivotelement ist bereits
Null.

Das Problem kann behoben werden, indem in A entweder die Zeilen oder die Spal-
ten vertauscht werden. Ist A die Koeffizientenmatrix eines LGS so entspricht ein
Zeilentausch dem Umnummerieren der Gleichungen, und ein Spaltentausch der
Umnummerierung der Unbekannten. Durch beides dndert sich die Losung nicht
(zumindest solange wir den Uberblick dariiber behalten welche Vertauschungen
wir vorgenommen haben).

Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile von A ldsst sich als Matrixmultiplikation von
links mit einer Permutationsmatrix schreiben, z. B. ist

o1 0 .. 0 aip  ap a3 ... anp a1 axp a3 ... ay
r o o0 ... 0 a)  axp a3 ... ay ajp  app a3 ... dai
0 0 1 ... 0 ayy azxp a4y ... as, — asy ayx a3 ... asy
0 0 0 cee 1 anl an2 an3 o Ann (2231 an an3 cee Ann

Allgemein gilt: Ist P € R™*" die Matrix die sich durch Vertauschung der i-ten und
j-ten Zeile der Einheitsmatrix ergibt, so ergibt sich PA durch Vertauschung der
i-ten und j-ten Zeile in A und AP durch Vertauschung der i-ten und j-ten Spalte
in A.

Wir fiithren nun vor, wie sich Zeilenvertauschungen in den Algorithmus zur LR-
Zerlegung integrieren lassen. Im k-ten Schritt der LR-Zerlegung suchen wir im
unteren Teil der k-ten Spalte von Ay

nach einem von Null verschiedenen Element und vertauschen entsprechend die
Zeilen von Ay, d.h. wir schreiben

A1 = LiPAg
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wobei Py die k-te Zeile mit der j-ten Zeile j € {k,...,n} vertauscht. Falls sich
durch diese Spaltenpivotsuche immer ein von Null verschiedenes Pivotelement
finden lasst, dann ergibt sich

R=1L, (P, 1Ly 2P, »...LiPA;.

Mit dem folgenden Lemma konnen wir alle Permutationsmatrizen nach rechts
,,durchschieben’:

Lemma 2.4
Mit der Darstellung Ly = I — lye; aus Lemma 2.2 gilt fiir i > k

PiLk = Zkl)b

wobei L = I — fke,t, I, = Pl, dh. L ergibt sich aus Ly durch Vertauschen der
Eintrige unterhalb der Diagonale entsprechend der durch P; beschriebenen Per-
mutation.

Beweis: Wegen i > k gilt e; P; = e; und es folgt, dass
PLi = P(I — lxey) = P, — Bilger = (I — (Pili)ey ) P,

also PL; = Ly P;. [

Durch entsprechendes Vertauschen der Elemente in den Eliminationsmatrizen Ly
ergibt sich also
R=L, (L, >...L1P,—1...PlA;

und damit die Zerlegung
PA = LR,

wobei P=PFP,_1...Piund L = Zl_l ...Z;_IZL;_ll.

Das ,,Durchschieben” der P; durch entsprechendes Vertauschen der schon be-
rechneten /;; ldsst sich besonders einfach implementieren, indem wir die LR-
Zerlegung wie in Algorithmus 1 direkt an den Matrixeintrigen ausfithren. Dann
werden ndmlich durch Vertauschen zweier Zeilen nicht nur die Eintrige von Ay
sondern auch in korrekter Weise die schon berechneten Eintridge der L; mitver-
tauscht. Analog lésst sich P konstruieren, indem beginnend mit einer Einheitsma-
trix die Zeilenvertauschungen nacheinander durchgefiihrt werden.

Satz 2.5
Ist A invertierbar, dann findet Algorithmus 2 immer ein von Null verschiedenes
Pivotelement und konstruiert die LR-Zerlegung

PA =LR.
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2.1. DIE LR-ZERLEGUNG

Algorithm 2 LR-Zerlegung mit Spaltenpivotsuche

Setze P =1.
for j=1,....n—1do
Suche Zeile m > j mit a,,; # 0.
Vertausche m-te und j-te Zeile in A.
Vertausche m-te und j-te Zeile in P.
fork=j+1,...,ndo
agj = ax;j/ajj P =l
fori=j+1,...,ndo

ki *= Ak — Agj * Aji % :a,(fq)
end for
end for
end for

return P,L=tril(A,—1)+I,R=triu(d)

Beweis: Nach Konstruktion ist nur zu zeigen, dass fiir eine invertierbare Matrix
durch Spaltenpivotsuche immer ein von Null verschiedenes Pivotelement gefun-
den werden kann. Angenommen das ist nicht der Fall, d.h. fiir eine der Zwischen-
matrizen gilt

ari ai k-1 ark  Aig+1 ---  Qin
0 : : : :
Sy SR o A sy SRRy
A= 0 0 o al., .. a
0 0 0 al(fgl.,k—i—l R al(cljzl,n
0 0 )

Offenbar spannen die ersten k-Vektoren von A; nur einen k — 1-dimensionalen
Unterraum auf, sind also linear abhéngig, d.h. A ist nicht invertierbar.

Wir wihlen & kleinstmoglich. Dann war in allen vorherigen Schritten die Pivo-
tsuche erfolgreich, d.h. Ay = Ly_1P._1...L1PiA;. Die Matrizen L; und P; sind
offenbar invertierbar, so dass A; = A nicht invertierbar sein kann, was aber der
Voraussetzung widerspricht. U

Bemerkung 2.6
Mit der LR-Zerlegung lassen sich auch effizient Determinanten berechnen. Fin-
det der Algorithmus kein von Null verschiedenes Pivotelement, so ist det(A) =0,
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ansonsten ist
det(P)det(A) = det(PA) = det(LR) = det(L)det(R),

also det(A) = %{‘ﬁ;(m. Da die Diagonaleintriige der Dreiecksmatrix L eins
sind, ist det(L) = 1. Fiir die Dreiecksmatrix R ist det(R) das Produkt der Diago-
naleintrige von R. Da jedes Vertauschen zweier Zeilen das Vorzeichen der Deter-
minante umdreht, ist schlieflich det(P) = (—1)¥, wobei k die Anzahl der durchge-
fiihrten Zeilenvertauschungen (also das Signum der dazugehorigen Permutation)

ist.

2.1.5 Einschub: Vektor- und Matrixnormen, Kondition

Wir erinnern an einige wichtige Normen auf dem Vektorraum C”. Zu einem Vek-
tor x = (x;)j_, € C" definieren wir

n

* Betragssummennorm: ||x||, := Z x5,
j=1
. 1/2
* Euklidnorm: ||x|| := [|x]|, := (Z |xj|2) ,
j=1
¢ Maximumsnorm: ||x||., := max |x;].

=1l,...

Aus der Analysis und der Linearen Algebra wissen wir, dass auf " alle Normen
dquivalent sind, d.h. fiir jede Norm ||-||, existieren Konstanten ¢,C > 0, so dass

cllxll, < llxlle < Clixll, vxe C",
und eine Folge in C" konvergiert genau dann, wenn sie komponentweise konver-

giert.

Gebriuchliche Normen auf dem Matrizenraum C"*" sind
(fir A = (ajj)i=1,....m, j=1,...n € C"™")

m

* Spaltensummennorm: ||A||, := max Z |aijl,
= PEEEEY i:1
n

 Zeilensummennorm: ||A|_, := max Z |aijl,
=1, ,mj:1

42



2.1. DIE LR-ZERLEGUNG

1/2
m n
* Frobeniusnorm: ||A||; := (Z Z |aij|2> .

i=1j=1

Fiir den Rest dieses Unterabschnitts betrachten wir der Einfachheit halber qua-
dratische Matrizen A € C™*" und eine fest gewihlte Vektornorm auf dem C”.
Analoge Definitionen und Aussagen gelten auch fiir nicht-quadratische Matrizen
A € C"™" und fiir den Fall unterschiedlicher Normen auf C" und C™.

Definition 2.7
Eine Norm ||-||,; auf C"" heifst

 submultiplikativ, falls

IAB|ly; < [|Ally [[Bllyy VA, B € €.

« vertriglich mit der Vektornorm ||-||, auf C", falls
1Ax]l, < [|Ally llx][, VA € €™ xe "

Definition und Satz 2.8
Sei ||-||, eine Norm in C". Durch

| Ax]
1A][ing = sup T—=
o

= max [|Ax|, AeC"™"

[lxll..=1

wird eine Matrixnorm in C"™", die sogenannte induzierte Norm definiert.

Die induzierte Norm ist submultiplikativ und mit der Ausgangsnorm vertrdglich.

Auferdem gilt fiir jede andere mit der Ausgangsnorm vertrégliche Norm ||-||
in C"",

vertr

HA”ind < ||A||vertr VA € C"
Beweis: Ubungsaufgabe 1 auf Blatt 7. U
Beispiel 2.9
(a) Die Spaltensummennorm ist die durch die Betragssummennorm induzierte
Norm.

(b) Die Zeilensummennorm ist die durch die Maximumsnorm induzierte Norm.

(c¢) Die Frobeniusnorm ist mit der Euklid-Norm vertrdglich, jedoch nicht die da-
durch induzierte Norm.

Beweis: Ubungsaufgabe 2 auf Blatt 7. U
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Die von der Euklid-Norm induzierte Norm werden wir in Abschnitt 2.3.3 charak-
terisieren.

Wir betrachten nun die Frage, wie stark sich bei der Losung eines linearen Glei-
chungssystems Ax = b Anderungen/Fehler der rechten Seite auf die Losung aus-
wirken: Es seien |||, eine Norm auf C” und ||-||,, eine dazu vertrigliche Ma-
trixnorm. Bezeichne 0 # b € " die exakte rechte Seite und Ab € C" eine additive
Storung. Fiir die zugehorigen Losungen

x:=A"'"» und x+Ax:=A"'(b+Ab), dh. Ax=A"'Ab,

gilt dann:
o, _ 14786, _ o IaBl AslL _ 8,
— A < ||A A I
w = e S A e T S A AT

Mit dem Faktor [|A~1|| vt |l 37 dsst sich also abschitzen, welchen relativen Fehler

Axl. .. ) . Ab
H”xH”* ein in der rechten Seite vorhandener relativer Fehler ”H bH”*

verursacht.

*

Definition 2.10
Fiir eine invertierbare Matrix A € C"*" heif3t

condy(4) = [|A7"]], 1ALy
die Kondition der Matrix A beziiglich der Norm ||-||,;.

Bemerkung 2.11

Bekanntlich ist eine Matrix A € C"™" genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0
gilt. In numerischen Rechnungen ist die Frage nach Singularitdt oft wenig sinn-
voll, da bereits kleinste Rechenfehler eine nicht-invertierbare Matrix invertierbar
machen konnen, z.B. ist fiir

10 10
A= (0 0)’ A= (o 1016>’

Ay singuldr und die nur ganz gering abgednderte Matrix A, reguldr. Die Fehler-
verstdrkung durch Inversion der , fast singuldren” Matrix A, ist jedoch enorm.
Zum Beispiel verursacht fiir

(1 _( O a1 (1  a—1An_ (O
v (1), s (). o (1), s ()

. . Ab
ein relativer Fehler von H||bH|

[1Ax]].,
(%]

| o

= 10719 in der rechten Seite einen Fehler von

o

= 1in der Losung.
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Die Determinante ist kein gutes Kriterium dafiir, ,,wie reguldr bzw. singuldir eine
Matrix ist”. So besitzt 7.B. Ay die gleiche Determinante detAy = 10716 wie die
offensichtlich ohne relative Fehlerverstirkung einfach zu invertierende Matrix

(1078 0 16
Aj = ( 0 10—8) , det(A3) =107"".

Ein bessere Kriterium fiir die Regularitdt einer Matrix ist deshalb die Kondition:

cond..(Az) = 10'°, cond.(A3) = 1.

2.1.6 Pivotsuche und Stabilitit

Kleine Pivotelemente konnen dazu fithren, dass sich die Kondition der auftreten-
den Matrizen verschlechtert. Wir demonstrieren das an dem Beispiel

1073 —1
().

Es gilt condr(A) & 2, die Matrix ist also vergleichsweise gut konditioniert, beim
Losen des Gleichungssystems Ax = b erwarten wir, dass sich der relative Fehler
hochstens verdoppelt.

Fiihren wir die LR-Zerlegung ohne Vertauschung durch, so erhalten wir

1 0 1073 —1
A=LR, L_(IOOO 1)’ R‘(o 1000)

mit condr (L) =~ 1000000, condr(R) ~ 1000000. L und R sind schlecht konditio-
niert, nach Vorwirts- und Riickwértssubstitution ist der relative Fehler (genauer:
seine obere Schranke) auf sein 10'%-faches angewachsen.

Fiithren wir hingegen die LR-Zerlegung mit Vertauschung der zwei Zeilen durch,
so erhalten wir

0 1 1 0 1 0
PA =R, P_<1 0)’ L_<1o3 1)’ R_(o —1>

mit condr (L) = condp(R) =~ 2. L, R und sind also dhnlich gut konditioniert wie
die Original-Matrix.

Das Beispiel suggeriert, dass es empfehlenswert ist, moglichst grofle Pivotele-
mente zu wihlen, um die zur Addition der Gleichungen verwendeten Faktoren
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(d.h. die Eintrige in L) moglichst klein zu halten. Man wird daher bei der Spal-
tenpivotsumme nicht irgendein von Null verschiedenes Element wihlen, sondern
moglichst das Betragsgrofte.

Mehr noch: Die Umnormierung einer der Gleichungen des linearen Gleichungssy-
stem, also ihre Multiplikation mit einer beliebigen (z.B. sehr groen) Zahl, sollte
die Pivotsuche nicht beeinflussen. Deshalb hat sich in der Praxis die relative Spal-
tenpivotsuche bewihrt, bei der das relativ zur Betragssummennorm der jeweiligen
Zeile betragsgrofite Pivotelement gewihlt wird.

2.2 Die Cholesky-Zerlegung

Wir erinnnern an ein Ergebnis aus der Linearen Algebra:

Definition und Satz 2.12

(a) Fiir A = (a;;) € C™" ist die adjungierte Matrix A* diejenige Matrix, die
durch Transposition und Komplexkonjugation der Eintrige von A entsteht,
d.h. der (i, j)-te Eintrag von A* ist aj;.

Wir verwenden die Notation auch fiir Vektoren x € C" = C™ und schreiben
das komplexe Skalarprodukt zweier Vektoren als

m
x'y= Zx_jyj x,y € C".
=1
Insbesondere ist also x*x = H)CH%

Es gelten die Rechenregeln

(aA+BB)* =0A* +BB* Vo,B e C, A,Bec C™",
(AB)* = B*A* VA e C™" Bec C"™P,
(A)"=A VAeC™"

Ist A € C"™" jnvertierbar, so ist auch A* invertierbar und es ist
(A*)_l _ (A—l)* —AF
(b) Eine Matrix A € C"*" heif3t hermitesch (oder selbst-adjungiert), falls A = A*.

(c) Eine hermitesche Matrix A = A* € C™" heif3t positiv definit, (bzw. positiv
semi-definit) falls

X'Ax>0 (bzw.x*Ax>0) VO#xeC"
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Ist A hermitesch und positiv definit, so ist A offensichtlich auch injektiv und
damit sogar bijektiv.

In diesem Abschnitt leiten wir eine spezielle hermitesche Version der Zerlegung
in eine linke untere und eine rechte obere Dreiecksmatrix her:

Definition 2.13
Eine Faktorisierung A = LL* mit linker unterer Dreiecksmatrix L mit positiven
Diagonaleintrdigen heifst Cholesky-Zerlegung von A € C"*".

Wir erhalten sofort eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer Cholesky-
Zerlegung:

Lemma 2.14
Besitzt A € C"™" eine Cholesky-Zerlegung A = LL*, so ist A hermitesch und po-
sitiv definit.

Beweis: Die Hermitizitédt von A folgt sofort aus
A= (LL")* = (L")’"L*=LL* =A
Zum Beweis der positiven Definitheit bemerken wir zunéchst, dass
X*Ax = x"LL*x = (L*x)*L*x = ||L*x||*.

Die Diagonaleintridge von L (und damit auch die von L*) sind positiv, also insbe-
sondere nicht Null, woraus detL* # 0 folgt. Fiir alle x # 0 ist also L*x # 0 und
damit ||[L*x||> > 0. O

Wir werden zeigen, dass diese beiden Bedingungen auch hinreichend fiir die Exi-
stenz der Cholesky-Zerlegung sind. Dazu betrachten wir zunéchst eine Blockver-
sion der LR-Zerlegung und versuchen A so zu zerlegen, dass

A A\ _ (1 0\ (Ru Ri
A21 A22 Ly 1 0 R> ’

Al A nxn
A= eC
<A21 Azz)

zerlegtinAy € CP*P A € (Dpx("_p), Aoy € C(n=p)xp und Ay € @("_p)x(n_p),
wobei 1 < p <n—1. Dann gilt:

Lemma 2.15
Es sei
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(a) Ist Ay invertierbar, so ist

_ 1 0\ (A1 Ap . —1
A_(AzlAnl I)(O g | S=An—AnAAn.

S heifit das Schur-Komplement von Ay in A.

(b) Sei A hermitesch und positiv definit. Dann ist Aj; € CP*P invertierbar und
sowohl Ay als auch S sind hermitesch und positiv definit.

Beweis: (a) ist trivial.

Fiir (b) verwenden wir zuerst, dass A hermitesch ist und erhalten

(All A12> A A — <A11 Alz)* _ (ATl A§1>
Ayl Axp Ayl Ap A, A%,)7
also A11 :ATI’ A22 :AEZ und ATZ :A21~

Da A positiv definit ist, folgt insbesondere fiir alle 0 # x € C?

x*AnAlz x_x*A“x_*
o<(o) (i 42) (6) = (0) (aa) s
A1 ist also hermitesch und positiv definit und damit auch invertierbar.
Fiir das Schur-Komplement gilt
$* = (Ap — Ay AT A1n)* = A%y — ADA[TAS = Ay — Ap A A = 5.

und es bleibt nur noch die positive Definitheit von S zu zeigen.

Hierfiir sei 0 # y € C"~P. Wir setzen x := —AfllAlzy € CP und erhalten
0< (* "(An AR\ (x _(x " (Anx+Apy
y) \A2z1 An) \y y) \A2x+Any

_ (x)*( —Apy+Apy ) _ (x)* (0) —*Sy
y —An AT Ay +Any y) \Sy ’

womit auch die positive Definitheit von S gezeigt ist. 0

Satz 2.16
Eine Matrix A € C"" besitzt genau dann eine Cholesky-Zerlegung, wenn sie her-
mitesch und positiv definit ist.
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Beweis: Die Hinrichtung wurde in Lemma 2.14 gezeigt. Wir zeigen die Riick-
richtung durch Induktion iiber die Dimension 7.

Fir n = 1 sei A = a;; € C'"*! hermitesch und positiv definit. Dann ist a;| = ay
also aj reell und aus der positiven Definitheit folgt sofort a;; > 0. Es ist also
A = LL* mitder 1 x 1-Matrix L = /a;.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass die Behauptung fiir ein n € N gelte.
Es sei A € Ct1)*("+1) hermitesch und positiv definit. Wir betrachten die Block-
zerlegung

_(an A (n+1)x (n+1)
A= eC ,
(A21 A22>

wobeiaj; € C,Ap € @lxn,Azl S CnXI,Azz e ¢,

Aus Lemma 2.15 folgt dass a1 und das Schur-Komplement S € C"*"* hermitesch
und positiv definit sind. Aus der Induktionsannahme erhalten wir also, dass S eine
Cholesky-Zerlegung S = LgLj besitzt. AuBerdem folgt wie oben a;; > 0.

Mit
I 0
li1:=+/a;1 >0 und L:=
H H (A21/lll LS)

folgt (beachte A5, = A2, da A hermitesch)

* I 0\ (L1 An/ln
LL* = i
(AZI/ZII L5> (0 LS
_ (an A _ (au An A
A1 Apaj'Apy+LsLj Az Ax '
A besitzt also eine Cholesky-Zerlegung. U

Der Beweis von Satz 2.16 ist konstruktiv und liefert uns einen rekursiven Algo-
rithmus zur Berechnung der Cholesky-Zerlegung von A, siehe Algorithmus 3. Der
Beweis von Satz 2.16 zeigt auBerdem, dass die Konstruktion genau dann funktio-
niert, wenn A hermitesch ist und in jedem Dimensionsreduktionsschritt a;; > 0
1st.

Mit diesem Algorithmus benétigt die Cholesky-Zerlegung einer n x n-Matrix:
* 1 Wurzel (zur Berechnung von /)
* (n— 1) Divisionen (zur Berechnung von L)

* jeweils (n — 1)n/2 Multiplikationen und Additionen (zur Berechnung von
S, beachte die Hermitizitét!)
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Algorithm 3 Cholesky-Zerlegung einer hermiteschen Matrix A € C"*"

if ap < 0 then
FEHLER: Matrix nicht positiv definit.

end if
I = /a1
if n =1 then
return L = (l”)
else s
N an A
Zerlege A gemidll A = ( Asy A22>'

Ly :=A /1, S:=Axpn — Ly L3,
Berechne Cholesky-Zerlegung S = LgLj

l1 0
return L :=

(Azl/ln LS)
end if

e eine (n— 1) x (n— 1) Cholesky-Zerlegung

und die Cholesky-Zerlegung einer 1 x 1-Matrix benotigt eine Wurzeloperation.

Insgesamt bendtigt die Cholesky-Zerlegung einer n X n-Matrix also

n

Y ©/2+0(0n*) = L 0(n?)

k=1 6
Multiplikationen/Divisionen/Wurzeln sowie %n3 + O(n?) Additionen/Subtraktio-
nen. Der Aufwand ist also nur halb so hoch wie fiir die LR-Zerlegung. Zusétzlich
zum geringeren Rechenaufwand liegt der Vorteil der Cholesky-Zerlegung vor al-
lem in der Tatsache, dass auch beim Auftreten von Rechenfehlern in L das Produkt
LL* stets hermitesch und positiv definit ist. Bei der LR-Zerlegung einer hermitesch
und positiv definiten Matrix konnen Rechenfehler hingegen diese Eigenschaften
zerstoren.

2.3 Lineare Ausgleichsrechnung

In diesem Abschnitt betrachten wir lineare Gleichungssysteme
Ax=b

wobei A € C™*"" moglicherweise nicht quadratisch und insbesondere moglicher-
weise nicht invertierbar ist. Im Allgemeinen existiert also keine Losung oder die
Losung ist nicht eindeutig.
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2.3.1 Die GauBschen Normalengleichungen

Wenn keine exakte Losung existiert, dann liegt es nahe zu versuchen, das LGS
doch wenigstens bestmoglich zu 16sen, d.h. wir suchen x € C" so, dass Ax mog-
lichst nahe an b liegt, d.h. ||Ax — b|| mdglichst klein ist.

Definition und Satz 2.17
Sei A € C"™" und b € C™. Aquivalent sind

(a) x € C" minimiert das Residuum ||Ax — b||.

(b) x € C" lost die GauBschen Normalengleichungen A*Ax = A*b.

Beweis: Fiir eine komplexe Zahl o € C bezeichnen wir ihren Realteil mit
1 —
Re(o) := E(oc +Q).
Es ist
lAx —b||* — [|Ay - b]*
= (Ax—b)"(Ax—b) — (Ay = b)"(Ay - b)
=x"A"Ax —x"A*b — b*"Ax+b*b— y*A*Ay+y*A*b +b* Ay —b*b
=—2Re(x*A*D) =2Re(y*A*b)
=x"A"Ax —2Re(x"A*b) — y*A*Ay + 2Re(y*A™D)
— Ay = 2)II> + (Ay)* (Ay) — 2Re((Ay)"Ax) + (Ax)" (Ax)
— 2Re(x"A*(Ax — b)) + 2Re(y*A* (b — Ax)) — ||A(y — x)||?
= 2Re((x — )" (A"Ax —A"D)) — |A(y —2)||*.
(b)=>(a): Lost x die Normalengleichungen, dann ist A*Ax — A*b = 0 und damit
lAx =] — |4y = b|* = — [A(y—x)|* <O,
also ||Ax—b|| < ||Ay —b|| fiir alle y € C".
(a)=(b): Sei nun x € C" ein Minimierer von |[Ax — b||. Dann ist
2Re((x—y)*(A"Ax—A"D)) — |[A(y—»)||* = | Ax—b||* — [|Ay B[ < O

fiir alle y € C". Betrachte speziell die Folge y; 1= x — %(A*Ax—A*b), ke NN.
Mit ihr erhalten wir

2 1
p |A*Ax — A*b||> — e |A(A*Ax —A*D)||* <0,

51
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also 1
|MfoﬁMF§§ﬂMMﬁU—A%w2\%€N

und damit A*Ax — A*b = 0. O

Bemerkung 2.18 (Das orthogonale Komplement)

Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass sich jede Basis eines Untervektor-
raums V C C" zu einer Basis des C" erginzen ldsst und dass sich jede Basis
orthogonalisieren ldsst (etwa mit dem schon im Rahmen der Gauf3-Quadratur
angesprochenen Gram-Schmidtschen-Orthogonalisierungsverfahren). Es miissen
daher mindestens n —dimV linear unabhdingige Vektoren in dem Raum

Vi={xel" :x'v=0 WweV}

existieren.

Da offensichtlich V \V+ = {0} gilt, folgt
C'"=VeVt und dimV: =n—dimV.
Offensichtlich ist auch V C (V+)* und aus Dimensionsgriinden folgt
vHt=w.
VL heift das orthogonale Komplement von V.

Definition und Satz 2.19
Wir bezeichnen mit

AA)={Ax : xe C"} bw. A (A)={xeC": Ax=0}

das Bild bzw. den Kern einer Matrix A € C"™*". Offenbar sind Z(A) bzw. A (A)
Untervektorriume von C"™ bzw. C". Es gilt

(a) ZB(A)- =N (AY),
(b) N (A)L =R (A¥).
Beweis: (a) Es gilt

RA)L={yeC™ : yAx=0 VYxeC"}
={yeC”: (Ay)"x=0 vxeC"}
={yeC" : A%y=0}=4(A"),

wobei die letzte Gleicheit durch Wahl von x := A*y folgt.
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(b) Durch Verwendung von (a) folgt

womit auch (b) bewiesen ist. Ul

Bemerkung 2.20

Lost x € C" die Normalengleichungen, dann gilt Ax —b € N (A*) = Z(A)*. Das
Residuum Ax — b steht also senkrecht auf %#(A), d.h. Ax ist die Orthogonalprojek-
tion von b auf das Bild von A.

Satz 2.21
Sei A € C"™ " Es gilt

N(A*A) =N (A) und H(A™A)=ZH(A").
Beweis: Offenbar gilt .4 (A) C .4 (A*A). Sei nun x € .4 (A*A). Dann ist
0 = x*(A*A)x = (Ax)*Ax = ||Ax|)?,

also Ax = 0 und damit x € 4 (A). Damit ist A4 (A*A) = 4 (A) gezeigt.
Bei der zweiten Behauptung ist die Inklusion Z(A*A) C Z(A*) trivial. Die Um-
kehrung folgt aus Dimensionsgriinden, denn es ist
dimZ(A*) = n—dimZ(A*)* = n—dim .4 (A)
=n—dim(A (A*A)) = n—dimZ(A*A)*T = dimZ(A*A). O

Folgerung 2.22
Sei A € C"™" und b € C™. Es existiert (mindestens) eine Losung x € C" der
Normalengleichungen

A*Ax = A™D.

x minimiert das Residuum des betrachteten LGS, d.h.

Ax—>b|| = min ||AE —b||.
| | éeCnH & —b||

Die Normalengleichungen sind eindeutig losbar (d.h. A*A ist invertierbar), genau
dann wenn A injektiv ist.

Beweis: Nach Satz 2.21 ist A*b € Z(A*A), es existiert also ein Vektor x € C" mit
A*b = A*Ax. Die Minimierungseigenschaft haben wir in Satz 2.17 bewiesen. Die
Eindeutigkeit der Losung folgt aus .4 (A*A) = A (A). O
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2.3.2 Singulirwertzerlegung, Moore-Penrose Inverse

Die Normalengleichung kann mehrere Losungen besitzen. Wir werden nun zei-
gen, wie wir diejenige Losung mit minimaler Norm erhalten kdnnen.

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass eine hermitesche Matrix stets ein Spek-
tralsystem, d.h. ein Orthonormalsystem aus Eigenvektoren besitzt. Fiir eine allge-
meine Matrix A € C"™*" gilt dies nicht, aber die folgende Zerlegung erweist sich
als wertvolle Alternative:

Definition und Satz 2.23 (Singulirwertzerlegung)
Sei A € C"™*" eine Matrix mit Rang p := dimZ(A).

(a) A besitzt eine Singuldarwertzerlegung, d.h. es existieren reelle Zahlen (die Sin-
guldarwerte)
01>20,>...20,>0

und Orthonormalbasen (vy,...,v,) und (uy, ... ,uy) des C" und C™ (die Sin-
guldrvektoren), sodass

Avj=o0oju; und A*uj=ojv; firallejec{l,...,p},
Avi=0 und A*u =0 fiir alle j,k > p.

(b) 612, e, Gg sind die von Null verschiedenen Eigenwerte von A*A und vy, ...,v,
sind zugehorige Eigenvektoren.

(c) Es ist

p
A= Z Gjujvj-.
Jj=1

(d) Wir ordnen die Singuldrvektoren spaltenweise in Matrizen an:
U= (ul u ... um) ceQmm V= (vl Voo vn) e g

und bilden eine (moglicherweise unvollstindige und nicht-quadratische) Dia-
gonalmatrix aus den Singuldrwerten

(o] 0o ... 0

0 oo ... O
Y= (%2 8)6@’"”‘, Dy = diag(oy,...,0,) = | . ? N

0 ... 0 o

Dann sind U und V unitir (d.h. U*U =1=UU"*, V*V =1=VV*) und es gilt
A=UXV".
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Beweis: (a) Da A*A € C"*" hermitesch ist, existiert eine Orthonormalbasis aus

(b)

(c)

Eigenvektoren v; € C", j = 1,...,n und zugehdrigen reellen Eigenwerten
AieR, j=1,...,n, von denen

dim.A (A*A) =dim A (A) =n—dimZ(A) =n—p

Eigenwerte gleich Null sind. O.B.d.A. seien dies 4,11, ..., 4,. Die restlichen
Eigenwerte sind ungleich Null und wegen

2 sk o 112 _ 4.
0 < [|Av;||” =viA"Av; = 4;[jv;[|" = 4,
auch nicht-negativ, also positiv. O.B.d.A. seien sie so sortiert, dass

;L]Z...le>():lp+1:...:7tn.

Dann definieren wir
1
oj:=1/Aj, uji=—Av;, j=1,...,p.
Oj
Wegen

* Ak k *
VIA*Av, = Vivg = 0;

j
cjoy ’ cjoy ’

* —_—
Mjuk—

bilden die u; eine Orthonormalbasis von Z(A), die wir durch Hinzunahme
von m — p Vektoren up.1,...,un € Z(A)+ = A (A*) zu einer Orthonormal-
basis des C" ergénzen.

Damit erhalten wir die gewiinschten Eigenschaften

Avj=oju; und A*MJ'ZGJ‘VJ' fiuralle j € {1,...,p},
Avj=0 und A =0 fiir alle j,k > p,

wobei Av; =0ausv; € A (A*A) = A (A) fiir j > p folgt.

Besitzt A eine Singuldrwertzerlegung, so gilt offenbar A*Av; = G}v s 612 ist
also ein Eigenwert von A*A und v; ein dazugehoriger Eigenvektor.

Sei x € C". Dann kann x in die ONB der v; entwickelt werden,

n
X = Z v,
J=1

und fiir die Entwicklungskoeffizienten gilt ot; = v’;x. Es folgt, dass
n p
Ax =) (Av))(vix) =) ojujvix.
j=1 j=1
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(d) Die Unitaritdt von U und V folgt sofort aus der Orthonormalitét ihrer Spalten.
Alles weitere ist nur die Matrixformulierung von der Aussage in (c). U

Definition 2.24
Mit den Bezeichnungen aus Satz 2.23 sei

.= (Dgl 0) c

0 0
1/61 0 0
0 1/o 0
Dy' =diag(oy',...,0, ) = | . /o2
0 ... 0 1/o,

Die Abbildung
p
AT = Z Gj*lvju}k- =Vrtu*
=1

heifst verallgemeinerte Inverse, Pseudoinverse oder Moore-Penrose Inverse von A.
Satz 2.25
Sei A € C" " ynd AT € C"™™ die Moore-Penrose Inverse.
(a) N (AT) =N (A") = R(A), Z(AT) = R (A*) = N (A)™.
(b) A" erfiillt die Moore-Penrose Axiome'
AATA = A, (AAT)* = AAT,
ATAAT =AT,  (ATA)" =ATA.

(c) AT besitzt die Singuléiirwertzerlegung

A+uj:Gjile7 (AJF)*V]':GIle.
Beweis: Ubungsaufgabe 9.2 O

Satz 2.26
Sei A € C"™" ynd b € C™. Dann ist x™ := A"Tb € C" die eindeutige Losung der
Normalengleichungen mit minimaler Norm, d.h. es gilt

A*AxT =A"b  und  ||xT|| < ||x|
fiir alle x € (A*A)7'A*b == {& : A*AE = A*b} mit x # x™.

'Man kann zeigen, dass A" die einzige Matrix ist, die diese vier Eigenschaften erfiillt.
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Beweis: Nach Satz 2.25 ist
AATh—be N (AT) =N (AY),
also A*AxT = A*b.

Sei nun x € C" eine weitere Losung der Normalengleichungen, also A*Ax = A*b
und x # xT. Dann ist x — xT € A (A*A) = A (A). Mit xT € Z(AT) = A (A)*+
folgt (x —x™)*xT =0.

Damit ist

el = fJr=xt) [P = et [ [l > [l
womit die Behauptung gezeigt ist. U
Folgerung 2.27

Ist A injektiv, so ist AT = (A*A)"'A* und zu jedem b € C™ ist ATb die eindeutige
Losung der Normalengleichungen und damit der eindeutige globale Minimierer
des Residuums ||Ax — b]|.

Ist A bijektiv, so ist AT =A~L.

Beweis: Ist A injektiv, so ist nach Satz 2.21 auch A*A injektiv. Da A*A quadra-
tisch ist, folgt daraus die Bijektivitit von A*A. Es gibt also genau eine Losung der
Normalengleichungen und dies ist nach Satz 2.26 das Bild der Moore-Penrose-
Inversen.

Ist A bijektiv, so ist auch A* bijektivund A* = (A*A)~1A* = A~ 1(A*) " 1A* = A",

2.3.3 Spektralnorm und Kondition

Ist A € C"™" injektiv, so ist A4 (A*A) = A (A*) = 0, d.h. auch A*A € C"" ist
injektiv und damit (da A*A quadratisch ist) auch bijektiv. In diesem Fall existiert
genau eine Losung der Normalengleichungen

A*Ax=A"b
und es ist AT = (A*A) 1A%,

Es liegt dann nahe, die Normalengleichungen mittels Cholesky-Zerlegung zu 16-
sen. Wir werden aber in diesem Abschnitt zeigen, dass dies die Kondition des
Problems verschlechtert und im néichsten Abschnitt ein besseres Verfahren herlei-
ten (das auch zusitzlich den Vorteil besitzt, dass es sich auch auf nicht injektive A
erweitern lésst, siche Bemerkung 2.38).

Zunachst beantworten wir dazu eine offene Frage aus Abschnitt 2.1.5 und charak-
terisieren die durch die euklidische Norm induzierte Matrixnorm.
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Definition und Satz 2.28
Die durch die euklidische Norm induzierte Matrixnorm ist

(o fir0£AeCmn,
jall=lat,={ ¢ B974

wobei (fiir A # 0) o) der grofite Singuldrwert von A (also die Wurzel aus dem
grofiten Eigenwert von A*A) ist.
Es gilt [|A*|| = ||A]|. ||-|| heift Spektralnorm.

Beweis: Fiir A = 0 ist dies offensichtlich richtig. Sei also A # 0 und
(0))j1 CR,  (uj)fo, c€”, (vj)jo, €€ (p:=rang(A))

die zugehorige Singuldrwertzerlegung. Nach Definition 2.8 miissen wir zeigen,
dass
1A]l, = max [[Ax]| = o1.
[[x[|=1
Es ist
vi =1 und  [|Avi[| = [lo111]| = 01,

also gilt [|A[|, = max |- [|Ax[| > o1.

Um max ,— [[Ax|| < 01 zu zeigen, bemerken wir zunéchst, dass fiir jede Linear-
kombination mit Koeffizienten a, ..., o, € C aufgrund der Orthonormalitit der
u; gilt, dass

2

m * m m
— (Z (ijtj) <Z OCkbtk> :Z|OCJ'|2.
j=1 k=1 j=1

Analoges gilt fiir jede Linearkombinationen der v;. Damit erhalten wir fiir jedes
x € C" mit ||x|| = 1 aus Definition und Satz 2.23(b)

m
Z ojuj
j=1

2
2
|Ax]|" =

p p
=) lojlPvial* <[o1* Y vixf?
j=1 =1

2

)4

*
Z Gjujvjx
j=1

n
2
Y ;| = o |l

n
<[oP Y. Wil = [

J=1

und damit ||Ax|| < oy fiir alle x € C" mit ||x|| = 1. Insgesamt folgt ||A||, = o7.
|A]l, = ||A*¥||, folgt daraus, dass offenbar (o;,v;,u;) eine SWZ von A* ist. O
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Lemma 2.29
Sei A € C"*" jnvertierbar. Seien 612 > ... > G,% > 0 die Eigenwerte von A*A. Dann
ist

cond(A) := cond,(A) = ||A|| [A™!|| = o1/ 0.
Beweis: Da A invertierbar ist, ist auch A*A invertierbar, besitzt also n positive
Eigenwerte, sodass A tatsdchlich n von Null verschiedene Singulidrwerte besitzt.

Aus Satz 2.25(c) und Satz 2.28 folgt ||A"|| = 1/0, und wir erhalten zusammen
mit Folgerung 2.27

cond(A) := condy(A) = ||A|| |A7"]| = |A|l ||A* || = o1/ 0%,
womit die Behauptung gezeigt ist. U

Definition 2.30
Fiir nicht notwendig bijektive Matrizen A € C™*" definieren wir

cond(A) :=||A||||[A"|| = 61/ 0,
wobei wieder 6, der kleinste von Null verschiedene Singuldrwert sei.

Bemerkung 2.31
Wie in Abschnitt 2.1.5 betrachten wir ein lineares Gleichungssystem mit Matrix
A € C™" und einer Storung Ab € C™ einer exakten rechten Seite b € C™. Seien
x:=A"b und x+ Ax = A" (b + Ab) die zugehorige exakte und gestérte verallge-
meinerte Losung.

Ist A nicht surjektiv, so ist Z(A)* # 0 und wir konnen b durch ein beliebig grofies
b+ bt mit b+ € Z(A)* ersetzen, ohne dass sich x und Ax indern. Es kann daher
(fiir Ax # Q) keine relative Fehlerabschdtzung der Form

lAx] - l1Ab]
]l 1]
gelten.
Mit b = Ax gilt aber weiterhin®
Ao Iy 1220

In diesem Sinne ist also auch fiir die verallgemeinerte Losung eines linearen Glei-
chungssystems die Kondition ein Maps fiir die relative Fehlerverstdrkung.

]

2Der Vektor b ist (wegen b — Ax € #(A)*) die Orthogonalprojektion von b auf %(A) und
kann als der erreichbare Anteil in der rechte Seite b interpretiert werden. Durch Ausnutzung von
Ax = A" (Ab) = ATAA™T (Ab) kann in der Ungleichung auch Ab durch Ab = AAx ersetzt werden.
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Bemerkung 2.32
Offenbar sind die Singulirwerte von A*A gegeben durch 612 > ...GI% > 0. Es ist
also

cond(A*A) = 612/61% = cond(A)?,

d.h. falls A schlecht konditioniert ist, so sind die Normalengleichungen nochmal
deutlich schlechter konditioniert.

2.3.4 Die QR-Zerlegung

Wir stellen in diesem Abschnitt noch eine weitere Matrixzerlegung vor, mit der
sich lineare Ausgleichsprobleme konditionsneutral 16sen lassen, und die auler-
dem auch zur Eigenwertberechnung einer quadratischen Matrix verwendet wer-
den kann.

Sei A € C™*", Wir beschrianken uns zunichst auf den Fall, dass A injektiv ist (also
n = Rang(A) < m). Den allgemeinen Fall betrachten wir in Bemerkung 2.38.

Definition 2.33

Sei A € C™" injektiv. Wir sagen, dass A eine QR-Zerlegung besitzt, falls eine
unitire Matrix Q € C™™ und eine (verallgemeinerte) rechte obere Dreiecksma-
trix

rfiT ... rin
0 T'nn
R= e ¢
0O ... O
o ... O
mit von Null verschiedenen Diagonalelementen ryy,...,ry, existieren, so dass
A = OR.

Bevor wir uns der Konstruktion solch einer QR-Zerlegung zuwenden, zeigen wir,
welche Vorteile sie besitzt. Ist A bijektiv (also m = n), so ldsst sich

Ax=>b

durch Lésung von Rx = Q*b durch Riickwirtssubstitution berechnen. Da Q unitér
ist, ist

|0x]> =x*"Q* 0x =x"x = |x||* Vxe€C",
also || Q|| = 1 und genauso folgt || Q|| = [|Q*|| = 1 und damit cond(Q) = 1. Aus
R*R = R*Q*QR = A*A folgt auBerdem cond(R) = cond(A).
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Die Losung des LGS durch Verwendung der QR-Zerlegung hat also die gleiche
Kondition wie die urspriingliche Matrix, es findet keine zusétzliche Fehlerver-
starkung statt! Fiir die LR-Zerlegung trifft dies nicht zu, vgl. z.B. unser Beispiel
in Abschnitt 2.1.6). Die Multiplikation mit Q oder Q* ist allerdings mit jeweils
n? + O(n) Multiplikationen und Additionen teurer als die Vorwirtssubstitution
mit L.

Nun betrachten wir das lineare Ausgleichsproblem
||Ax — b|| — min!

Es sei ¢ = Q*b. Wir bezeichnen die oberen n Zeilen von ¢ und R mit ¢y und R,
d.h.

c= (c ) eC™ ¢ eC", R= <If)1) e Q™" R e,
2

und 16sen Rjx = c¢; durch Riickwirtssubstitution. Dann 16st x das lineare Aus-
gleichsproblem, denn das Residuum

o =0 b-an = | (&) - ()

wird offensichtlich minimiert durch x = Rflcl. Die QR-Zerlegung erlaubt also
auch die Losung des linearen Ausgleichsproblems und zwar (im Gegensatz zur
Verwendung der Normalengleichungen) ohne Konditionsverschlechtung!

2
= ller = Rix|* + ez

Zur Konstruktion der QR-Zerlegung gehen wir analog der LR-Zerlegung vor, er-
setzen jedoch die Eliminationsmatrizen L; durch unitdre Matrizen:

Definition und Satz 2.34
Eine Matrix der Gestalt

2
P=I—-—weC™, 0#vel’
v¥y
heifst Householder-Transformation.
Fiir jedes 0 #£ v € C" ist die zugehorige Householder-Transformation P hermi-

tesch, unitdr und erfiillt

Pv=—v und Pw=w Yw€span(v)’ .

Beweis: P = P*, Pv = —v und Pw = w fiir alle w € span(v)" folgen direkt aus
der Definition von P. Da C” = span(v) + span(v)* folgt damit auch I = P> = P*P
also die Unitaritét von P. U
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Durch Multiplikation mit den Eliminationsmatrizen L; konnten wir Spalten der
urspriinglichen Matrix in Vielfache des ersten Einheitsvektors iiberfithren. Analog
suchen wir nun eine Householder-Trafo, die einen gegebenen Vektor x € C" auf
ein Vielfaches von ey € C” uiberfiihrt. D.h. wir suchen v € C” so, dass

x— —w*x = Px € span(eq).
- pan(e;)

Bemerkung 2.35

(a)

(b)

(c)

62

Im reellen lassen sich Householder-Transformationen als Spiegelungen an
der Ebene span(v)* interpretieren. Mit einfachen geometrischen Uberlegun-
gen (vgl. das in der Vorlesung gemalten Bild) erhalten wir fiir die gewiinschte
Spiegelung v = x/ ||x|| — ey und tatsiichlich ist (mit x; = ejx)

o ey ) ()
X——Wx=x— - ——e || ——e1 ] x
vy <L”_el> (L_e]) 1] ]

[lx [l

o 2(xl =) [ x

IR T
[x]| —x1

=x— o (x—lxl[e1)
[lx[| — Re(x1)

ein Vielfaches von e falls x; = Re(x}), also x|y € R (und der Nenner nicht
Null wird).

Fiir x € C" verwenden wir x/x| statt x und erhalten, dass
X Xl
e/ x ] [l xy

das gewiinschte tut. Dabei sei % in x; = 0 durch 1 fortgesetzt. Liegt x schon

nahe an span(ey) so wird v allerdings sehr klein und die Differenzen in obiger
Rechnung ndhern sich Null, so dass durch Ausloschungseffekte Rechenfehler
enorm verstdrkt werden.

Um solche numerische Instabilititen zu vermeiden nehmen wir in der obigen
Uberlegung —e; anstelle von e| und erhalten

X |x|

[x[| x1
(wiederum mit % := 1 fiir x; = 0). Der erste Eintrag von ﬁ'x—i‘ ist stets

nicht-negativ, sodass stets ein gewisser Abstand zu —e| besteht.
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Tatsdchlich ergibt sich so

%
V*V: (LM+el> (im+el) :2+2’X_1|
[l x1 [l x1 x|

und damit ist

2 2 2
x——wx=x——v(Vx)=x——(x)v
vy vy v¥y
Jx1 *
2<HXTHﬁ+€1) X /oy Ix1 |
vy ||| x1
(Il x1) /oy CGEEE)
e UMw )T @
[l (]
(wiederum mit der Konvention |§—:‘ =1 fiir x; =0).

Fiir jedes vorgegebene x # 0 ergibt also diese Wahl von v eine Householder-
Transformation P, die x auf ein Vielfaches des ersten Einheitsvektors ey iiber-
fiihrt.

Analog zur LR-Zerlegung bringen wir nun durch Multiplikation mit Householder-

Transformationen eine Matrix auf (verallgemeinerte) obere-rechte Dreiecksform:

Sei A € C"™*" und x € C™ die erste Spalte von A. Ist x # 0 so konnen wir definieren
x |xi|

2
=-————+e und P :=I-——w"eC""
||| x1 vy

und gemil Bemerkung 2.35 besitzt P{A die Form

rnmt o ... %

0 *x ... % rp %
A= _<0 A2>‘

0 *x ... x

mit A, € @(mfl)x("fl) und r;; € C \ {0}
Fiir den nichsten Schritt sei x € C”~! die erste Spalte von A,. Ist x # 0, so erhalten

wir mit v := ﬁ% +e; und Pé =1 v}—vvv* e Qm=1)x(m=1)

1 0 r * fi *
P,PA = (O P’) <(1)1 A ) =1 0 rp x| mitd; e Cn2x(n-2)
2 2 0 0 A;

=ZP2
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Wir fahren so fort und konstruieren also im j+ 1-ten Schritt die Householder-
Matrix P]’- 41 € Cm=1)*("=J) wie oben mittels der ersten Spalte des unteren rechten
(m— j) x (n— j)-Blockes der Matrix P; ... PiA. Damit definieren wir

I 0
e (0 PJ/'+1>

und erhalten die Matrix P;,q...PjA, in der die ersten j + 1-Spalten rechte obere
Dreiecksgestalt besitzen. SchlieBlich ist

rrT ... rin
P, pa=|"Y Tin [ . R e @mxn
ne..-I1 0 0 .

0 0

und wir erhalten die QR-Zerlegung
A= OR,
mitQ=P .. B =P} ... P}

Satz 2.36
Ist A € C"™*" injektiv. Dann gilt fiir den ersten Spaltenvektor x € C" I+ der j-ten

Zwischenmatrix A; € Con=JtD)x(n=j+1) grerg x # 0, dem beschriebenen Verfahren
gelingt also fiir jede injektive Matrix die Konstruktion einer QR-Zerlegung.

Beweis: Angenommen nicht. Dann existieren unitire Matrizen Py,...,P;_; (mit
1 <j<n-—1),so0dass

rt ... * OB S
0
P .. PA=]| : ri-lj-1 % %
jmeed 0 ... 0 0 x
0o ... 0 0 x ... %

Die ersten j Spalten von P;_;...PiA miissen also linear abhingig sein, d.h. die
Matrix P;_; ... PjA wiire nicht injektiv.

Fiir jedes & # 0 ist aber wegen der Injektivitit von A und der Unitaritit der
Householder-Transformationen

0# [ASll = IPAS] = ... = ||Pj-1-. . AAG[,
also P;_1...PjA doch injektiv und damit die Annahme widerlegt. U
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Implementierung. Die naive Matrix-Multiplikation P{A benétigt O(m?n) Mul-
tiplikationen und Additionen. Viel schneller ist es, die spezielle Gestalt der Householder-
Transformationen auszunutzen. Die Berechnung mittels

pama- ((2)7)n

 mn Multiplikationen und (m — 1)n Additionen fiir v*A

benotigt

* 2m+ 1 Multiplikationen und m — 1 Additionen fiir (v%v) v

« mn Multiplikationen und mn Additionen fiir A — ((:£) v) (v*A),

vy

also nur jeweils 2mn 4+ O(m) Multiplikationen und Additionen (beachte m > n).

Algorithmus 4 zeigt eine Q-freie Implementierung des QR-Algorithmus, indem
zu gegebener injektiver Matrix A € C™*" und gegebener rechter Seite b € C™
die Matrix R der QR-Zerlegung und Q*b berechnet werden. Wie zu Beginn des
Abschnitts beschrieben ldsst sich daraus durch Riickwirtssubstitution die verall-
gemeinerte Losung A*h des LGS Ax = b berechnen.

Zur Anwendung auf mehrere rechte Seiten sollte auch die Matrix Q aufgestellt
werden, z.B. indem in Algorithmus 4 b durch die Einheitsmatrix / ersetzt wird (der
Algorithmus transformiert dann / zu Q*). Alternativ kann auch die in Q enthaltene
Information zwischengespeichert werden, indem die erzeugenden Householder-
Vektoren zwischengespeichert werden.>

Bemerkung 2.37 (Aufwand der QR-Zerlegung)
Im j-ten Schritt des Algorithmus 4 benotigt die Berechnung der Zwischenmatrizen

Aj c @(m—j-i-l)x(n—j—H)
Jjeweils
2(m—j4+1)(n—j+1)4+0(m)

Multiplikationen (inkl. Divisionen) und Additionen (inkl. Subtraktionen). Die Be-
rechnung von v, w und b; bendétigt nur O(m) Multiplikationen und Additionen.

3Man sieht leicht, dass der erste Eintrag von v immer positiv (sogar > 1) ist und dass Vielfache
von v dieselbe Householder-Transformation erzeugen. Wenn wir v noch so normieren, dass der
erste Eintrag stets 1 ist, dann miissen nur die restlichen Eintrége von v zwischengespeichert werden
und das kann wie bei der LR-Zerlegung in den freiwerdenden Eintragen der Matrix A geschehen.
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Algorithm 4 Q-freie QR-Zerlegung einer injektiven Matrix A € C"™*" zu gegebe-
ner rechten Seite b € C™
for j=1,...,ndo
Es bezeichne A; den unteren rechten (m — j+ 1) x (n— j+ 1)-Block von A, x des
Blockes erste Spalte und x; der Spalte ersten Eintrag.

Der Vektor b; enthalte die unteren m — j + 1-Eintrége von b.
Vi= IIXH ‘x‘|+el %mit%:zlﬁirxl =0
W= (v*zv) v
Aj ::Aj—W(V*Aj)
bj = bj —w (V*bj)

end for

return A ist zu R und b zu Q*b transformiert.

Wegen m > n benotigt Algorithmus 4 insgesamt also jeweils

n
Z m—j+1)(n—j+1)

Xn:m—i-k n)k

= O(mn) +2Zk2+2m n Zk
k=1 k=1
n’ n?
= O(mn) + 2? +0(n?) +2(m—n) (? + 0(n)>

1
= mn? — §n3 + O(mn).

Multiplikationen und Additionen.

Fiir quadratische Gleichungssysteme (m = n) ist die QR-Zerlegung im Vergleich
zur LR-Zerlegung demnach etwa doppelt so aufwdindig (aber dafiir konditions-
neutral).

Bemerkung 2.38 (QR-Zerlegung fiir nicht-injektive Matrizen)
Ist A nicht injektiv, so kann im bisher betrachteten Verfahren eine Zwischenmatrix

Aje Cm=i+D)x(=i+1) den Nullvektor als erste Spalte enthalten. Durch Spal-
tenvertauschungen (also Multiplikationen von rechts mit den aus Abschnitt 2.1.4
bekannten Permutationsmatrizen) ldsst sich das Verfahren noch so lange durch-
fiihren bis eine Zwischenmatrix die Nullmatrix ist. So erhdlt man eine Faktorisie-

rung
sap_ (R1 Ry
QAP_(() O)
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wobei P € C"*" eine Permutationsmatrix ist, Ry € CP*P eine rechte obere Drei-
ecksmatrix und Ry € CP*"""P) ist. (Man iiberlegt sich leicht, dass p = rang(A)
ist.)

Wir zerlegen wie zu Beginn des Abschnitts ¢ :== Q*b € C™ in

c . _
c:(cl) mitcy € CP, cp e C"7P,
2

Analog zerlegen wir y == P~ 'x € C"
y= G‘) mit y; € CP, y, € C"P.
2

Dann erhalten wir (beachte x = Py) fiir das lineare Ausgleichsproblem

2
* Ri R
1b—Ax|]* = |0 (b— APY)|* = H (2) - (01 02) (;};)

= |le1 = Riy1 — Roya||* + |||

Offensichtlich wird dies durch y| := Rl_lcl, v := 0 minimiert, d.h.

_p(Ri'a
x.—P( 0 )

ist eine Losung des linearen Ausgleichsproblems.

In Matlab liefert der Befehl A\b fiir nicht-quadratische Matrizen diese iiber die
OR-Zerlegung bestimmte Losung des linearen Ausgleichsproblems.

Aufgrund der Konstruktion hat die iiber die QR-Zerlegung bestimmte Losung x
den Vorteil, nur wenige, nimlich hichstens p = rang(A), von Null verschiedene
Eintrdge zu besitzen. x ist jedoch im Allgemeinen weder die Losung mit minimaler
Norm (also x # A" b) noch die Losung mit den wenigstmoglichen Nichtnulleintr-
gen. Zum Beispiel ergibt sich fiir

=(62) ()

iiber das QR-Verfahren die Lisung x = (3, %,O)T. Jedoch ist (0,0,1)7 eine Losung
mit weniger Nichtnulleintrdgen und (%, %, %)T ist eine Losung mit kleinerer Norm.

2.4 Ausblick: Eigenwertprobleme

Die QR-Zerlegung kann auch zur Bestimmung der Eigenwerte und -vektoren ei-
ner Matrix verwendet werden. Wir skizzieren nur grob die grundsétzliche Idee.
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Die Potenzmethode. Wir betrachten zunichst eine Diagonalmatrix

A 0 0
A=10 . 0
0 0 A,

Wiederholtes Anwenden von A auf einen Vektor x = (x;)7_, € C" liefert
k
Alx=1 1 | =Y Me,
Akx, i=1
wobei e; der i-te Einheitsvektor ist. Gibt es genau einen betragsgrofSten Eigenwert
A1 und ist x; # 0, dann wird der dazugehdrige Summand schneller wachsen (bzw.

langsamer fallen fiir |A;| < 1) als alle anderen Summanden. Er wird die Summe
also immer mehr dominieren. Wir erwarten daher, dass fiir

ARy~ ﬂ,lkxlel + langsamer wachsendere Terme.

Analoges sollte fiir eine beziiglich einer ONB diagonalisierbaren Matrix mit ge-
nau einem betragsgroften Eigenwert A; und zugehorigem Eigenvektor v; gelten.
Auch hier erwarten wir, dass fiir jeden Startwert x = Y7, (vix)v; mitx; # 0

j=1
ARy ~ llkxl v + langsamer wachsendere Terme.

Wenn wir das Ergebnis in jedem Schritt normalisieren,

70 — 4D

Y

dann sollte sich der am schnellsten wachsende (bzw. der am langsamste fallende)
Term durchsetzen, #K) sollte also immer mehr zu einem Vielfachen von V| Wer-
den und (x(k>)*Ax(k) gegen A konvergieren (die sogenannte Potenzmethode, siehe
Algorithmus 5). Fiir Konvergenzresultate verweisen wir auf [Hanke, §25].

QR-Verfahren zur Eigenwertbestimmung. Wir betrachten nun das Problem,
alle Eigenwerte und -vektoren einer Matrix zu bestimmen. Dazu kénnen wir die
Potenzmethode auf n Startvektoren*

X1,...,x, €C"

4Achtung: Im Unterschied zum Abschnitt iiber die Potenzmethode bezeichnen xi, x7, u.s.w.
jetzt verschiedene Vektoren im C” und nicht verschiedene Eintriige desselben Vektors.
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Algorithm 5 Potenzmethode (von Mises-Verfahren)

Gegeben Matrix A € C"*" und Startvektor x € C".
repeat
X:=Ax
Ai=x*x
x:=x/ %]
until STOP
return A € C, x € C" approximiert betragsgrofiten Eigenwert von A und da-
zugehorigen Eigenvektor.

gleichzeitig anwenden. In Matrixnotation beginnen wir also mit
(x1 xn) c g
und berechnen im Wesentlichen (d.h. bis auf Normierung)
Ak (x1 xn) = (Akxl . Akxn) .

Im Allgemeinen wird jedoch an alle Startvektoren der Eigenvektor zum betrags-
groBten Eigenwert A; beteiligt sein und alle Spalten Ax; werden gegen einen
Eigenvektor zu A, konvergieren.

Um das zu verhindern, orthonormalisieren wir die Vektoren in jedem Schritt. Wir
nehmen also im ersten Schritt nicht

(Ax1 . Axn)

(0 )

mit den folgenden Eigenschaften:

sondern Vektoren

 Fiir jedes k = 1,...,n sollen die ersten k Vektoren jeweils den gleichen
Raum aufspannen, also

span(x(ll), . ,x,El)) = span(Axy,...,Axy).

(1) (1)

* x;’,..., Xy sollen orthonormiert sind, also
(D« (1) _
(x; )x " = .
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Im néchsten Schritt bilden wir

(Axgl) Ax,&”)

und orthonormalisieren diese zu Vektoren

(2 . )

U.S.Ww.

Fiir den ersten Vektor entspricht dieses Verfahren gerade der Potenzmethode. Wir
konnen also erwarten, dass er gegen einen Eigenvektor vi zum betragsgrofiten
Eigenwert A; konvergiert. Beim zweiten Vektor wird bei diesem Verfahren die
Potenzmethode angewandt und zusétzlich durch die Orthogonalisierung der An-
teil in Richtung des ersten Vektors eliminiert. Wir konnen also erwarten, dass der
zweite Vektor gegen einen Eigenvektor zum groBten Eigenwert der Matrix A ein-
geschrinkt auf den Unterraum

span(vy)t = {v : viv=0}

konvergiert. Dies wird (zumindest wenn die Eigenvektoren senkrecht aufeinander
stehen) gerade der betragsmiBig zweitgrofte Eigenwert sein. Enstprechend erwar-
ten wir Konvergenz aller n-Vektoren gegen Eigenvektoren zu allen n Eigenwerten.
Die Eigenwerte erhalten wir dann als Diagonaleintrige von

(0 ) A0 ).

Fiir die Orthogonalisierung bietet sich das Gram-Schmidtsche Orthogonalisie-
rungsverfahren an. Tatsdchlich wird dies aber bereits durch die QR-Zerlegung
realisiert. Sei

A=0R

die QR Zerlegung von A. Da Q unitér ist, sind die Spalten von Q orthonormiert.
Da R obere rechte Dreiecksgestalt hat, ergibt sich die k-te Spalte von A durch
Kombination von k Spalten von Q, d.h. die jeweils ersten k Spalten von A und
Q spannen den selben Raum auf. O enthilt also eine Orthonormalisierung der
Spaltenvektoren von A.

Es erscheint natiirlich, als Startvektoren die Einheitsvektoren zu wihlen, also

1 0 O
(0 )= o o
0 0 1
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Dann ist im ersten Schritt keine Orthonormalisierung nétig und es ergibt sich
(durch Anwendung von A) im ersten Schritt immer A, so dass wir auch gleich

mit
Ap = (xgo) xS,O)) =A

starten konnen. Insgesamt erhalten wir so Algorithmus 6.

Algorithm 6 Simultane Potenzmethode

Gegeben Matrix A € C™*". Setze Ay = A.
for k=0,1,...do
Berechne QR-Zerlegung Ar = OiR,
Ajt1 1= A0k
end for
return Q; approximiert spaltenweise Eigenvektoren von A. Die Diagonalein-
trige von Q,tAQk approximieren die Eigenwerte.

In der Literatur wird dieser QR-Algorithmus fiir Eigenwertprobleme iiblicherwei-
se in Form von Algorithmus 7 formuliert. Dabei kann man zeigen, dass in jedem
Schritt Ay aus Algorithmus 7 und Q,’;AQk aus Algorithmus 6 iibereinstimmen. Fiir
die Berechnung der Eigenvektoren in Algorithmus 7, die effiziente Berechnung
der benétigten QR-Zerlegungen und Konvergenzaussagen zum QR-Algorithmus
verweisen wir wieder auf [Hanke, §26+27].

Algorithm 7 QR-Verfahren

Gegeben Matrix A € C"*", Setze Ag = A.
for k=0,1,...do
Berechne QR-Zerlegung Ay = QkRy
Ajt1 1= ROk
end for
return Die Diagonaleintrige von A; approximieren die Eigenwerte.
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Kapitel 3

Iterative Verfahren

Sind die betrachteten linearen Gleichungssysteme zu grof3, um sie mit den im
letzten Kapitel betrachteten direkten Verfahren exakt zu l6sen, so bieten sich als
Ausweg iterative Verfahren an. Dabei wird eine Folge von Approximationen x*),
k € N, konstruiert, die gegen die exakte Losung konvergiert. Die Durchfiihrung
einer gewissen Anzahl von Iterationsschritten ist typischerweise schneller als die
direkte Losung des LGS, liefert aber oft schon eine hinreichend genaue Appro-
ximation der Losung. Grundlage vieler Iterationsverfahren fiir lineare und nicht-
lineare Probleme ist der Banachsche Fixpunktsatz.

3.1 Der Banachsche Fixpunktsatz

Satz 3.1 (Banachscher Fixpunktsatz)

Sei K C C" eine abgeschlossene, nicht-leere Teilmenge und ||-||, eine Norm auf
dem C". Sei @ eine beziiglich dieser Norm Kontrahierende (mdglicherweise nicht-
lineare) Selbstabbildung, d.h. ® : K — K und es existiert ein 0 < g < 1, sodass

[P(x) =2, <gllx=yl. VxyeKk.

Dann besitzt ® genau einen Fixpunkt X, d.h. es existiert genau ein X € K mit
(%) =%
Sei x\0 € K ein beliebiger Startwert. Definiere die Folge (X(k))kelNo durch Fix-

punktiteration
D= @(xM) vk e Ng.

Dann konvergiert x&) gegen X. Auflerdem gelten die Abschdtzungen

(a) Hx<k> _#

<ol
*

(Monotonie),
*
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KAPITEL 3. ITERATIVE VERFAHREN

=

(1) _ 40 H (a-priori Schranke),

=

(k) _ x(k=1) H (a-posteriori Schranke).

Beweis: (i) Konvergenz der Fixpunktiteration:

Wir zeigen zuerst, dass die durch Fixpunktiteration definierte Folge fiir je-
den Startwert konvergiert. Sei also x(¥) € K und (x¥));cx, definiert durch
xk+1) = @(x)) fiir alle k € No.

Fiir jedes k € IN erhalten wir

‘Pwﬂ>_ﬂm

:H@@W)—¢@“4U

Squ_ﬂhw

*

<... quHx(l)_x(O)

Damit folgt fiir alle m,/ € N mit [ > m

Wm_ﬂm*
gHAU—x“4>*+HﬂFU—x“4>*+.”+Hﬂm“>—ﬂm )
< q”1+ql*2+...+q’“)me—x(o) )

=" ("4 a2 ) [0 O

IN

1—

*

quﬂU_ﬂm
q

und damit (beachte g < 1)

=0.

lim Hx(l)—x(m) .

[,m—yoc0

(x(k)) keN, st also ein Cauchy-Folge. Da der Raum C" vollstindig ist, exi-
stiert der Grenzwert

£:= lim x®
k—oo

und, da K abgeschlossen ist, folgt X € K. Fiir jeden Startwert konvergiert also
die durch Fixpunktiteration definierte Folge gegen einen Grenzwert X € K.

(i1) Existenz und Eindeutigkeit des Fixpunktes:
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Nun zeigen wir, dass jeder solche Grenzwert X € K ein Fixpunkt von & ist.
Aus der Kontraktionseigenschaft folgt insbesondere dass & auf K Lipschitz-
stetig ist und damit

£ = lim x® = lim d(x* V) = <1im x(k—1>) = D(£).
k—yo0 k—voo k—poo

Insgesamt ist damit also gezeigt, dass ® (mindestens) einen Fixpunkt £ be-

sitzt und die Fixpunktiteration fiir jeden Startwert gegen einen Fixpunkt kon-

vergiert.

Als nichstes zeigen wir die Eindeutigkeit des Fixpunktes. Seien £,% € K
Fixpunkte, also
£=®(%) und x=>().

Dann ist
[£ = %], = [|P(X) — ()|

und aus ¢ < 1 folgt damit ||£ —%||, =0, d.h. £ = X.

*

(ii1)) Beweis der Abschitzungen (a)—(c):

Es verbleibt noch, die drei Abschitzungen (a)—(c) zu zeigen. (a) folgt sofort

s

(b) folgt mit der oben gezeigten Abschitzung

= ”CID(x(k_l)) — (%)

< qu(’“” —%
*

*

n
H)E—x(m) = lim Hx(l) —xm| < 4 Hx(l) —xO .
* [—yo0 * 1 —q *
SchlieBlich folgt mit
p Hxa«) _ =)
> Hx<k+1> 0] > HX(k) gl = Hx<k+1> P
> Hx(k)—)? —q ’x(k)—)e :(l—q)Hx(k)—ﬁ
* * *
auch die Abschitzung (c). Ul

Bemerkung 3.2

(a) Ist ® beziiglich irgendeiner Norm ||-||, eine Kontraktion, so konvergiert die
Fixpunktiteration (wegen der Aquivalenz aller Normen auf dem C") beziiglich
jeder Norm. Die Abschditzungen gelten jedoch im Allgemeinen nur beziiglich

1]
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(b) Satz 3.1 gilt offenbar genauso fiir Kontraktionen auf abgeschlossenen Teil-
mengen des R". Mehr noch: im Beweis von Satz 3.1 wurden nur die Metrik-
Eigenschaften der Norm und die Vollstdndigkeit von K verwendet. Tatscchlich
gilt (mit dem gleichen Beweis) der Banachsche Fixpunktsatz also fiir Kontrak-
tionen ® : K — K aufvollstindigen metrischen Riaumen K. (In diesem Fall gilt
aber die Konvergenz im Allgemeinen auch nur in dieser Metrik.)

Beispiel 3.3

(a) Die Nullabbildung ® : R" — R", ®(x) := 0 ist offensichtlich eine kontra-
hierende Selbstabbildung des R" und besitzt genau den Nullvektor als Fix-
punkt. Fiir jede Wahl des Startwerts x\°) € R" konvergiert die Fixpunktitera-
tion x*+t1) .= ®(xK)) = 0 offensichilich gegen diesen Fixpunkt.

(b) Die Abbildung ®(x) := cos(x) bildet das Intervall [0,1] auf das Intervall
[cos(1),1] € [0.5,1] ab, ist also insbesondere eine Selbstabbildung

®: [0,1] —[0,1].
Nach dem Mittelwertsatz der Differentialgleichung gilt

[@(x) = @) < sup [@(§)[lx—y|= sup [sin(5)lx—y]
gefo.1] §elo,1]

=sin(1)|x —y| < 0.85[x—y|.

Der Cosinus besitzt also genau einen Fixpunkt £ in [0, 1] (das folgt auch direkt
aus dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen) und fiir jeden Startwert
x € [0, 1] konvergiert

x(k) .= COSCOS... COSX(O)
—
k—mal

gegen diesen Fixpunkt X ~ 0.739.

3.2 Zwei einfache Iterationsverfahren

3.2.1 Jacobi-Verfahren und GauB-Seidel-Verfahren

Wir verwenden nun die Fixpunktiteration fiir die Losung linearer Gleichungssy-
steme. Es sei A € C"*" und b € C". Es gibt viele verschiedene Moglichkeiten,
das lineare Gleichungssystem

Ax=">
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in Fixpunktgestalt zu bringen, z.B. ist Ax = b dquivalent zu

x=®(x):=Ax—b+x=(A+I1)x—D.

Das folgende Lemma zeigt, wann eine solche affin-lineare Fixpunktgleichung die
Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt.

Lemma 3.4
Sei @ eine affin-lineare Abbildung

Q:C"—>C", Odx)=Tx+c, TeC"" ceC".

Sei ||-||, eine Norm auf dem C" und ||-||;; eine dazu vertrigliche Matrixnorm
auf dem C"". Ist ||T||,; < 1, so ist ® eine Kontraktion (und erfiillt damit die
Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes).

Beweis: Es gilt

[P(x) =P, = 1T =) ST Mg llx =l
fiir alle x,y € C". O

Bemerkung 3.5

Wenn die Fixpunktgleichung durch Aquivalenzumformung aus einem eindeutig
losbaren linearen Gleichungssystem hervorgegangen ist, so ist die Existenz ei-
nes eindeutigen Fixpunktes bereits garantiert. In diesem Fall kann man zeigen,
dass die Fixpunktiteration in Lemma 3.4 genau dann fiir alle Startwerte konver-
giert, wenn p(T) < 1, wobei p(T) der Spektralradius von T, d.h. der Betrag des
betragsgrofsiten Eigenwertes ist, siehe Aufgabe 10.1.

Unsere erste Idee einer Fixpunktform x = ®(x) := (A +I)x — b wird im Allge-
meinen nicht die benotigte Kontraktionseigenschaft besitzten, z.B. gilt fiir den
Trivialfall A = I in jeder Norm ||®(x) — D(y)|, =2 ||x—yl..

Wir betrachten deshalb den allgemeineren Ansatz, A = M — N in zwei Matrizen
M ,N € C"" zu zerlegen, wobei M invertierbar sei. Dann ist b = Ax = (M — N)x
dquivalent zur Fixpunktgleichung

x=®(x) =M ' (Nx+b).

Damit die Fixpunktiteration durchfiihrbar ist, sollte dabei M leicht invertierbar
sein. Gleichzeitig sollte der in N verbleibende Rest moglichst wenig sein, damit
eine Chance auf HM -IN H y < I besteht. In diesem Abschnitt betrachten wir die
folgenden zwei Moglichkeiten fiir die Wahl von M:
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* Gesamtschrittverfahren (Jacobi-Verfahren): M ist die aus den Diagonal-

eintragen von A bestehende Diagonalmatrix.

Ist x) = (xﬁ.k)> _, € C" die k-te Iterierte, so ergibt sich die (k+ 1)-te
J: AR ’n
Iterierte aus

KD = @ (x)) = =1 (Nx ) 4 b),

mit
all 0 0 0 alp ... djp
0 ajry ... 0 any 0 ... Ay
M= , N=-— ",
0 0 ... Qpp ap1 ap2 ... 0

d.h. komponentenweise durch

(1) _ 1 " g ®)
Xjpoo=_ bj—Zaﬂxl
Ji =1
1#]
Dies entspricht in jedem Schritt also gerade dem Aufiosen der j-ten Glei-
chung von Ax = b nach der j-ten Unbekannten x; und der Verwendung der
Niaherungen des letzten Schrittes fiir die bendtigten anderen Unbekannten.

Einzelschrittverfahren (GauB-Seidel-Verfahren): M ist die aus dem lin-

ken unteren Dreiecksanteil von A bestehende linke untere Dreiecksmatrix.

Ist x(K) = (x&”) - € C" die k-te Iterierte, so ergibt sich die (k+ 1)-te
j: 7"'7”

Iterierte aus

D= o (x 0y = =1 (Nx ) 4 b),

mit
all 0 0 0 alp ... dip
ay a»y ... 0 0 ... ayy
M= . ’ N=-— . )
ayl Ay ... Qup o o0 ... 0

also komponentenweise durch

j—1 n
xE.kH) = % <bj— Z ajlxl(k+1) — Z ajlxl(k)) . (3.1)
Ji I=1 I=j+1
Dies entspricht also in jedem Schritt wieder gerade dem Auflosen der j-
ten Gleichung von Ax = b nach der j-ten Unbekannten x;. Im Unterschied
zum Gesamtschrittverfahren werden aber fiir die anderen Unbekannten aber
schon die in diesem Schritt bereits erhaltenen neuen Ndherungen verwendet.



3.2. ZWEI EINFACHE ITERATIONSVERFAHREN

3.2.2 Konvergenz der Verfahren

Definition 3.6
Eine Matrix A € C"" heifst (zeilenweise) strikt-diagonaldominant, falls fiir jede
Zeile j=1,...,n gilt

n
jajjl > Y lajl.
=1
1#]
Satz 3.7
Ist A € C™" (zeilenweise) strikt-diagonaldominant, dann ist A invertierbar und

fiir jeden Startvektor x0) e konvergieren sowohl das Gesamt- als auch das
Einzelschrittverfahren gegen die eindeutige Losung von Ax = b.

Beweis: Da A (zeilenweise) strikt diagonaldominant ist, sind insbesondere die
Diagonalelemente von Null verschieden und damit ist (sowohl fiir das Gesamt-
als auch das Einzelschrittverfahren) M invertierbar. Ax = b ist also dquivalent zu
der Fixpunktgleichung x = ®(x) := M~ (Nx+ b) und die Invertierbarkeit folgt
aus der Existenz eines eindeutigen Fixpunktes. Wegen Lemma 3.4 geniigt es also
zu zeigen, dass eine mit einer Vektornorm vertriagliche Matrixnorm |||, existiert,
so dass HM‘lNHM <1

Gesamtschrittverfahren: Fiir die Zeilensummennorm von

a! 0 ... 0 0 ap ... an
T M-IN— 0 a;zl ... 0 a; 0 ... ayy
0 o ... a;nl a, ap ... 0

a2 dn

w3 A

— az az

gilt wegen der strikten Diagonaldominanz

7= max ¥ <
ayl =
l#/
Die Aussage ist also fiir das Gesamtschrittverfahren bewiesen.
Einzelschrittverfahren: Wir werden wiederum zeigen, dass || T||., < 1. Dazu ver-
wenden wir (siehe Beispiel 2.9)

17|, = [ax ITx][e
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Sei dafiir x € C" mit ||x||,, = 1. Wir miissen zeigen, dass fiir alle Komponenten
von y := Tx gilt |y;| < 1. Fiir diese gilt gemif (3.1):

n
( Zaﬂyz Z ajlxl)
a“

I=j+1

und damit

|aji
vl < @ (Zla]zl\yz|+ )y \aszXz|> SZ‘ _max{ly[,1}
ajj l J

l ]+1 " a]

< ma 1}
l:l,...,)]('fl{’y” !

Mit trivialer Induktion folgt daraus [y;| < I fiir alle j = 1,...,n und damit die
Aussage fiir das Einzelschrittverfahren. 0

Bemerkung 3.8

Es lassen sich sowohl Beispiele konstruieren, in denen das Einzelschrittverfahren
schneller als das Gesamtschrittverfahren konvergiert als auch umgekehrt. Intui-
tiv wird man dem Einzelschritt-Verfahren aber eher eine schnellere Konvergenz
zutrauen, da es in jedem Schritt schon die bereits berechneten wohl besseren
Ndherungen des aktuellen Schrittes verwendet statt der wohl schlechteren Ni-
herungen des letzten Schrittes. Tatsdchlich wird deshalb in der Praxis meist das
Einzelschritt-Verfahren bevorzugt.
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Kapitel 4

Nichtlineare Gleichungen

In diesem Kapitel untersuchen wir Losungsalgorithmen fiir nicht-lineare Glei-
chungen. Dabei beschrinken wir uns auf reelle Probleme. Komplexe Problem-
stellungen lassen sich mit der Identifikation C* = R?" darauf zuriickfiihren.

4.1 Fixpunktiterationen

4.1.1 Konvergenz von Fixpunktverfahren

In Beispiel 3.3 haben wir (durch Abschitzung der Ableitung des Cosinus) ge-
sehen, dass der Cosinus eine kontrahierende Selbstabbildung auf [0, 1] ist und
deshalb die nichlineare Fixpunktiteration

x4 .= CID(x(k)) .= cosx®
fiir jeden Startwert x(*) € [0, 1] gegen den Fixpunkt
0.739 ~ £ = cos(x) € [0,1]

konvergiert.

Das Beispiel ldsst sich auf allgemeine, mehr-dimensionale, nicht-lineare Funktio-
nen iibertragen. Dazu erinnern wir an den wichtigen Mittelwertsatz der Differen-
tialrechnung im R":

Lemma 4.1 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
d: P(®) — R™ sei eine auf einer offenen Menge 2(®) C R” definierte, stetig
differenzierbare Funktion.
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Seien x,y € R" Punkte, deren Verbindungsstrecke in 9(®) liegt, also
x+t(y—x) € 2(®) fiirallet €[0,1].

Dann gilt
0() - @) = [ @/t
wobei @' : P(P) — R™*" die totale Ableitung (Jacobi-Matrix) von ® bezeichnet.
Beweis: Betrachte die Funktion
00,1l =R",  f(t) :=D(x+1(y—x)).
f ist stetig differenzierbar und die Ableitung f”: [0,1] — R™ ist

f1(t) = (x+1(y—x))(y—x).

Mit
@) -0 = (1) -5 = [ 0
- /Olq>/(x+t<y—x))(y—x)dt
folgt daher die Behauptung. 0
Definition 4.2

Eine Menge K C R" heifst konvex, falls fiir jedes Paar von Punkten x,y € K die
Verbindungsstrecke in K liegt, also

x+t(y—x) €K fiirallex,y€ K, t€[0,1].
Wir zeigen nun unter welchen Voraussetzungen, die Fixpunktiteration global oder
lokal konvergiert. Fiir die folgenden beiden Sitze sei stets
d: () - R"
eine auf einer offenen Menge Z(®) C R” definierte, stetig differenzierbare Funk-

tion, ||-||, sei eine Norm auf dem R”, und ||-||,, sei eine dazu vertragliche Ma-
trixnorm auf dem R"*".
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Satz 4.3
K C 9(®) sei abgeschlossen und konvex. Auflerdem gelte ®(K) C K. Existiert ein
0<g<1mit

D' ()|, <q VxeK,
so ist P eine kontrahierende Selbstabbildung auf K. Insbesondere besitzt dann ®
genau einen Fixpunkt X in K und die Fixpunktiteration

XKD = @ (x))
konvergiert fiir jeden Startwert x0 ek gegen X.

Beweis: Seien x,y € K. Aus dem Mittelwertsatz der Differentialgleichung Lem-
ma 4.1 folgt

[00) - @l = | [ @trlr-0)06 -0

*

1
< /O | (x+1(y—2)) (v =) |, dr

1
< [ @t sr=)y Iy o

<qlly—xll,
und damit die Behauptung. U

Beispiel 4.4
Betrachte

o ) ([ @i(x1,x2)\ . [cosxa—Th
®: R R, CID(x)—(cpz(xhxz) = (0

D ist eine Selbstabbildung auf der offensichtlich abgeschlossenen und konvexen
Menge [0,1)%, denn fiir alle x1,x; € [0,1)? gilt

X1 X
1> _ > 1)——>0
> Ccosxp 1O_cos() 02
1 >cosx; >0,

also ®(]0,1]%) C [0,1]%
Aufserdem ist O eine Kontraktion bzgl. der ||-||..-Norm, denn fiir alle Vektoren

x = (x1,x)7 €0,1]? ist
AT ) 1 .
(& %) | - (s, )
Ixi In/ e !
=max{1/10+sin(xy),sin(x;)}
< 1/10+sin(1) <0.95 < 1.

|2 (x)

[eo)
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Nach Satz 4.3 existiert also genau ein Fixpunkt % = (%1,%)" in [0,1)? und die
Fixpunktiteration

(k+1) (k) (k)
X cosx, ' —x; /10
( %k+1)> =x*) = o(xM) = ( 2 (kl) / )

X2 COSXl

konvergiert fiir jeden Startwert x\0) = (xgo),xéo))T € [0,1)? gegen .

Satz 4.5
Ist £ € 9 (D) ein Fixpunkt von ® und gilt
1L @)l <1,

dann existiert eine abgeschlossene Kugel K = B¢(%) C 2(®) um %, € > 0, so-
dass ® auf K eine kontrahierende Selbstabbildung ist. Insbesondere ist also X der
einzige Fixpunkt in K und die Fixpunktiteration

x4 = CID(x(k))
konvergiert fiir jeden Startwert X0 ek gegen X.

Beweis: Sei ¢ > 0 so, dass |®'(£)||,, < g < 1. Da Z(®) offen ist und P’ stetig,
existiert ein € > 0, so dass fiir die abgeschlossene Kugel K := B¢ (%) gilt

KC2(®) und |®'(x)]|,<q firalexek.

Aus dem Mittelwertsatz der Differentialgleichung erhalten wir wieder
[@(x) — £l = [ P(x) = PE)[[ < g llx— %],
und damit ®(x) € K fiir alle x € K. Damit folgt die Behauptung aus Satz 4.3. [

Bemerkung 4.6

Satz 4.5 garantiert, dass das iterative Verfahren (hier: die Fixpunktiteration) den
gesuchten Punkt X (hier: den Fixpunkt) findet, wenn der Startwert hinreichend
nahe am gesuchten Punkt liegt. Diese Eigenschaft nennt man auch lokale Konver-
genz.

Im Gegensatz dazu spricht man von globaler Konvergenz, wenn das Verfahren
fiir alle Startwerte x©) € R" (oder zumindest fiir alle Startwerte in einer a-priori
bekannten Menge) gilt.
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Beispiel 4.7 (Das Heron-Verfahren)
Wir betrachten die Berechnung der Quadratwurzel einer positiven Zahl a > 0.

Offensichtlich ist fiir x > 0 die Gleichung x> = a équivalent zu der Fixpunktglei-

chung
1
x=5 (x—|— g) =:P(x)

(siehe auch Beispiel 4.10 und Abschnitt ?? zur Motivation gerade dieser Fixpunkt-
form).

Es ist @/ (x) = § (1 — )%) Am Fixpunkt £ := +/a gilt also ®'(X) = 0. Nach Satz
4.5 konvergiert also die Fixpunktiteration (das sogenannte Heron-Verfahren)

1 a
x(k+1) = 5 (X(k) + @) “4.1)

lokal gegen +/a.
Man kann zeigen (siehe Ubungsaufgabe 13.3), dass die Fixpunktiteration tatscich-
lich fiir jeden Startwert x©) € (0,00) gegen \/a konvergiert.

4.1.2 Konvergenzgeschwindigkeit
Sind die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes mit einer Kontrakti-

onskonstante g < 1 erfiillt, so gilt fiir den Fehler der k-ten Iterierten der Fixpunk-
titeration (nach der a-priori Abschitzung aus Satz 3.1)

=

R

Wir erwarten also, dass die Anzahl der korrekten Dezimalstellen in x*) linear mit
der Iterationszahl wichst, z.B. eine korrekte Stelle pro Iteration fiir ¢ = 1/10 oder
eine korrekte Stelle pro 3.3 Schritte fiir g = 1/2 (da 0.5%3 ~ 0.1).

Erfiillt eine gegen X konvergente Folge sogar

Y

Hx(k+1) 3

gCHfo)—)e !

mit einem C > 0 und p > 1 so erwarten wir eine ver-p-fachung der Anzahl der
korrekten Stellen in jedem Iterationsschritt. Dies motiviert:

Definition und Satz 4.8
(a) Fiir eine reelle nichtnegative Nullfolge (& )ren heifit

. 1/k
K:= l1msup£k/
k—ro0

asymptotischer Konvergenzfaktor. Die Folge (&;)ien heif3t
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* linear konvergent fiir 0 < k < 1,
* sublinear konvergent fiir Kk =1,

* superlinear konvergent fiir k = 0.
(b) Existieren fiir eine reelle nichtnegative Nullfolge C > 0 und p > 1, so dass
&1 < Celf fiir hinreichend grofie k € N

dann konvergiert die Folge superlinear. p heifst Konvergenzordnung der Fol-
ge.

(c) Fiir eine gegen X konvergente Folge (x(k))keN C R" verwenden wir die ent-
sprechenden Bezeichnungen, wenn sie fiir die Fehlerfolge

zutreffen. (Offenbar ist wegen der Aquivalenz aller Normen auf dem R" diese
Bezeichnung unabhdngig von der gewdhlten Norm.)

Beweis: Wir zeigen, dass eine Folge mit Konvergenzordnung p > 1 superlinear
konvergiert. Sei (& )ren eine Folge mit Konvergenzordnung p > 1, d.h. es existie-
re ein C > 0, so dass

g+1 < Cel  fiir hinreichend groBe k € N.

O.B.d.A. sei auch g # 0 fiir hinreichend groBle k € N, da ansonsten & = 0 fiir

alle hinreichend groBen k € N gilt und daraus trivialerweise limsup;_,, 8]: )

folgt.

Sei § > 0. Da g — 0 konvergiert, ist fiir hinreichend groBe k € N, Ce/ <.
Insgesamt existiert also ein K € N, so dass fiir alle k > K

& #0, &1 <Ceg und Ce,f_' )
und daher 8"8—:1 < Ce,‘i7 -1 < 0 gilt. Hieraus folgt dann aber, dass fiir alle k > K

& &— EK+1 _ Ex
k k-1 +8 <5k KSK: 6k.

ke Er—1 &2 &k K= 5K
Somit ist » e e
hznjoljp g'" < ligf:p <5_K 5k> =9.
Da dies fiir alle 6 > 0 gilt, folgt dass limsup;_,, skl/k =0. 0
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4.1. FIXPUNKTITERATIONEN

Auf dem Banachschen Fixpunktsatz beruhende Verfahren konvergieren wie oben
skizziert im Allgemeinen linear mit Konvergenzfaktor g. Wir zeigen aber eine
Verschirfung der eindimensionalen Version von Satz 4.5:

Satz 4.9
D : P(P) — R sei eine auf einer offenen Menge 2(®) C R definierte, p-mal
stetig differenzierbare Funktion, p > 2.

(a) Ist X € P(P) ein Fixpunkt von ® und gilt

ar—1o(%)
—d () — _
0=9'(%)=...= pE

dann ist die Fixpunktiteration xlktD) — CID(x(k)) lokal superlinear konvergent
gegen X und die Konvergenzordnung ist mindestens p.

(b) Ist zusdtzlich zu (a)
v
T 2E #0,

dann ist die Konvergenzordnung genau p.

Beweis: Nach Satz 4.5 konvergiert die Fixpunktiteration fiir alle Startwerte aus
einer abgeschlossenen Kugel K = Bg(X).

Fiir jedes 1) € K und die dazugehorige Fixpunktiterationsfolge x®) erhalten wir
durch Taylorentwicklung

P11 didb(x i P (& k)
D) Z (b)) — ()1 Y LLPE) (x—5)'+ L dPe(E™) (x4 ,e)"

=i dx p!  dxP
<1 dp¢(§(k)) k) 2\’
=X+ _'T (x —)C) y

mit einer Zwischenstelle &*) zwischen x*) und £.

(a) Mit C := [% SUpg ek “’pj;ﬁ?) ‘ folgt, dass

KD — 2| < C|x®) — 2|7
Die Konvergenzordnung ist also mindestens p.

(b) Wiire die Konvergenzordnung g mit ¢ > p, so wiirde ein C’ > 0 existieren mit

D g < x®) — 2|9 fiir fast alle k € N
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KAPITEL 4. NICHTLINEARE GLEICHUNGEN

und damit
|x(k+1) _ )e|

P23 o gpar o,

| _x(k) — _x'\lp - | |
Da x¥) — %, konvergieren aber auch die Zwischenstellen é(k) — X und wegen
% (%) # 0 und der Stetigkeit von ‘577? existiert daher ein ¢ > 0, sodass fiir

fast alle k € N
1

p!
Damit folgt, dass fiir fast alle k € N

(k)
r(EW)|
dxP -

|x(k+1) —)?|

_ >
x® _gp =

was der obigen Folgerung aus einer Konvergenzordnung g > p widerspricht.
Die Konvergenzordnung kann also nicht groB8er als p sein. UJ

Beispiel 4.10
Fiir das Heron-Verfahren aus Beispiel 4.7 gilt

D' (%) =0#£D"(%).

Das Heron-Verfahren konvergiert also genau quadratisch.

4.2 Nulistellenbestimmung reeller Funktionen

Wir betrachten jetzt das Problem, die Nullstelle einer reellen Funktion
f:la,b) = R

(b > a) zu finden.

4.2.1 Intervallhalbierungsverfahren

Wir beginnen mit einem sehr einfachen, aber global konvergenten Verfahren, dem
Intervallhalbierungs- oder Bisektionsverfahren. Ist f stetig und erfiillt f(a) < 0
und f(b) > 0, so muss nach dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen min-
destens eine Nullstelle £ € (a,b) von f existieren. Wir halbieren das Intervall und
betrachten f (#) Ist f (#) > 0, so muss eine Nullstelle in der vorderen Hilfte
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liegen und wir fahren mit dem Intervall [a, 432] fort. Ist f(%t2

) <0, so muss eine
Nullstelle in der hinteren Hélfte liegen und wir fahren mit dem Intervall [%ib?b]
fort. In jedem Schritt ergibt sich also eine Halbierung des Intervalls und wir kon-
nen auf diese Art und Weise eine Nullstelle mit beliebiger Genauigkeit approxi-

mieren. Analoges gilt natiirlich auch fiir f(a) > 0 und f(b) < 0.

Algorithm 8 Intervallhalbierungsverfahren
Gegeben a,b € R, b > a und stetiges f : [a,b] — R mit f(a)f(b) <0
Ya:= f(a), yb := f(b)

repeat
c:= 4 ye:=f (457)
if y. = 0 then
break and return c
end if
if y,y. <0 then
b:=c;yp:=Yy¢
else
a:=¢C;¥Vq = Y¢
end if

until » — a hinreichend klein
return |a,b]

Satz 4.11
Seien a,b € R, b > a, f: [a,b] — R stetig und f(a)f(b) < O. [ax,by| sei das
Ergebnis von k Schleifendurchldufen in Algorithmus 8.

Dann konvergiert (ay)ren monton wachsend und mit linearer Geschwindigkeit
gegen eine Nullstelle £ von f. (by)ren konvergiert linear und monoton fallend
gegen X und X € [ay, by fiir alle k € N.

Beweis: Nach Konstruktion ist (a)ren monoton wachsend, (by)ren monoton
fallend und es gilt a; < b; fiir alle k,/ € N. Insbesondere ist (ag)ren also be-
schriankt und besitzt damit einen Grenzwert X. Aus a; < by fiir alle k,/ € N folgt
X € [ag, by] fiir alle k € N.

Nach Konstruktion gilt auBerdem by — ay = 27%(b —a) — 0. (by)ren konvergiert
also ebenfalls gegen £ und die Konvergenzgeschwindigkeit ist fiir beide Folgen
linear.

SchlieBlich enthilt wegen dem Zwischenwertsatz jedes Intervall [a, by] eine Null-
stelle x; von f. Da a; — X, b — X, konvergiert auch die Folge dieser Nullstellen
(xx)ken gegen £ und aus der Stetigkeit von f folgt f(£) = 0. O
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4.2.2 Das Newton-Verfahren

Um ein superlinear konvergentes Verfahren zu entwickeln, versuchen wir geméf
Satz 4.9 die Nullstellenaufgabe

fx)=0
auf Fixpunktgestalt zu transformieren
P(x) =x

mit ®'(£) = 0 an der Nullstelle £ von f.

Wir machen den Ansatz
D(x) :=x+ f(x)g(x)

mit einer noch zu bestimmenden Funktion g(x). Fiir g(x) # 0 gilt dann
fX)=0 & x=x+f(x)gx) =)
Die Forderung @' (&) = 0 fiihrt auf

0= ®'(%) =1+ f(§)g(®) + f(D)g' (%),

also g(£) = —%. Eine naheliegende Wahl ist also
1 f()
gx)=———, dh PDx):=x— .
ANIE) =)

Die zugehorige Fixpunktiteration

S ()

T )

heillt Newton-Verfahren.

Bemerkung 4.12
Wir geben noch eine weitere Motivation fiir das Newton-Verfahren. Ersetzen wir in

der Nullstellenaufgabe f(x) = 0 die nicht-lineare Funktion f(x) durch ihr lineares
Taylorpolynom um unsere aktuelle Iterierte xy, so erhalten wir

0= F(x) & £x) + f (ue) (x = x).

Offensichtlich ist die nichste Newton-Iterierte gerade die Nullstelle dieser linea-
ren Approximation (vgl. die in der Vorlesung gemalte Skizze).

90



4.2. NULLSTELLENBESTIMMUNG REELLER FUNKTIONEN

Satz 4.13
f € C3(a,b) besitze eine Nullstelle % € (a,b) mit

f®)=0 und f'(£)#£0.

Dann konvergiert das Newton-Verfahren lokal (mindestens) quadratisch gegen die
Nullstelle X.

Beweis: Da f stetig ist und f'(£) # O existiert eine Umgebung von £, in der
f'(x) # 0 gilt. Auf dieser Umgebung ist die Nullstellenaufgabe f(x) = 0 dquiva-
lent zur Fixpunktaufgabe ®(x) = x mit ®(x) := x — f(x)/f'(x). Aus f € C? und
f(x) # 0 folgt ® € C?, d(%) = £ und ' (%) = 0. Die Behauptung folgt damit aus
Satz 4.9. O

Beispiel 4.14
(a) Die Berechnung der Quadratwurzel einer Zahl a > 0 konnen wir als Nullstel-
lenaufgabe schreiben

Das Newton-Verfahren lautet

fla) x,%—a_l( a))

X1 -:xk—m—xk— e 2 xk+x_k

das ist also das schon bekannte (sogar global fiir alle xo > 0) quadratisch
konvergente Heron-Verfahren.

(b) Fiir das Nullstellenproblem

flx) = \/x2x—+1 Lo.

ist
1 2
21l (2132 (241)3/2

und es ergibt sich als Newton-Iteration

Sl
I (xk)

Fiir jeden Startwert xy € (—1,1) konvergiert das Newton-Verfahren also (so-
gar kubisch) gegen das Minimum X = 0.

flx) =

:xk—xk(x,%—i— 1) = —x,z.

Xk+1 = Xk

Fiir |xo| > 1 divergieren die Iterierten jedoch. Fiir |xo| > 1 gehen sie betrags-
mdfig gegen unendlich und fiir |xo| = 1 alternieren sie zwischen —1 und 1.

91



KAPITEL 4. NICHTLINEARE GLEICHUNGEN

Bemerkung 4.15 (Das mehrdimensionale Newton-Verfahren)
Wir betrachten nun die mehrdimensionale Nullstellenaufgabe F (x) = 0, wobei

F:R'"—-R"

eine stetig differenzierbare Funktion mit Nullstelle X € R" sei.

Analog Bemerkung 4.12 konnen wir die nicht-lineare Funktion durch ihr lineares
Taylorpolynom um unsere aktuelle Iterierte x®) ersetzen und erhalten

0= F(x) & F(x®) 4 F/(x®) (x—x0)
mit der Jacobi-Matrix F'(x®)) € R™ ",
So erhalten wir die Iterationsvorschrift
XKD = 0 B () =1 (00
bzw.
D= X0 g0 wobei ) das LGS F!(x®)h®) = —F (x0) 1551,

Im Rahmen der Vorlesung Optimierung und inverse Probleme im Sommerseme-
ster 2024 werden wir zeigen, dass das mehrdimensionale Newton-Verfahren lokal
superlinear konvergiert, falls die Jacobi-Matrix F (%) invertierbar ist. Ist F' zu-
sdtzlich Lipschitz-stetig in einer Umgebung von X, dann konvergiert das Newton-
Verfahren sogar quadratisch (vgl. auch Ubungsaufgabe 13.4 fiir ein numerisches
Beispiel). Das entsprechende Resultat gilt auch fiir n = 1 und zeigt, dass Satz 4.13
auch unter der schwiichen Voraussetzung gilt, dass f' in einer Umgebung von £
Lipschitz-stetig ist.
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Kapitel 5

Splineinterpolation

5.1 Motivation und Definition

Zum Abschluss der Vorlesung gehen wir nocheinmal auf die Interpolationsauf-
gabe aus Abschnitt 1.3 ein. Gegeben sei in diesem Kapitel stets ein nichtleeres
Intervall [a,b] C R, a,b € R und ein Gitter aus m + 1 paarweise verschiedenen,
aufsteigend angeordneten Knoten

A= {x0,X1,...,Xm} C [a,D], a=xg<x1<...<xp=h.

Gesucht ist eine Funktion
¢: la,b] = R,

die vorgegebene Werte y; € R, i = 0,...,m+ 1 auf diesem Gitter auf moglichst
»gute” Art und Weise interpoliert, also

(P(xi) =yi Vi€ {O,l,,..ﬂ%}.

Kfriterien fiir eine ,,gute” Interpolation sind dabei:

(a) @ sollte eine moglichst glatte Funktion sein.

(b) Sind die Werte y; aus Auswertung einer glatten Funktion f : [a,b] — R ent-
standen, so sollte die interpolierenden Funktion ¢ fiir m — o gegen die ur-
spriingliche Funktion f konvergieren.

Das sind keine mathematisch prizisen Kriterien. Die Eigenschaft ,,glatt” in (a)

kann z.B. einen hohen Grad an Differenzierbarkeit, aber auch geringe Steigung
oder Kriimmung bedeuten. Der Konvergenzbegriff von Funktionen in (b) héngt
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von der verwendeten Topologie ab, z.B. punktweise, gleichmiBig, bzgl. der Norm
[l 2 ete.

In Abschnitt 1.3 haben wir gesehen, dass die Interpolationsaufgabe stets durch
ein Polynom ¢ € II,, gelost werden kann, dieses aber fiir gro3e m immer stérke
Oszillationen aufweist und damit keinen gute Approximationseigenschaften im
Sinne von (b) besitzt.

Wie im Kapitel tiber numerische Quadratur ersetzen wir deshalb das Polynom
durch ein stiickweises Polynom. Die Polynomstiicke sollen dabei jedoch jetzt
moglichst glatt zueinander passen:

Definition 5.1
Ein Spline vom Grad n € Ny ist eine Funktion s : (a,b] — R mit den Eigenschaften

(a) Auf jedem Intervall (x;—1,x;), i =1,...,mist s ein Polynom n-ten Grades.
(b) s € C"((a,b])
Fiir n > 0 identifizieren wir s auch mit seiner stetigen Fortsetzung

s: [a,b] = R.

Die Menge aller solchen Splines bezeichnen wir mit S, 5. Offensichtlich ist S, A
ein Vektorraum und es gilt I1,, C S, A. sowie

SESur1a < s E€Sua (REN).
Beispiel 5.2

(a) Son ist der Raum aller stiickweiser konstanter Funktionen

m
s() =Y vixi(x) mity; €R,i=1,...m,
i—=1

wobei ( ]
L fiir x € (xi—1,x;
Xi(x) = X(xi_1,x] (x) - { 0 sonst

die charakteristische Funktion des i-ten Intervalls ist.

Mit dieser Darstellung gilt
s(x) =y, firi=1,...,m.

Ein so konstruierter Spline O-ter Ordnung erfiillt also die Interpolationsauf-
gabe in allen Knoten bis auf a = xy.
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(b) (vgl. die in der Vorlesung gemalten Skizzen)

S1a ist der Raum aller stiickweise linearer Funktionen
m
s(x) = Zy,-A,'(x) mity;€ R, i=0,...m,
i=0

wobei A; diejenige auf A stiickweise lineare Funktion ist mit Ai(x;) = &;j,
i,j=0,...,m (Hutfunktion).

Mit dieser Darstellung gilt
s(x) =yi, fiiri=0,...,m.

Ein so konstruierter Spline 1-ter Ordnung erfiillt also die Interpolationsauf-
gabe in allen m+ 1 Knoten.

Lemma 5.3
Die Dimension von S,  ist n+ m.

Beweis: Wir fiihren den Beweis durch Induktion iiber n € Ny. Aus Beispiel 5.2(a)
folgt dim(Sp.a) = m und dim(S; o) = m+ 1. Fiir den Induktionsschritt n — n+ 1

sei (S1,...,Smtn) eine Basis von S, A fiireinn > 1.
Seien (§1,...,5n+n) Stammfunktionen von (s1,...Sy,1,). Fir jedes s € S, A gilt
s’ € S, a. Es existieren also Ai,..., A4, € R mit

m—+n m-+n !
s'(x) = ; Aisi(x), also (s(x) — Z 7L,'s~i(x)> =0.

s(x) — Y 4,5;(x) ist also konstant, etwa A € R. Damit ist
m+n
s=A1(x)+ Z AiSi(x),
i=1
d.h. (1,51, ...,8m+n) ist ein Erzeugendensystem von Sy 1 A.
Zum Beweise der linearen Unabhingigkeit sei
m+n

A1(x)+ Y Aisi(x) =0 Vx€ [a,b].
i=1

Dann folgt durch Ableiten Y7 A;s;(x) = 0. Aus der linearen Unabhéngigkeit der
s; ergibt sichdann A; =0,i=1,...,m+n und damit auch A = 0. O
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5.2 Konstruktion kubischer Splines

In der Praxis weit verbreitet ist die Interpolation durch kubische Splines. Auf ei-
nem Gitter mit m + 1 Punkten besitzen diese m + 3 Freiheitsgrade, wovon nur
m—+ 1 durch die Interpolationbedingungen festgelegt sind.

Definition 5.4
Ein kubischer Spline s € S 3 der die Interpolationsaufgabe s(x;) =y;, i=0,...,m
erfiillt heifst

(a) vollstindig interpolierend, falls s’ (xo) =y, und s' (x,,) =y, zu zwei zusditzlich
g p Yo Ym
vorgegebenen Werten y(,y,, € R gilt.

(b) natiirlich, falls s" (xg) = 0 =s" (x;).
(c) periodisch, falls s'(xg) = s' (xm) und s (xo) = 5" ().
Fiir die Untersuchung von Existenz und Eindeutigkeit, aber auch zur numerischen

Berechnung ist folgende Uberlegung niitzlich. Dabei bezeichne im Folgenden
stets h; :=x;—x;_1,i=1,...,m

Lemma 5.5
(a) Seis € Sp3. Mit den Bezeichnungenl

sii=s(x;), sii=5(x), %i=s5"(x) (i=0,...,m)
gilt fiir alle x € [x;_1,x;], i=1,...,m

—x:)2 . )3
() = si - 80r— ) + 7 Zx’) + 2 & 6x’) 5.1)

(b) Seien si,s},y; € R (i =0,...,m) gegeben. Die abschnittsweise auf (x;_1,x;]
durch (5.1) definierte Funktion s : (a,b] — R ist genau dann ein kubischer
Spline mit

s(xi)=si, s'(x)=si, und ' (x))=vy fiirallei=0,...,m,

falls fiir alle i € {0,...,m—1}

1 1
Si = Si+1 —S§+1hi+1+§%+1h12+1+g7’ihi2+1, (5.2)
1 1
Si = Sis1 — 5 Virthivr = S Yihigr. (5.3)

IDie ¥, werden eine besondere Rolle spielen. Sie heien auch Momente des kubischen Splines.
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Beweis: (a) s” ist auf [x;_1,x;] ein lineares Polynom mit Randwerten s”(x;) = ¥
und s” (x;i—1) = %—1.

Definiere f : [x;_1,x;] — R durch die rechte Seite von (5.1). Dann ist fiir alle

X € [xi—1,x;]

Yi—Yi-1
h;

(X—Xl'),

fx)=n+
also ist f” ebenfalls ein lineares Polynom und es gilt
fx)=y=s"(x) und f(xi1) = %1 =5"(xi1).

Da lineare Polynome durch ihre Randwerte eindeutig festgelegt sind, gilt
s"(x) = f"(x) fiir alle x € [x;_1,xi].

Da auBerdem f'(x;) = s} = s'(x;) und f(x;) = s; = s(x;), folgt, dass

Flx)= / P i+ f () = / ") di 45 (x) = o/ (x) fiir alle x € [x;_y,x1],
und damit

flx)= /:f’(t)dt—l—f(x,-) = /:s’(t)dt—l—s(xi) = s(x) furalle x € [x;_1,x;].

(b) s ist auf jedem Teilintervall (x;_p,x;] ein Polynom dritten Grades, so dass s
genau dann ein kubischer Spline ist, wenn s € C?([a,b]) und dieses ist genau
dann erfiillt, wenn fiirallei =1,...,m—1

lim s(x) = s(x;) = lim s(x)
X=X, x—>xi+

lim s'(x) = s'(x;) = lim 5'(x)

X—=X; x—>x;r
lim s”(x) = s"(x;) = lim 5" (x)
x%xif x—>x;F

Aus (5.1) auf (x;_1,x;] erhalten wir fiir alle i € {1,...,m}, dass

s(x;) = lim s(x) =s;, () = lim §'(x) =}, §"(x;) = lim s"(x) =}
X—x; X=X, X—X;
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und aus (5.1) auf (x;,x;41] folgt dass fiir alle i € {0,...,m— 1}

h2 k3

, / i1 Vi1l — Vi
lim s(x) = 541 — ;4 1hip1 + Vi1 - l
x—x; 2 hi+1 6

1 1
= Sip1 — Siyhiv1 + §7’i+1hi2+1 + gi’ihgﬂ

1 — oy 2 1 1
Yirr =¥l S — E?’i+1hi+1 - E%hiﬂ

lim s'(x) = s}, | — Vit rhip1 +

x—>x;r hi+1 2
. i+1 —Yi
lim s"(x) =Y%Y+1— Vit %hi—l—l =Y%.
x—>xiJr hi+1
Durch Verwendung dieser Formeln fiir i € {1,...,m — 1} folgt, dass eine ab-

schnittsweise durch (5.1) definierte Funktion genau dann ein kubischer Spline
ist, falls (5.2) und (5.3) fur alle i € {1,...,m — 1} gelten. Dieser erfiillt dann
offenbar auch fiirallei=1,...,m—1

s(xi) =si, §s(x)=st, und (%) =7 (5.4)

Durch Verwendung der obigen Formeln fiir i = m bzw. i = 0 folgt aulerdem,
dass (5.4) immer auch fiir i = m erfiillt ist, und dass (5.4) fiir den Fall i =0
dquivalent ist zur Giiltigkeit von (5.2) und (5.3) fiiri = 0. ]

Wir zeigen wie sich damit konstruktiv die eindeutige Existenz eines interpolie-
renden natiirlichen kubischen Splines zeigen ldsst. Die Untersuchung der anderen
Varianten geht dhnlich, siehe z.B. [Hanke].

Satz 5.6

Seiens; € R (i=0,...,m). Es existiert genau ein die Werte (x;,s;) interpolierender
natiirlicher kubischer Spline, also

SESaz  mits(x)=s;, i=0,....m, s"(x0)=0=s"(xp).
s : [a,b] — R ist gegeben durch

(x—x;)? n %— %1 (x—x)°
2 h; 6
Dabei ist p = 0 = ¥, und der Vektor (y1,...,Ym-1) € R™ ! st das eindeutig

losbare LGS

s(x) =i+ s (x—x;) + 7 Vx € [xi1,X;).

2(hy +hy) ho 0 7 d,
1 ho 2(hp+h3) . Y2 B d>
6 . B 1 : : ’
0 1 2(hm_1 + hm) Yin—1 dm—1
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wobei

Siv1—Si  Si—Si—1 )
d; == Lt i=1,....m—1.
hit1 h;

Die s sind gegeben durch

;o Si— S h; h;
s; = I —l-'}’i_lg—FYi?,

i=1,....m. (5.6)

Beweis: Die Matrix des LGS ist offensichtlich strikt diagonaldominant und damit
das LGS nach Satz 3.7 eindeutig losbar.

Sei s € Sy 3 ein die Werte (x;, s;) interpolierender natiirlicher kubischer Spline und
wie in Lemma 5.5 bezeichne s; = s(x;), s} := s'(x;) und % := 5" (x;) (1 =0,...,m).
Aus (5.2) in Lemma 5.5 folgt firi =1,...,m—1

5 . P ]’l h h
i+1 i i i—1 / %%_%l'yi_‘_l_s;—k—l%_l‘F

hi
6 ’yl

3

hit no T
und zusammen mit (5.3) folgt

_Sikl —Si 8 —Si-1

hici  h
hivr i hivi  hip hi

h;
=5 1 + Ty VT T i Tl + 6 -1 + 3

1
=% (hiYie1 +2(hi + hig1)Yi + hig1Yi1) -

dii

Die y,i=1,...,m—1, 16sen also das eindeutige 16sbare LGS (5.5). Die behaup-
tete Gestalt der s} folgt aus (5.2). Damit ist auch gezeigt jeder interpolierender
natiirliche kubischer Spline dieselben 7, s; und s; besitzen muss, es kann also
nach Lemma 5.5 hochstens einen interpolierenden natiirlichen kubischen Spline
geben.

Durch die Interpolationsbedingungen zusammen mit den beiden Randbedingun-
gen 5" (xg) = 0 = s”(x,,) sind m + 3 lineare Gleichungen fiir s aus dem m + 3-
dimensionalen Vektorraum Su 3 gegeben. Fiir ein lineares Gleichungsystem mit
gleicher Anzahl Unbekannte wie Gleichungen folgt die Losbarkeit aus der Ein-
deutigkeit, so dass damit auch die Existenz eines interpolierenden natiirlichen ku-
bischen Splines bewiesen ist. U

Wir zeigen noch, dass der natiirliche kubische Spline die zu interpolierenden
Punkte durch eine Funktion mit (in gewissem Sinne) geringster Kriimmung ver-
bindet:
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KAPITEL 5. SPLINEINTERPOLATION

Satz 5.7
Seieny; € R, i =0,...,m. Sei s € Sp 3 der die Werte (xi,yi) interpolierende na-
tiirliche kubische Spline und sei f € C*([a,b]) irgendeine andere Funktion die
ebenfalls die Interpolationsaufgabe f(x;) =y, i =0,...,m erfiillt. Dann gilt

s 20y < If

Dabei bezeichnet fiir eine Funktion g € C(|a,b)) (hier: g =" und g = f”)

1/2
el = ([ le)Par)

die zum Skalarprodukt aus Bemerkung 1.18 und Blatt 4, Aufgabe 2 (mit Gewichts-
funktion w(x) = 1) zugehdorige Norm.

"]

L?([a,0])

Beweis: Im diesem Beweis bezeichne ||| stets die L2-Norm ||- | 12(la,p])- Wir wer-
den zeigen, dass bzgl. des L*>-Skalarproduktes s” L f” —s" gilt, also

b
/ S//(f// _S//) dt — O
a

Damit folgt dann die Behauptung aus
Hf//H2: H ”+SNH | "o // ’ +2/ " )S”dt—l—HS”Hz
= ="+ 1" = 15"

Durch partielle Integration erhalten wir, dass

b
/a "dt = lzi/m (f"—s"

m
Zsll x[ 1 Z/ /// l

=1

~.

Ein Teleskopsummenargument zeigt, dass fiir den ersten Summanden gilt
Y (=R =5"B)(f (B) = 5'(b)) — 5" (@) (f (a) =5 (@) =0,
i=1

wobei wir s”(b) = 0 = 5" (a) ausgenutzt haben. Fiir den zweiten Summanden ver-
wenden wir dass s” auf (x;_1,x;) konstant ist und erhalten aus f(x;) = s(x;), dass

Xi
/x s —sdt =" (xifl,xi)(f_s) 5 = 0.
i—1

Insgesamt ist also | f s"(f" —s")dr = 0 gezeigt und damit die Behauptung bewie-
sen. UJ
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