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Kapitel 1

Gewohnliche
Differentialgleichungen

Eine Differentialgleichung ist eine Gleichung, die eine unbekannte Funktion zu-
sammen mit ihren Ableitungen enthilt. In diesem Kapitel beschiftigen wir uns
mit der Losung sogenannter gewohnlicher Differentialgleichungen (engl.: ordina-
ry differential equations, ODE), bei denen die gesuchte Funktion nur von einer
reellwertigen Variablen abhingt, sodass sich alle in der Differentialgleichung vor-
kommenden Ableitungen auf dieselbe Variable beziehen.

1.1 Einfiithrung und Beispiele

Wir beginnen mit einigen einfithrenden Beispielen und Anwendungen von Diffe-
rentialgleichungen.

1.1.1 Einfache Beispiele und elementare Begriffe

Beispiel 1.1
(a) Betrachte die Differentialgleichung

Y (x)=0 (kurz:y =0),
d.h. gesucht ist eine differenzierbare Funktion
y:R—=R,y:x—ykx) mit yx)=0 VxeR.
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 Spezielle Losungen sind z.B.:
y() =0, ylx)=1, ykx)=-37,

* Die allgemeine Losung ist y(x) = C, C € R, d.h. man kann zeigen,
dass jede solche Funktion die DGL lost und jede Losung in dieser
Form geschrieben werden kann.

(b) Betrachte die Differentialgleichung
V(x)=ry(x), reR (kurz:y =ry).
» Spezielle Losungen sind z.B.:

y(x) =0, y(x)=e€", y(x)=-37",

* Man kann zeigen, dass y(x) = Ce'™, C € R, die allgemeine Losung
dieser DGL ist.

(c) Die hochste vorkommende Ableitung bezeichnet man auch als Ordnung der
Differentialgleichung. Die Beispiele in (a) und (b) waren von erster Ord-
nung. Ein Beispiel fiir eine Differentialgleichung hoherer Ordnung ist

YI(x) ==y(x)  (kurz: y" = —y).
» Spezielle Losungen sind z.B.:
y(¥) =0, y(x)=sin(x), y(x)=37cos(x),

* Man kann zeigen, dass y(x) = Cysin(x) + Cycos(x), C1,C; € R, die
allgemeine Losung dieser DGL ist.

(d) Betrachte das Differentialgleichungssystem

ylll(x) = )1 (X),
ya(x) = y3(x),
¥3(x) = y3(x).

* Eine spezielle Losung ist z.B.:

yi(x) = sin(x),
ya(x) =37,
y3(x) =0.
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* Man kann zeigen, dass

y1(x) = Cysin(x) +C; cos(x),
y2(x) = Ge* + Gy,
y3(x) = C3ex7

Ci,...,Cq € R, die allgemeine Losung ist.

(e) Betrachte die Differentialgleichung fiir eine vektorwertige Funktion:

Gesucht ist (eine differenzierbare Funktion)
y:R—R?, y: x = y(x) = (yl(x)>
y2(x)

mity =y, also

Beispiel 1.2
Betrachte y : R? = R,  (x1,x) — y(x) = y(x1,%2).

Ein Beispiel fiir eine nicht gewohnliche, sondern sogenannte partielle Differenti-
algleichung (engl.: Partial Differential Equation, PDE) ist

1.1.2 Anwendungsbeispiele und Anfangswertprobleme

In praktischen Anwendungen werden mit Differentialgleichungen oft die Ande-
rungen einer messbaren Grofle im Laufe der Zeit beschrieben. Je nachdem, um
welche messbare Grofe es geht, verwenden wir daher in diesem Abschnitt unter-
schiedliche Bezeichner fiir die Funktion, und bezeichnen die Zeitvariable mit ¢.
Fiir Ableitungen beziiglich der Zeit schreiben wir auch y(r) statt y'(x).



KAPITEL 1. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Stetige Verzinsung Es sei y(¢) das Guthaben auf einem Sparkonto zum Zeit-
punkt ¢ (gemessen in Jahren). Eine Bank zahle p Zinsen fiir ein Jahr (z.B. den
Zinssatz p = 1% = 0.01), also

y(+1) =y()(1+p).

Wir betrachten die Frage, wie sich bei jederzeitiger Verfiigbarkeit der faire Wert
y(#) des Guthabens entwickelt. Wird das Guthaben nach einem halben Jahr abge-
hoben, so wire es nicht fair, dem Kunden dafiir p/2 Zinsen zu zahlen. Denn dann
wiirde ein Kunde, der nach einem halben Jahr sein Geld abhebt, und es sofort wie-
der fiir ein weiteres halbes Jahr anlegt, aufgrund der Zinseszinsen mehr erhalten
als ein Kunde, der das Geld nicht zwischendurch abhebt:

2

0 (145) (145) =30 (14945 ) 5500+ p),

Der faire Zinssatz fiir ein halbes Jahr wire ¢ mit (1+¢)? = (1+ p), also

yt+1/2)=y(t)+y(t)g mitg=+/14+p—1.

Entsprechend ist der faire Zinssatz fiir das Zeitintervall At = % die Losung g > 0
von

(I+g9)"=1+p.
Mit 7:=In(1 + p) ist In(1 +¢) = L In(1 + p) = rAf und damit
¥t + A1) = y(1)(1+q) = y(1)e =D = y(r)e™.
Ist der faire Wert y(z) des Guthabens stetig differenzierbar so folgt mit
™M =14 rAr+0((Ar)?),
dass y(¢) die folgende Differentialgleichung erfillt:

i) = Jim "G <o)

Die gewohnliche DGL y = ry beschreibt also eine stetige Verzinsung. Mit der
gleichen Begriindung lédsst sich damit auch exponentielles Wachstum in der Po-
pulationsdynamik (z.B. einer Bakterienkultur bei unbegrenztem Zugang zu Res-
sourcen) oder (fiir r < 0) exponentieller Zerfall modellieren.
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Epidemiologische Modelle Ein einfaches Modell der Ausbreitung von anste-
ckenden Krankheiten ist das SI-Model, bei dem nur zwei GroBlen betrachtet wer-
den. S(¢) bezeichne die Anzahl der gesunden (und damit potentiell ansteckbaren)
Individuen (engl.: susceptible individuals). I(t) bezeichne die Anzahl der infekti-
osen Individuen (engl.: infectious individuals). Im SI-Modell wird angenommen,
dass die Anderungsrate der Infizierten sowohl von der Anzahl der bereits Infizier-
ten als auch von der Anzahl der noch Infizierbaren linear abhéngt, d.h. es gilt

I(t) =cS(t)I(t)

mit einem von der Ansteckungsrate abhingigen Parameter ¢ > 0. Entsprechend
ergibt sich fiir die Anderung der gesunden Individuenanzahl

S(t) = —cS(t)I(t).

Damit ist offenbar wegen /(1) +S(¢) = 0 auch sichergestellt, dass die GesamtgroBe
der Population konstant bleibt.

Im SIR-Modell wird dieser Zusammenhang noch um die Gruppe der immunen und
verstorbenen Individuen erginzt. Es bezeichne R(¢) die Anzahl der (z.B. wegen
Tod oder Immunitit) nicht mehr ansteckbaren Individuen (engl.: removed indivi-
duals). Fiir die Anderung der infizierbaren Individuen nehmen wir weiterhin an,
dass

S(t) = —cS(t)I(1).

Die Anderungsrate der Infizierten wird im SIR-Modell dadurch modifiziert, dass
ein gewisser Anteil die Infektion tiberwindet (und damit immun ist) oder stirbt.
Analog zur Modellierung stetiger Verzinsung (mit negativem Zinssatz) bzw. ex-
ponentiellem Zerfalls ergibt sich:

I(t) =cS()I(t) —vI(t).
Entsprechend verindert sich die Anzahl der immunen und verstorbenen Individu-
en gemil
R(t) =yI(t).
Auch in diesem Modell gilt offenbar, dass die Gesamtzahl S(z) +1(¢) + R(t) stets
konstant bleibt.

Chemische Reaktionen A(r), B(t), C(t), usw. bezeichne die Konzentration von
Molekiilen A,B,C. Wir nehmen an, dass sich (in einem kurzen Zeitintervall Ar)

kA(t)At Molekiile von A in B umwandeln und schreiben dafiir A -~ B. Damn
erfilllen die Konzentrationen die DGL

A(t) = —kA(2), B(t) = kA(t).
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Betrachten wir noch die Reaktionsvorschrift A + B i> C + 2D, also dass eine
chemische Reaktion mit Rate k jeweils ein Molekiil A mit einem Molekiil B zu
einem Molekiil C sowie zwei Molekiilen D umwandelt. Dann erfiillen die Kon-
zentrationen die DGL

A=—kAB, B= —kAB, C=kAB, D =2kAB.

Newtonsche Mechanik Es bezeichne

x(t) = (x1(t),x2(t),x3(¢t))T die Position eines Korpers zum Zeitpunkt ¢,
v(t) = x(t) = (%1 (1),x2(¢),%3(¢))T seine Geschwindigkeit und

a(t) = v(t) = x(t) = (¥, (t),%2(t),%3(t))T seine Beschleunigung.

Das Newtonsche Gesetz besagt, dass die Wirkung einer Kraft F () auf einen Kor-
per der Masse m zu einer Beschleunigung fiihrt gemif3

F(t) = ma(t) = mi(t).

Anfangswertprobleme Die Losung einer gewohnlichen DGL ist iiblicherweise
nicht eindeutig. Die allgemeine Losung von y(z) = ry(t) ist y(t) = Ce'” mit einem
Parameter C € R. In vielen Anwendungen sind die Parameter eindeutig bestimmt
durch die Anfangswerte von y. Bei der stetigen Verzinsung ist z.B. C = y(0) das
anfangliche Sparguthaben.

Intuitiv erwarten wir in den anderen Beispielen, dass die Losung durch folgende
Informationen eindeutig bestimmt wird:

* Epidemiologische Modelle: anfingliche Individuenanzahl S(¢), I(¢), R(z).
* Chemische Reaktionen: anfingliche Konzentrationen A(0), B(0), ...

» Newtonsche Gesetze: Startposition x1(0),x2(0),x3(0) und -geschwindigkeit
Vi (O),VZ(O), V3(0).

Eine gewohnliche DGL zusammen mit Anfangsbedingungen heiflt auch Anfangs-
wertproblem (AWP).
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1.1. EINFUHRUNG UND BEISPIELE

1.1.3 Elementare Losungsmethoden

Ahnlich wie Integrale lassen sich manche (aber nicht alle) gewohnliche Diffe-
rentialgleichungen analytisch, d.h. in geschlossener Form 16sen. Wir geben hier
nur Beispiele besonders einfacher Losungsmethoden an. Es existieren noch eini-
ge weitere wichtige analytische Losungsmethoden, aber im Allgemeinen lassen
sich gewohnliche Differentialgleichungen nur numerisch losen.

Raten/Wissen der Losung Fiir einfache Beispiele kann man die Losung ra-
ten, siehe Beispiel 1.1. Ein so gefundener Losungskandidat kann durch Einsetzen
iiberpriift werden, womit rigoros bewiesen ist, dass dies tatsidchlich eine Losung
ist. Damit ist jedoch noch unklar, ob es noch andere Lésungen gibt.

Fiir eine grofe Klasse von Anfangswertproblemen kann die Eindeutigkeit einer
Losung gezeigt werden (siehe Satz 1.8 und 1.12). In dem Fall ist die geratene
Losung die einzige und das Problem durch Raten (genauer: durch das Einsetzen
der geratenen Losung in das AWP) vollstiandig gelost.

Separation der Variablen Gewohnliche DGL der Form

= g(x)d (1.1)

und durch Integration 16sen

/ﬁdy:/g(x)dx. (1.2)

Formal bedeutet dabei, dass dies keine mathematisch rigorosen Umformulierun-
gen sind. Die Ausdriicke dx und dy sind nicht definiert!

Man kann dieses Vorgehen mathematisch sauber formulieren und rigoros bewei-
sen (siehe z.B. [Heuser, Satz 8.1]). Aber auch ohne rigorose Rechtfertigung ha-
ben formale Methoden einen groen Nutzen (nicht nur im Bereich gewohnlicher
DGL). Oft ldsst sich ndmlich durch formales Vorgehen ein Losungskandidat be-
stimmen und fiir diesen dann (wie bei einer geratenen Losung) rigoros iiberpriifen,
ob er tatsdchlich eine Losung ist.
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Beispiel 1.3
Betrachte das epidemiologische SI-Modell mit ¢ = 1:

S(t) =—-S)I()
(1) =S()I(1),

und Anfangswerten S(0) = Sy, 1(0) = Iy und der Normierung So+ Iy = 1.

Jede Losung erfiillt S(t) +1(t) = 0 und damit S(t) +1(t) = So+ Ip = 1 fiir alle t.
Es folgt also aus der ersten Gleichung

S=-S(1-5).

Durch formale Separation der Variablen wie oben beschrieben ergibt sich:

/ﬁdS:—/ldt.

Wir erwarten anschaulich, dass fiir die Losung S(t) € [0, 1] gilt, und lésen daher
die Integrale auf beiden Seiten unter dieser Vermutung:

—/ldt:—t+c0nst.

1 1 1
—dS:/—dS /—dS
/S(I—S) —s“" /s

S
= —1In(1—S) +In(S) +const. = In (ﬁ) + const.

Damit erhalten wir mit einer Konstante C > 0

s s Ce™!
n(——)=—t o= o =Ce! = S=——
n(l—S) ons 1-s ¢ 1+Ce

C kann aus dem Anfangswert S(0) = Sy bestimmt werden:

C So
S = — :> C: .
T T15c 1—S,

Insgesamt ergibt sich also

Sy
S0y = ¢ Soe!
1+ lf—osoe*’ 1 =S+ Soe™”

und I(t)=1-S(1).
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Wir betonen an dieser Stelle nochmal, dass diese Herleitung von S(t) keinerlei
rigorose mathematische Beweiskraft besitzt. (Wir haben sowohl die hier nur for-
mal eingefiihrte Separation der Variablen als auch unbewiesene Vermutungen ver-
wendet!) Aus dieser Herleitung folgt weder, dass unser Losungskandidat S(t) die
Gleichungen des SI-Modells lost, noch ob es die einzige mogliche Losung ist. Es
ldsst sich aber durch Einsetzen unseres Kandidaten leicht nachrechnen, dass es
tatsdchlich die SI-Gleichungen lost (damit ist das dann mathematisch rigoros be-
wiesen) und mit der im ndchsten Abschnitt eingefiihrten Theorie kann man zeigen,
dass es tatsdchlich die einzige Losung ist.

Bereits fiir das leicht erweiterte SIR-Modell sind dem Dozenten keine einfachen
analytischen Losungsmoglichkeiten bekannt. Es ldsst sich jedoch sehr einfach mit
den in den ersten Vorlesungswochen eingefiihrten numerischen Verfahren losen.

Variation der Konstanten Wir betrachten die inhomogene lineare Differential-
gleichung

Y (x) = ry(x) 4 z(x). (1.3)

Die allgemeine Losung der zugehédrigen homogenen Gleichung y'(x) = ry(x) ist
y(x) = Ce™ mit einer Konstante C € R.

Wir machen nun den Ansatz, zur Losung der inhomogenen Gleichung, die Kon-
stante durch eine Funktion C(x) zu ersetzen. Falls eine Funktion der Form

die inhomogene Gleichung (1.3) erfiillt, so muss gelten:

C'(x)e™ +C(x)re™ =y (x) = ry(x) +z(x) = rC(x)e™ + z(x)
— C'(x)=z(x)e ™

rx

Durch Integration erhalten wir C(x) und damit die Losung y(x) = C(x)e™.

Findet man eine Losungskandidaten durch einen solchen Ansatz, so lédsst sich
durch Einsetzen in die urspriingliche DGL beweisen, dass dies tatséchlich eine
Losung ist. Wenn ab dem Ansatz nur mathematisch rigoros argumentiert wurde, so
kann durch dieses Vorgehen auch bewiesen werden, dass es keine andere Losung
in der angesetzten Form geben kann. Im Allgemeinen ist damit aber nicht geklart,
ob es noch andere Losungen gibt, die nicht dem Ansatz entsprechen. Auch dies
lasst sich aber hiufig mit der im néchsten Abschnitt eingefiihrten Theorie zeigen.
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KAPITEL 1. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

1.2 Theorie gewohnlicher DGL

1.2.1 Eine allgemeine Form fiir Anfangswertprobleme

Von nun an betrachten wir stets Anfangswertprobleme in der folgenden allgemei-
nen Form

Y (@)= flyx),  ya) =)o,
wobei x € [a,b] C R, b > a, y(x) = (y1(x),...,y4(x))T € R? vektorwertig ist,
d € N, und

Sy va)
frRTI SR flay) = :

fd(X7YI7---;)’d)

Die vektorwertige Differentialgleichung y' = f(x,y(x)) ist dquivalent zum System
gekoppelter skalarer Differentialgleichungen

yll ()C) = fl (Xa)’I (X)a cee 7yd(x)>7

yii(x) = fd(XJI ()C), ce. 7yd(x>)‘
Gleichungen hoherer Ordnung (d.h. solche, die hohere Ableitungen von y enthal-
ten) konnen oft in diese Form transformiert werden, indem y und seine Ableitun-

gen (bis zur zweithdchsten) in einer vektorwertigen Hilfsfunktion u = (uy,us,...)
zusammengefasst werden

Beispiel 1.4

y" = —y kann in obige Form transformiert werden durch
= (29)= ()
= = ,
s (x) Y (x)
Damit ist ' = —y diquivalent zu

/ / /
g ( 4 () ) _ ( Y () ):< Y @) >:( () >:: o),
4@ ) =\ )T 5w ) T ) =)
Das Ziel dieses Abschnittes ist es zu zeigen, dass Anfangswertprobleme wohlge-
stellt sind. Dabei hei3t ein Problem wohlgestellt (nach Hadamard) wenn

10
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(a) eine Losung existiert (Existenz),
(b) die Losung eindeutig ist (Eindeutigkeit),

(c) die Losung stetig von den Eingabeparametern abhéngt (Stabilitiit).

Fiir das Anfangswertproblem

Y (@) =flxy@),  y@)=y

bedeutet Wohlgestelltheit, dass genau eine Losung y(x) existiert und diese Losung
stetig von den Anfangswerten yo (und ggf. weiteren in f vorhandenen Parametern)
abhéngt.

1.2.2 Formulierung eines AWP als Fixpunktaufgabe

Die Existenz und Eindeutigkeit der Losung eines Anfangswertproblems werden
wir mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes beweisen. Hier und in der gesam-
ten Vorlesung bezeichne dabei ||-|| im Raum R stets die Euklidnorm. Andere
Normen werden wir durch Index kennzeichnen.

Satz 1.5 (Banachscher Fixpunktsatz)
Sei (X, ||-||,) ein Banachraum (d.h. ein vollstindiger normierter Vektorraum) und
® eine kontrahierende Selbstabbildung auf X, d.h. es existiere ein g < 1 mit

®:X X und [Ox) -, <qlx—yl, Vryex.

Dann besitzt @ genau einen Fixpunkt £, d.h. genau ein £ € X mit ®(%) = %.

Fiir jeden Startwert X0 ex konvergiert die durch Fixpunktiteration definierte
Folge
ey, WD = @(xW) vk e Ny

(bzgl. der Norm ||-||,) gegen %, d.h.

Hx(k) I

*

Beweis: Dies folgt aus [NumerikWS2122, Satz 3.1 und Bem. 3.2]. ]

Wir werden den Banachschen Fixpunktsatz anwenden, indem wir das Anfangs-
wertproblem in eine Fixpunktgleichung im Raum der stetigen Funktionen auf

[a, D],
C([a, b)) :={y: [a,b] = RY stetig},

umschreiben.
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KAPITEL 1. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Lemma 1.6
Seiena,b e R, a<b, yg € R und

frlab xRS RYfr(xy) = flxy)
sei stetig. Eine Funktion
y: [a,b] - R?
ist genau dann differenzierbar und erfiillt das AWP
Y(x)=f(x,y(x)) Vx€la,b] und y(a)=yo,
wenn y stetig ist und die folgende Fixpunktgleichung lost:

v =30+ [ 30 Vxelap (14)

y ist dann auch stetig differenzierbar.!

Beweis: Ist y differenzierbar und erfiillt das AWP, so ist y auch stetig und nach
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

X X
Y@ =y(@+ [ Y@d=yo+ [ feye)dr Vrelad)
a a
Ist umgekehrt y € C([a,b])? und erfiillt (1.4), so ist auch ¢ — f(t,y(t)) stetig und

y(x) = yo +/axf(t,y(t))dt
ist differenzierbar, y'(x) = f(x,y(x)) und y(a) = yo. O

Das AWP ist also dquivalent zur Fixpunktgleichung y = ®(y), wobei
®: C([a,b])* = C([a, b])*

die komplette Funktion x — y(x) auf die Funktion x — yo + [ f(¢,y(¢)) dr abbil-
det. Wir zeigen noch, dass C([a, b])¢ tatsichlich ein Banachraum ist.

Lemma 1.7
C([a,b])? ist beziiglich der Supremumsnorm (auch: Maximumsnorm)

1]l := max {|y(x)]
x€la,b]

ein Banachraum.

Beweis: Ubungsaufgabe 1.2. O

'Dabei heiBt im Allgemeinen eine Funktion auf einer abgeschlossenen Menge des R” diffe-
renzierbar (bzw. stetig differenzierbar), falls sie die Einschrinkung einer auf ganz R" differenzier-
baren (bzw. stetig differenzierbaren) Funktion ist. In diesem Fall ist dies offensichtlich dquivalent
dazu, dass die einseitigen Grenzwerte in den Randpunkten a und b existieren, bzw. dazu, dass die
Ableitung auf ganz [a, b] stetig ist.

12



1.2. THEORIE GEWOHNLICHER DGL

1.2.3 Der Satz von Picard-Lindelof

In diesem Abschnitt beweisen wir zunédchst den Existenz- und Eindeutigkeitssatz
von Picard-Lindelof in seiner einfachsten globalen Form (vgl. Satz 1.12 und Be-
merkung 1.13 fiir eine Abschwichung der Voraussetzungen).

Satz 1.8 (Picard-Lindelof)
Seiena,b € R, a<b, yg € R4, Fiir

filab) xR =R fr(xy) e f(xy)
gelte
(a) f ist stetig,
(b) f ist(global und bzgl. x gleichmdflig) Lipschitz-stetig in y, d.h.

dL>0: Hf(x,y)—f(x,z)\l§L||y—zH VXE[a,b],y,ZERd.

Dann existiert genau eine differenzierbare Funktion y : [a,b] — R4 mit
Y (x) = f(x,y(x)) Vx€la,b] und y(a)=yo (1.5)
und diese ist stetig differenzierbar.

Beweis: Wir haben (in Lemma 1.6 und 1.7) bereits gezeigt, dass das AWP (1.5)
dquivalent ist zur Fixpunktaufgabe y = ®(y) im Banachraum C([a,b]¢), wobei

®: C(a,b]))? = C([a,b])?

die Funktion x — y(x) auf die Funktion x — yo + [ f(,y(t)) dr abbildet.

Zur Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes 1.5 priifen wir nach, ob ® eine
Kontraktion ist. Fiir zwei Funktionen y(!), y(2) € C([a,b])? und x € [a, b] gilt

|26™M) ) -2
- | [ (res0)- s 0n) a
< [restvo - res@an|ar < [Ly00 20|

und damit

|0 -26@)|_<1ip-a) [y -2

(o) [

13



KAPITEL 1. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Fiir hinreichend kleine Intervalle [a,b] mit b —a < 1 ist ® also eine Kontraktion,
so dass die Fixpunktaufgabe und damit das AWP eindeutig 16sbar sind. Da wir
ein groBes Intervall [a,b] aufspalten konnen in endlich viele Teilintervalle mit
Hochstlidnge ﬁ und das AWP auf [a,b] offensichtlich dquivalent dazu ist, das
AWP sukzessive auf den kleinen Teilintervallen zu 16sen (und jeweils den Endwert
auf einem Teilintervall als Anfangswert fiir das nédchste zu nehmen), ist damit
Satz 1.8 bewiesen. U
Beispiel 1.9

Auf die Voraussetzung der Lipschitz-Stetigkeit kann nicht verzichtet werden, wie
das folgende Beispiel zeigt. Betrachte das AWP

Y=y y0)=0.
Die rechte Seite f(x,y) := \/y ist nicht Lipschitz-stetig. Tatscichlich ist die Losung
des AWPs nicht eindeutig. Zwei Losungen sind z.B.
fiir0<x<1,
Siirx> 1.

=0 w5t ={ Y

Bemerkung 1.10
Wir zeigen noch eine etwas technischere aber lehrreiche alternative Variante des
Beweisendes von Satz 1.8. @ ldsst sich durch geschickte Wahl der Norm auch
fiir beliebig grofie Intervalle |a,b] zur Kontraktion machen. Fiir eine Funktion
w € C([a,b]) gelte

dc,C>0: c<w(x)<C Vxe€]la,b].
Dann ist die gewichtete Supremumsnorm

¥l = max (w(o) (3 )

offensichtlich tatsdchlich eine Norm und zur Supremumsnorm dquivalent:
d
clyllee < Y[l = Cliylle ¥y € C([a,b]) .

Insbesondere ist jede Cauchy-Folge bzgl. ||-||,, auch eine bzgl. ||-||., und der Grenz-
wert bzgl. ||-|\.. ist auch der Grenzwert bzgl. ||-||,,. Daher ist C([a, b)) auch bzgl.
||, ein Banachraum.

Wie im Beweis von Satz 1.8 erhalten wir durch Einfiigen einer solchen Gewichts-
funktion w(x)

9 @00 - 20| < w /:L— b0 20|

[

<w(x)L

14



1.2. THEORIE GEWOHNLICHER DGL

und damit

Hcp(y(l)) _q)(y(Z))HW < Hy(l) _y(Z)‘ WLXIEH[%} (W(x) /:ﬁdt) .

® ist also eine Kontraktion bzgl. ||-||,, wenn wir eine Gewichtsfunktion w finden
mit

L(w(x)/j%dt) <1 Vxé&]la,b).

Offenbar gilt fiir jedes r > 0 und x € [a,b], dass

e—r(x—a) /x 1 dr = e—r(x—a) ler(t—a)

e—r(t—a) 7

r=x 1 —r(x—a)

t=a r

<

N | =
S =

Mit r := 2L, also w(x) := e 220~ jst ® daher eine Kontraktion (mit Kontrakti-
onskonstante 1/2) bzgl. ||-||,,, womit die eindeutige Losbarkeit der Fixpunktglei-
chung y = ®(y) und damit des AWP (1.5) gezeigt ist.

Eine Konsequenz dieses alternativen Beweises ist, dass die zugehorige Fixpunkti-
teration (Picard-Lindelof-Iteration)

YD = @(y®),  @h y*D(x) ::yo+/ £y O (r))de

fiir jede Startfunktion y\°) € C([a,b]) bzgl. der gewichteten Norm |-1l,, gegen die
Losung des AWP (1.5) konvergiert. Da ||-||,, zur Supremumsnorm dquivalent ist,
gilt die Konvergenz auch bzgl. dieser, die Funktionen y**1) konvergieren also
gleichmdifig gegen die Losung von (1.5). Ein Beispiel dazu sehen wir in Ubungs-
aufgabe 2.3.

1.2.4 Differenzierbarkeit und Lipschitz-Stetigkeit

Die Annahme globaler Lipschitz-Stetigkeit ist im Allgemein zu restriktiv. Selbst
sehr einfache Modelle (wie die in Beispiel 1.3 aus dem SI-Modell erhaltene DGL
S = —S(1 —9)) erfiillen diese Annahme nicht. Eine sehr viel realistischere An-
nahme ist es, nur stetige Differenzierbarkeit der rechten Seite der Differentialglei-
chung zu fordern, womit zumindest noch lokale Lipschitz-Stetigkeit der Losung
folgt, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 1.11
Seien a,b € R, a < b. Ist

filab]xRT—= R fi(x,y) = f(xy)

15
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stetig differenzierbar, so ist

1
f(x,y)—f(x,Z)z/0 f(xy+t(z—y))(z—y)dt fiiralley,z € RY,

wobeli fy(x,y) € R4*4 die beziiglich der y-Variablen gebildete Jacobi-Matrix, also
die hinteren d Spalten der Jacobi-Matrix f'(x,y) € R4*@+1) pezeichnet.

Auferdem ist f dann lokal und bzgl. x gleichmdflig Lipschitz-stetig in y, d.h. fiir
jede kompakte Teilmenge K C R? existiert ein L > 0 mit

1FGey) = fe D) S Llly—zll  Vx€la,b], y,z€ K.

Beweis: Aus dem mehrdimensionalen Mittelwertsatz der Differentialrechnung
(siehe z.B. [NumerikWS2122, Lemma 4.1]) folgt, dass

£~ 5§ = [ FrE-m)(E-mdr furallen, € € fab] x R,

wobei f'(n) € R¥*(@+1) die beziiglich aller d + 1 Variablen gebildete Jacobi-
Matrix bezeichnet. Fiir n = (x,y) und { = (x,z) folgt damit

1
Fly) - flr2) = /0 Any+iz—y)a—y)dr fiiralle yz € RY.

Jede kompakte Teilmenge K C R? ist beschrinkt und daher in einer hinreichend
groBen Kugel B(0) C R¢ enthalten. Aufgrund der stetigen Differenzierbarkeit
von f existiert ein L > 0 mit

| AY)||p <L firallex € [a,b], y € Br(0).

Da fiir alle y,z € K die Verbindungslinie von y nach z in Bg(0) verléduft, also
y+1t(z—y) € Bg(0) fiir alle ¢ € [0, 1] gilt, und die Frobenius-Norm ||-||g mit der
Euklid-Norm ||-|| vertréglich ist, folgt damit

1
1 (x,y) = f(x,2)]| < /O | £y +1(z—y))(z—y)| dt <Lllz—y]|

fiir alle y,z € K. 0

1.2.5 Erweiterung auf den Fall lokaler Lipschitz-Stetigkeit

Wir iibertragen nun die Aussagen des Satzes von Picard-Lindelof (Satz 1.8) auf
die realistischere Annahme lokaler Lipschitz-Stetigkeit. Wir werden zeigen, dass

16
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auch unter dieser realistischeren Annahme die Eindeutigkeit der Losung garantiert
ist und eine Losung zumindest auf einem Teilintervall existiert. Dabei nutzen wir
das wichtige Prinzip aus, dass die rechte Seite einer Differentialgleichungen au-
Berhalb einer groBen beschrinkten Menge typischerweise keine Rolle mehr spielt,
da die Losung innerhalb gewisser Grenzen bleibt oder das durch die DGL be-
schriebene Modell auflerhalb gewisser Grenzen sowieso seine Giiltigkeit verliert.
Mathematisch konnen wir dies insofern ausnutzen, dass eine beschrinkte Losung
der urspriinglichen DGL auch noch Losung jeder abgeédnderten DGL ist, bei der
die rechte Seite nur in solchen Werten abgeindert wurde, die von der Losung
gar nicht erreicht werden. Mit dem gleichen Argument werden wir in spiteren
Kapiteln numerische Verfahren zunéchst unter einer unrealistisch restriktiven Ge-
neralvoraussetzung untersuchen und diese Ergebnisse dann auch auf realistische
Situationen iibertragen konnen.

Satz 1.12
Seiena,bc R, a<b, yg € R4 und

fila b xRY=RY fr(x,y) = f(xy)

sei stetig in (x,y) und (wie in Lemma 1.11 definiert) lokal und bzgl. x gleichmdif3ig
Lipschitz-stetig in y.

Dann gilt:

(a) Fiir jedes nicht-leere Teilintervall [a, B] C [a, D] existiert hichstens eine diffe-
renzierbare Funktion y : [a, ] — RY mit

Y(x) = f(x,y(x) Vxe€la,p] und y(a)=yo
und diese ist stetig differenzierbar.

(b) Es existiert ein nicht-leeres Teilintervall [a, B] C [a,b] und eine stetig differen-
zierbare Funktion y : [a, B] — R? mit

Y(x) =f(xy(x) Vxé€la,B] und y(a)=yo.
Beweis: (a) Angenommen y,z: [a, 8] — R¢ sind zwei Losungen des AWP, also

V(x) = f(x,y(x)) Vx€la,B] und y(a)=yo,
(%) = flx,z(x)) Vxela,B] und z(a)=yo.

Da beide Funktionen stetig sind, existiert ein C > 0 mit

Iy@)[*<C und |z(x)|*<C fiirallex € [a,B].

17
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fy) =) f(y)

(b)

18

r : + Y
C C+1 — C C+1

Abbildung 1.1: Unendlich oft differenzierbare Abschneidefunktion

Wir ersetzen die rechte Seite f des AWP durch eine abgeidnderte rechte Sei-
te f(x,y) = f(x,y)@(||[y]|*), wobei @ eine beliebig oft stetig differenzierbar

Funktion ist mit
(r) = 1 firr<C.
PUI=Y 0 firr>Cc+1.

Die Existenz einer solchen Abschneidefunktion (engl.: cutoff function, sieche
Abbildung 1.1) wird in Ubungsaufgabe 2.2 gezeigt. Dort zeigen wir auch, dass
die abgeiinderte rechte Seite f(x,y) global und bzgl. x gleichmiBig Lipschitz-
stetig ist.

Sowohl y als auch z 16sen nun das abgeidnderte Anfangswertproblem

Y (x) = f(x,y(x) = fx.y(x)) Vx€la,f] und y(a)=yo,
Z(x) = f(x,z(x)) = f(x,2(x)) Vxe€la,p] und z(a)=yo.

Da das abgeédnderte AWP die Voraussetzungen von Satz 1.8 erfiillt, kann je-
doch nur eine Losung existieren, so dass y(x) = z(x) fiir alle x € [a, B] gelten
muss.

Mit einem beliebigen C > ||y0H2 definieren wir wie in (a) die abgednderte
rechte Seite f(x,y). Dann existiert nach Satz 1.8 eine stetig differenzierbare
Funktion y : [a,b] — R, die das abgeinderte AWP

Y(x)=F(xy() Vxé€la,b] und  y(a)=yo
16st. Da y stetig ist und ||y(a)||* = |lyo||* < C gilt, existiert ein nicht-leeres
Intervall [a, B] C [a,b] mit
Iyx)||* < C fiiralle x € [a, B].

Damit gilt

Y(x) =f(x,y(x) = flxy(x) Vxela,p] und y(a)=yo,
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Abbildung 1.2: AWP-Liosung existiert bis zum Rand des Rechtecks [a,b] x [—C,C]?

so dass y auch das urspriingliche AWP auf [a, 8] 1st. O

Bemerkung 1.13

Man kann zeigen, dass fiir jedes C > ||yo||., das Intervall in Satz 1.12 (b) so grof3
gewcdihlt werden kann, dass entweder [a,B] = [a,b] oder ||y(B)|l.. = C. Es exi-
stiert also solange eine Losung, bis der Losungsgraph den Rand des Rechtecks
[a,b] x [—~C,C) erreicht, entweder bzgl. der x oder der y-Komponente, vgl. Ab-
bildung 1.2.

Es kann dabei jedoch sein (wie im folgenden Beispiel gezeigt), dass die Losung
eine Singularitdt besitzt, und daher in der x-Komponente nie iiber ein gewisses
Teilintervall hinauskommt sondern das Gebiet immer in der y-Richtung verldsst.

Beispiel 1.14
Betrachte das AWP
Y=y, y0)=L1

Die rechte Seite f(x,y) = y* ist nur lokal aber nicht global Lipschitz-stetig. Of-
fenbar lost

das AWP auf jedem Intervall [0,b] mit b < 1. Nach Satz 1.12 kann es daher auf
[0, 1) keine weitere Losung geben, und damit auch keine Lisung auf Intervallen
[0,D] mitb > 1.

19



KAPITEL 1. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

1.2.6 Stabilitit der Losung von Anfangswertproblemen
Nun untersuchen wir wie sich eine Storung der Anfangswerte auf die Losung
auswirkt. Dazu ist folgende Bemerkung niitzlich.

Bemerkung 1.15
Ein Endwertproblem

Y () =f(x,y(x)) Vx€lab] und  y(b) =Yena

ist offenbar mit der Transformation z(x) := y(a + b — x) dquivalent zu dem An-
fangswertproblem

ZI(X) = f(x,z(x)) Vx e [avb] und Z(Cl) = Yend

mit f(x,z(x)) := —f(a+b —x,z(x)). Die transformierte rechte Seite f erfiillt die
Voraussetzungen von Satz 1.8 bzw. Satz 1.12 genau dann, wenn die urspriingli-
che rechte Seite f dies tut. Satz 1.8 und Satz 1.12 gelten also analog auch fiir
Endwertprobleme.

Unter den Voraussetzungen von Satz 1.12 folgt damit insbesondere auch, dass
zwei Lisungen einer Differentialgleichung v,z : [a,b] — RY,

V(@) =flxy(x) und  2(x)=f(xz2(x)) Vxé€la,b],

die in einem einzelnen Punkt xo € [a, b] iibereinstimmen, y(xo) = z(xo), dann sogar
in allen Punkten x € |a,b] iibereinstimmen miissen.

Satz 1.16
Es gelten die Voraussetzungen von Satz 1.12. y und 7 seien zwei Losungen der
gleichen DGL, aber mit verschiedenen Anfangswerten, also

(x,y(x)) fiir alle x € |a,b], y(a) = yo,
(x,z(x)) fiir alle x € [a, D], z(a) = zo.

L > 0 sei die Lipschitz-Konstante aus den Voraussetzungen von Satz 1.12 fiir eine
kompakte Menge, die y(x) und z(x) fiir alle x € [a,b) enthdilt.

Dann gilt
() =z (@)l < D lyo — 2]l W € [a,b).

Beweis: Betrachte die Differenz
s(x) = [[y(x) = 2@)[I* = (r(x) — 2(x)" ((x) — 2(x)).
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Es ist

§'(x) =20/ (x) = ()" (r(x) —2(x))
=2(f(x,y(x)) = flx,2(x))" (v(x) — 2(x))
<2[[f(e,y(x) = f (s z()) [y () = 2(x)

< 2L |ly(x) —z(x)||* = 2Ls(x).

Im Fall yg = zo gilt nach Satz 1.8 y(x) = z(x) fiir alle x > @ und die Behauptung ist
bewiesen. Anderenfalls muss nach Bemerkung 1.15 y(x) # z(x) fiir alle x € [a, D]
gelten. Fiir alle x € [a, D] gilt dann

d s’ (x)
—1 <2L
dx nis(x) = s(x) =77

also

*d
Ins(x) = /a Elns(t)dt—i—lns(a) <2L(x—a)+Ins(a),
d.h.
y(x) = z(x)[1* = s(x) < 0D s(a) = 7 |lyg — 20|,
womit die Behauptung gezeigt ist. U

1.3 Erste Losungsmethoden

In diesem Abschnitt entwickeln wir erste einfache Methoden zur Losung von An-
fangswertproblemen.

1.3.1 Das Richtungsfeld

Wir betrachten zunichst ein skalares AWP, in dem wir die Losung y : [a,b] — R
von

Y(x)=flx,y(x) Vxelab], y@)=yecR
suchen.

Wir konnen uns die DGL y'(x) = f(x,y(x)) durch das dazugehéorige Richtungs-
feld veranschaulichen: Zu jedem Punkt (x,y) € R? zeichnen wir dabei einen Rich-
tungspfeil mit Steigung f(x,y), z.B. den Vektor (1, f(x,y))” (vgl. Abbildung 1.3).
Eine Funktion 16st die DGL genau dann, wenn an jedem Punkt durch den die
Funktion geht, die Steigung der Funktion und die Steigung des Richtungspfeils
tibereinstimmen. Wir konnen die DGL zeichnerisch I6sen, indem wir ausgehend
vom Startwert (a,yo) die Funktion passend zu den Richtungspfeilen zeichnen.
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Abbildung 1.3: Richtungsfeld einer DGL und Losung zu Anfangswert y

1.3.2 Explizites Euler-Verfahren

Basierend auf dieser zeichnerischen Idee gehen wir nun systematischer vor und
entwickeln ein erstes numerisches Losungsverfahren. Wir betrachten dabei gleich
das allgemeine (vektorwertige) AWP, eine Funktion y : [a,b] — R4 zu finden mit

Y () = fxy(x) Vxelab],  y(a)=y R (1.6)
Zur numerischen Losung diskretisieren wir das Intervall durch n + 1 Punkte
a=xg<x1<...<x,=b,

also unter Verwendung der Schrittweite h; := xj11 —x;, i = 0,...,n — 1. Begin-
nend mit x (wo wir die Losung kennen, y(xo) = yo) berechnen wir nun sukzessiv
Approximationen

yi = y(x;) € RY.

Dabei bezeichnen wir hier und im Folgenden mit yo, y1,...,y, € R? d-dimensio-
nale Vektoren und nicht die Eintrdge eines Vektors.

Die einfachste Moglichkeit ist die explizite Euler-Methode, bei der wir (in jeder
Komponente) die Steigung im aktuellen Punkt verwenden, um die Approximation
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Abbildung 1.4: Beim expliziten Euler-Verfahren stimmt im linken Randpunkt jedes
Schritts die Steigung mit dem Richtungsfeld iiberein.

im nichsten Punkt zu berechnen:

y1 :=yo+ hof (x0,¥0)
y2 :=y1+hif(x1,y1)

Vit1 :=Yi+hif(xi,yi),

Yn = Yn—1 +hn—1f(xn—l7yn—l)-

Dies entspricht im skalaren Fall dem zeichnerischen Lésen der DGL im Rich-
tungsfeld durch eine stiickweise lineare Funktion, bei der die Steigung der Lini-
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ensegmente im linken Punkt mit dem Richtungsfeld iibereinstimmt, vgl. Abbil-
dung 1.4.

Das Verfahren entspricht auch gerade der Verwendung der Taylor-Nédherung
Y(xip1) = y(x) +hy' () = y(x) +hif (x,y(6)) & yi+hif (xi,5i) = yis1

und wir erhalten dieses Verfahren auch durch Diskretisierung der DGL mit finiten
Differenzen (Vorwirtsdifferenzenquotient):

Vi1 —Yi _ Y(xip1) —y(x;) ~y ()
Xit1 — X Xit1 — X l

= f(xi7y(xi)) ~ f(xivyi)'

Das explizite Euler-Verfahren wird deshalb auch Vorwiérts-Euler-Verfahren ge-
nannt (engl.: forward Euler).

1.3.3 Implizites Euler-Verfahren

Bei der zeichnerischen Losung der DGL im Richtungsfeld durch eine stiickweise
lineare Funktion, konnten wir auch versuchen die Liniensegmente so zu wihlen,
dass ihre Steigung im rechten Punkt mit dem Richtungsfeld iibereinstimmt, vgl.
Abbildung 1.5.

Dazu miisste y; erfiillen, dass

Vi1 =Yi+hif (Xig1,Yip1)- (L.7)

Wir haben also keine explizite Formel zur Berechnung von y; 1, sondern y;, | ist
nur implizit als Losung von (1.7) definiert. Bei diesem impliziten Euler-Verfahren
ist also beginnend mit yo in jedem Schritt zur Berechnung von y;,; € R¢ aus
yi € R4, ein (iiblicherweise nicht-lineares) d-dimensionales Gleichungssytem zu
16sen.

Wieder erhalten wir das Verfahren auch durch Diskretisierung der DGL mit finiten
Differenzen, diesmal mit dem Riickwirtsdifferenzenquotienten:

Vir1 =i Y(xip1) —y(x)

~
~

~~ / . —_— . . % . . .
Xit1 — Xi Xit1 —Xi ~Yy (xl—i-l) f(xH—lvy(xH—l)) f(xl—l-l?yl-‘rl)

Enstprechend hei3t das implizite Euler-Verfahren auch Riickwirts-Euler-Verfah-
ren (engl.: backward Euler).

Bemerkung 1.17
Das Vorgehen beim impliziten Euler-Verfahren erscheint auf den ersten Blick vil-
lig widersinnig. Es ist nicht gesichert, ob eine Losung der impliziten Gleichung
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Abbildung 1.5: Beim impliziten Euler-Verfahren stimmt im rechten Randpunkt je-
des Schritts die Steigung mit dem Richtungsfeld iiberein.
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iiberhaupt existiert, und ob diese eindeutig ist. Tatsdchlich fiihrt z.B. ein Schritt
des impliziten Euler-Vefahrens von xo = 0 auf x| = 1 fiir das skalare AWP y' =y
mit y(0) = yo = 1 auf die unlosbare Gleichung

yi=Yyo+yr=1+y
und fiir das skalare AWP y' = y? mit y(0) = yo = 0 auf die Gleichung

Y1 = hy%a

die offenbar zwei Lisungen y; = 0 und y| = + besitzt. Selbst wenn die eindeu-
tige Losbarkeit sichergestellt ist, bleibt die Schwierigkeit, dass im Allgemeinen
zur Losung nicht-linearer Gleichungssystem keine global konvergenten numeri-
schen Verfahren bekannt sind. Und selbst wenn auch diese globale Konvergenz
sichergestellt werden konnte, bliebe der hohe Rechenaufwand des numerischen
Verfahrens. Z.B. miisste fiir die Anwendung des im Allgemeinen nur lokal konver-
genten Newton-Verfahrens in jedem Schritt des impliziten Eulerverfahrens eine
Newton-Iteration durchgefiihrt werden, bei der wiederum jeder Iterationsschritt
die Losung eines d x d-dimensionalen linearen Gleichungssystems erfordert.

Wir werden jedoch sehen, dass wir all diese Probleme tatsdchlich in den Griff
bekommen, und dass implizite Verfahren fiir manche (die sogenannten steifen)
Differentialgleichungen so grofie Vorteile besitzen, dass sie den erhohten Aufwand
wert sind.

1.3.4 Weitere explizite und implizite Methoden

Die anschauliche Idee, stiickweise lineare Funktionen ins Richtungsfeld zu zeich-
nen, fiihrt auf viele weitere explizite und implizite Methoden:

Implizite Mittelpunktsregel Anstatt die Liniensegmente so zu zeichnen, dass
ihre Steigung im linken (expliziten Euler) oder rechten (implizites Euler) Rand-
punkt mit dem Richtungsfeld iibereinstimmt, kénnen wir auch fordern, dass die
die Steigung im Mittelpunkt der Segmente mit dem Richtungsfeld iibereinstim-
men soll.

Dazu bestimmen wir also erst y; |/, durch Losung der Gleichung

hi . ( Xit1+xi
Yir1p=Yi+ o f L7)’z'+1/2
2 2
und setzen dann

Xiy1+X;
Vi1 :=Yit+hif <%,yl'+1/z) 5
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Y1 Y1

Yi/2

— —————
— —————

Yo Yo

Zo T1/2 T To T

Abbildung 1.6: Bei der impliziten Mittelpunktsformel (links) stimmt im Mittel-
punkt des Schritts die Steigung mit dem Richtungsfeld iiberein. Beim Crank-
Nicolson-Verfahren (rechts) stimmt sie mit dem Mittelwert des linken und rechten
Randpunkts iiberein. In diesem einfachen Beispiel (aber natiirlich nicht im Allge-
meinen) stimmt das Ergebnis beider Verfahren iiberein.

vgl. die linke Seite von Abbildung 1.6.

Dies ist die sogenannte implizite Mittelpunktsregel, die auch als Kombination ei-
nes halben impliziten Eulerschrittes mit einem halben expliziten Eulerschritt in-
terpretiert (und implementiert) werden kann.

Crank-Nicolson-Methode Eine weitere Methode erhalten wir durch die Forde-
rung, dass die Steigung der Liniensegmente mit dem Mittelwert der Steigungen
im Richtungsfeld im linken und rechten Randpunkt des Segments iibereinstimmen
soll:
S (i yi) + f (i1, ie1)

2 )
vgl. die rechte Seite von Abbildung 1.6. Dies ist die Crank-Nicolson-Methode.

Yir1 =Yi+h

Verfahren von Runge Wir konnen aus der Idee der implizite Mittelpunktsre-
gel und des Crank-Nicolson-Verfahren auch expliziten Methoden entwickeln. Um
wie bei der impliziten Mittelpunktsregel vorzugehen, konnen wir versuchen, eine
explizite Formel fiir y;, |/, zu finden. Dafiir setzen wir

h:
Yit1/2 = Yi+ Elf(xia)’i)
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1 1
i) 1171/2 I To Il/Z I

Abbildung 1.7: Beim Verfahren von Runge wird zuerst ein approximativer Mit-
telpunkt berechnet, und dessen Richtungsfeldsteigung als Steigung des Linienseg-
ments verwendet.

und wihlen dann

Xi1 T X
Yir1 :=Yi+hif <%,yi+l/2> )

vgl. Abbildung 1.7.

Dies ist das Verfahren von Runge. Man beachte, dass dies nicht nur die Kombina-
tion zweier Halbschritte des expliziten Euler-Verfahrens ist.

Verfahren von Heun Eine explizite Alternative zur Crank-Nicolson Methode
erhalten wir, indem wir y;;; auf der rechten Seite der Crank-Nicolson-Formel
durch einen Schritt mit dem expliziten Euler-Verfahren approximieren:

N :=yi+hif(xi,yi)
S (i, yi) + f(xir1,m)
2 )

Yit1 :=Yi+th;

vgl. Abbildung 1.8.
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—_—_—————

Abbildung 1.8: Beim Verfahren von Heun wird zuerst ein approximativer rechter
Randpunkt berechnet, und dann der Mittelwert der Richtungsfeldsteigungen im
linken und approximativen rechten Randpunkt als Steigung des Liniensegments
verwendet. In diesem einfachen Beispiel (aber natiirlich nicht im Allgemeinen)
stimmt das Ergebnis mit dem Verfahren von Runge iiberein.

1.3.5 Einschritt- und Mehrschrittverfahren

Wir betrachten auch in den folgenden Abschnitten Verfahren, die ein AWP der
Form

Y(x) = fley() firxelab],  yla)=y€R’,

16sen, indem beginnend mit a = xo (wo wir die Losung y(xp) = yo kennen), suk-
zessive Approximationen y; & y(x;) € R¢ auf einem Gitter

a=xg<x1<...<x,=b

bestimmt werden. Dabei werden wir nur unendlich oft differenzierbare rechte Sei-
ten f € C* := C>([a,b] x R¥)? betrachten.

Wir unterscheiden dabei die folgenden Begriffe.

* Einschrittverfahren (ESV): Nur der vorherige Punkt y; (sowie x;, x;;1 und
die rechte Seite der DGL f) wird zur Berechnung von y;,; verwendet. Ein
ESYV ist also mathematisch eine Iterationsvorschrift

(X0, Yir Xit1, f) = Yig1 .= Y (xi, i, i1, f)
mit einer Funktion

W [a,b] x RY x [a,b] x C° = R?,  wobei C* := C=([a,b] x RY)“.
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* Mehrschrittverfahren (MSV): Mehrere vorherige Punkte y;, y;—1, ... Vi—m
(sowie xjy1, X, ..., Xi—n und die rechte Seite der DGL f) werden zur Be-
rechnung von y;; | verwendet. Ein m + 1-schrittiges MSV ist also mathema-
tisch eine Iterationsvorschrift

(-xi*mayi*ﬂh R 7xi7yi7xi+17f) = Vil = \P(xi*m7yi*nh' .- 7-xi,yi7xi+17f)
mit einer Funktion
W [a,b] x RY x -+ x [a,b] x R? x [a,b] x C* — RY.

Ein m+ 1-schrittiges Verfahren benotigt zusétzlich noch eine Startprozedur
zur Berechnung der ersten m Werte yi,..., y,, (z.B. Anwendungen eines
ESV oder MSV mit weniger Schritten).

Die Methoden in Abschnitt 1.3 sind allesamt Einschrittverfahren. Mehrschrittver-
fahren werden wir erst in Abschnitt 1.7 behandeln.

1.4 Runge-Kutta-Verfahren

1.4.1 Eine unrealistische Generalvoraussetzung

In diesem Abschnitt sei [a,b] C R, b > a stets ein festes Intervall. Wir werden in
dieser Vorlesung nur Anfangswertprobleme

Y(x)=flx,y(x)) firxela,b],  y(a)=y €R’, (1.8)

mit unendlich oft differenzierbarer rechter Seite f € C* betrachten. Insbesondere
ist f also nach Lemma 1.11 lokal Lipschitz-stetig.

Zur Motivation des weiteren Vorgehens erinnern wir daran, dass wir die theo-
retischen Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen in Satz 1.8 zunichst fiir globale
Lipschitz-stetige f bewiesen hatten (was bereits einfachste Beispiele nicht erfiil-
len). Hieraus folgten dann aber auch Ergebnisse fiir den praxisrelevante Fall loka-
ler Lipschitz-Stetigkeit. Die Kernidee dazu war, dass wir eine nur lokal Lipschitz-
stetige rechte Seite f (auBerhalb des fiir eine gegebene Losung relevanten Be-
reichs) glatt abschneiden und somit (ohne Auswirkungen auf die Losung) zu ei-
ner global Lipschitz-stetigen rechten Seite f transformieren konnten. Zur Unter-
suchung numerischer Losungsmethoden gehen wir dhnlich vor und werden zu-
ndichst eine sehr unrealistisch restriktive Generalvoraussetzung annehmen, und
danach mit einem Abschneideargument die erhaltenen Ergebnisse auch auf den
praxisrelevanten allgemeinen Fall iibertragen.
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Definition 1.18
Wir sagen, dass eine Funktion

filab]xRY=RY fr(x,y)— f(x,y)

die Generalvoraussetzung erfiillt (und schreiben f € GV ), falls f unendlich oft
differenzierbar ist und f sowie alle partiellen Ableitungen (beliebiger Ordnung
und beliebiger Kombination von x- und y;-Ableitungen) beschrdnkt sind, d.h. fiir
Jjeden Multiindex ot = (0, Qly, ,...,Qy,) € }Ng“ existiert eine Konstante Co, > 0,
so dass

10%f(x,y)|| < Cq fiir alle (x,y) € [a,b] x R.

Lemma 1.19
Erfiillt f die Generalvoraussetzung so gilt:

(a) Fiirjedes yo € RY existiert genau eine differenzierbare Losung des AWP (1.8).
Zwei Losungen y, z zu verschiedenen Anfangswerten y(a) und z(a) erfiillen

ly(x) = z(x)[| < " |ly(a) — z(a)l|  Vx € [a.],

wobei L := MaX, ¢ 5], yeRd ny(X,)’) HF

(b) Jede Lisung von y' (x) = f(x,y(x)) ist unendlich oft differenzierbar auf [a,b.
Alle Ableitungen der Losung sind beschrdnkt, wobei die Schranken nur von f
abhdngen, d.h. fiir alle f € GV und k € N

36, >0 max}Haky(x)H <G YyeC([a,b) mit ¥(x)=f(xyx).

x€la,b

Beweis: (a) Fiir f € GV gilt insbesondere, dass alle Eintrige in f,(x,y) € R4*d
beschrinkte Funktionen von (x,y) sind, so dass das Maximum in der Defini-
tion von L existiert. Mit Lemma 1.11 folgt daraus, dass fiir alle x € [a,b] und
y,z € R4

) =169l = | [ w160y <Ll

Die Generalvoraussetzung impliziert also globale Lipschitz-Stetigkeit, so dass
(a) aus Satz 1.8 und Satz 1.16 folgt.

(b) Sei f € GV. Erfiillt eine differenzierbare Funktion y : [a,b] — R¢ die DGL
Y (x) = f(x,y(x)), so ist y stetig und

/ < =:Cy.
PO o g V26
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Da y und f stetig differenzierbar sind, ist dies auch y’ als Hintereinanderaus-
fiihrung von f mit der Funktion x — g(x) := (x,y(x)), also y € C?(|a,b]). Aus
y' = f'(g(x))g’(x) folgt auBerdem die Beschrinktheit von y” mit einer nur
von f abhingigen Schranke. Durch Induktion folgt, dass d¥y(x) eine endli-
che Summe von endlichen Produkten von partiellen Ableitungen 0% f(x, y(x))
und d'y(x) mit 1 <1 < k ist. *y(x) ist daher mit einer nur von f abhingigen
Schranke beschrinkt und wiederum stetig differenzierbar. 0

Wir betonen noch einmal, dass die Generalvoraussetzung in der Praxis iiblicher-
weise nicht erfiillt ist und bereits von einfachsten Beispielen (wie y = ry) verletzt
wird. Es ist jedoch einfacher, die Konvergenzanalyse der betrachteten Verfahren
zundichst unter der Annahme f € GV zu fiihren und erst danach auf den praxisre-
levanten allgemeinen Fall ohne Generalvoraussetzung zu erweitern. In Abschnitt
1.4.6 werden wir zeigen, dass die im Folgenden erhaltenen Ergebnisse auch fiir
unendlich oft differenzierbare rechte Seiten gelten (ohne weitere Beschrinktheits-
bedingungen), falls eine Losung auf dem betrachteten Intervall existiert.

1.4.2 Konsistenz und Konvergenz

Konsistenz von Einschrittverfahren FEin ESV beginnt im ersten Schritt mit
dem korrekten Startwert yy = y(xo) und berechnet daraus y; =~ y(x;). Ab dem
zweiten Schritt verwendet das Verfahren daher im Allgemeinen fehlerbehafte-
te Approximationen y; ~ y(x;) als Ausgangswert zur Berechnung von y;, 1. Die
Giite der ndchsten Néherung y;| = y(x;+1) wird davon abhdngen, wie gut der
Schritt mit korrekten Ausgangswerten gewesen wire und wie grof} der Effekt des
falschen Ausgangswerts ist, vgl. Abbildung 1.9. Ersteres messen wir mit dem im
Folgenden definierten Begriff der Konsistenz, zweiteres werden wir mit dem Sta-
bilitdtsresultat Satz 1.16 abschétzen.

Definition 1.20
Ein Einschrittverfahren ¥ heifst konsistent mit Konsistenzordnung p € N, falls
fiir jedes f € GV Konstanten C > 0, h > 0 existieren, sodass

sup lyic1 —y(xi+h)|| <ChPTY YO < h < h,
xi€la,b—h],y;€R4

wobei y die Losung des AWP

Y (@) =flxyx) Vxelabl,  y(x)=yi

ist und yi+1 sich durch Anwendung des ESV auf den korrekten Wert y; = y(x;)
ergibt, d.h. yii1 = ¥(x;,y(x;),x; + h, f).

32



1.4. RUNGE-KUTTA-VERFAHREN

y(w2)

Abbildung 1.9: Fehlerfortpflanzung eines Einschrittverfahrens

Wir konnen dies auch dquivalent schreiben als

|yis1 —y(xi+h)|| -
hp—i—l

lim sup sup
h—0  x;€la,b—h],y;€R4

In der Literatur ist es auch iiblich, ein ESV bereits dann konsistent zu nennen, falls
es
i1 —y(x;i+h

=0
hﬂoxie[a,b—h] yieR4 h

erfiillt. Wir werden in dieser Vorlesung jedoch nur ESV mit mindestens Konsi-
stenzordnung 1 betrachten.

Konvergenz von Einschrittverfahren Wir betonen noch einmal, dass in Defi-
nition 1.20 y(x;) = y; vorausgesetzt wird. Die Konsistenz misst also den lokalen
Fehler eines einzelnen Schrittes des ESV, wenn die letzte Iterierte noch fehler-
frei war. Ein ESV mit Konsistenzordnung p macht in jedem Intervall [x;,x; ]
einen lokalen Fehler der GroBenordnung #7*!, der dann den Startwert des nich-
sten Schrittes verfilscht. Wir erwarten daher, dass sich die lokalen Fehler iiber alle
n= b%“ Intervalle mindestens aufaddieren werden, so dass der globale Fehler in
der GroBenordnung /” liegen wird. Der folgende Satz zeigt, dass dies tatsidchlich
der Fall ist.

33



KAPITEL 1. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Satz 1.21
Sei f€GV,yo € R undy: [a,b] — RY die Lisung des AWP

Y(¥) = fey(x) Vxelab],  y(a)=yo€ R
Wir betrachten die Anwendung eines ESV mit Hochstschrittweite h > 0,
a=x)<x1<...<Xx,=b, hi:=xiy1—xi<h (i=0,....,n—1).

Besitzt das ESV Konsistenzordnung p, so gilt

eL(b—a) _ .
max [y y(w)l| < S Ch Y0 <h<h (1.9)
i=0,...,n

’

wobei C,h > 0 die Konstanten aus der Definition der Konsistenzordnung und L
die Lipschitz-Konstante aus der Generalvoraussetzung ist.

Beweis: Fiir die Hochstschrittweite gelte h < h. Da wir mit dem korrekten Start-
wert yo = y(xp) beginnen, gilt fiir den Fehler nach dem ersten Schritt

81 = y1 —y(x)|| <cr*.

Im allen weiteren Schritten, bei denen wir y; 1 aus y; fiir i > 1 berechnen, gibt es
zwei Fehlerquellen:

(1) Die Berechnung von y; ;| aus y; mit dem Einschrittverfahren entspricht der
Anwendung des Verfahrens auf das (wegen f € GV eindeutig 16sbare) AWP

J(n) = flxz(x),  zlu) =y €R, (1.10)
vgl. noch einmal Abbildung 1.9. Dabei macht das Verfahren den Fehler

1
lz(xit1) —yis1] < CHPT

(ii) Aus den letzten Schritten resultiert ein Fehler §; := ||y(x;) — y;||, so dass die
Losung z(x) von (1.10) nicht mit y(x) iibereinstimmt. Nach Satz 1.16 gilt
aber

Iy(xis1) = 2| < 07D [[y(x0) = yil| = €76
Insgesamt erhalten wir also fiir alle i > 1

Sit1 = |lyir1 —y(xir) || < i1 = 2(xig) |+ [2Crier) = y(xige)
S ChlP+1 —|—€Lhi6[
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und mit & := 0 gilt dies auch fiir i = 0.

Wir zeigen nun durch vollstindige Induktion?
eL(xi—a) -1
6 <——CH (1.11)
L
Der Induktionsanfang i = 0O ist trivial. Im Induktionschritt verwenden wir (1.11)
fiir ein i > 0 und erhalten

+1 Lh: Lh'eL(xi*a) —1
81 S ChT 4 iy < Chih? + e =————Ch?
L(xir1=a) _ gLhi ; L(xi1—a) _
S e Le +Lhzchp S %Chp’

wobei wir im letzten Schritt e/ > 1+ Lh; verwenden. Damit ist per Induktion
(1.11) fiir alle i > 0 und somit die Behauptung (1.9) bewiesen. U

Bemerkungen und Beispiele zur Konsistenz von Einschrittverfahren

Bemerkung 1.22

Im Folgenden verwenden wir im Zusammenhang mit Einzelschrittverfahren die
Landau-Notation O(hP), o(h), etc., mit der Konvention, dass die darin vorkom-
menden Konstanten von der rechten Seite f € GV, nicht jedoch vom Ausgangs-
punkt x; € [a,b], y; € R¢ abhdngen diirfen.

Mit dieser Konvention ist also ein Einschrittverfahren konsistent mit Ordnung p,
falls aus y; = y(x;) folgt, dass
Y(xis1) = yig1 = O(RP).

Beispiel 1.23
(a) Explizites Euler-Verfahren: Fiir y(x;) = y; erhalten wir durch Taylorentwick-
lung

2 2
|y (xie1) = y(xi) — by () || < % max }Hy//(é)H < %Cz

ge[xiaxiJrl

2Zur Motivation dieser Induktionsbehauptung beachte, dass sich fiir dquidistante Schrittweiten
h; = h durch Anwendung der geometrischen Summenformel und e > 1+ Lh ergibt:

6 < ChPt! +€Lh6,;1 < ChPH! —‘reLh (C/’lerl —|—€Lh5,;2>
6‘Lh>i _ L(xi—a) _ 1

<. < (1+6Lh+62Lh+e<i_1)Lh) ChPt! = ( Lot <& T o
elh —1 L
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mit einer (aufgrund unserer Generalvoraussetzung nur von der rechten Seite
f abhdingigen) Konstante C,. Es ist also mit obiger Konvention

Y(xis1) = y(x) + by (xi) + O(h?)
= y(x;) +hf(xi,yi) + O(h*) = yir1 + O(h?)

und das explizite Euler-Verfahren besitzt somit Konsistenzordnung 1.

(b) Implizites Euler-Verfahren: Fiir y(x;) = y; erhalten wir wiederum durch Tay-
lorentwicklung

y(xi) = y(xis1) — by (xi11) + O(h?)
= y(xi41) = hf (xis1,¥(xi11)) + O(?).

Zusammen mit y; 1 = y; +hf (xi11,vir1) erhalten wir

yie1 = y(xig )| = yi +hf (i1, yiv1) = y(xier) ||
= || f (xit1,Yir1) — (i1, (xi41)) || + O(K?)
< hL ||yt — y(xis1)|| + O(R?).

Fiir hinreichend kleine h gilt also

1

yir1 —y(xig1)|| = mO(hz) = O(h?).

Das implizite Euler-Verfahren besitzt also Konsistenzordnung 1.

Bemerkung 1.24

In vielen Bereichen der Numerik ersetzt man ein kompliziertes Problem durch ein
leichter zu losendes approximatives Problem und hofft, dass die Losung des ap-
proximativen Problems eine gute Niherung fiir die Losung des komplizierten Pro-
blems ist. Dies ldsst sich oft sicherzustellen, indem man zeigt dass sich das Pro-
blem beliebig genau approximieren ldsst (Konsistenz) und dass ein vorhandener
Restfehler durch die Problemlosung nicht iibermdf3ig verstirkt wird (Stabilitiit).
Plakativ ldsst sich das schreiben als

Konsistenz + Stabilitit = Konvergenz.

Konsistenz wird dabei oft dariiber definiert, wie gut eine Losung des wahren Pro-
blems das approximierende Problem erfiillt. Auch Definition 1.20 kann in diesem
Sinne verstanden werden, denn wir messen damit, wie gut eine wahre Losung y
der DGL Y (x) = f(x,y(x)) die Iterationsvorschrift des ESV erfiillt

Y(xix1) = P(x;, y(xi), Xig1, f)-
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1.4.3 Runge-Kutta-Verfahren

Wir betrachten nun einen allgemeinen Ansatz um Einschrittverfahren hoher Kon-
sistenzordnung zu konstruieren. Im ersten Schritt (mit yg = y(xp) und Schrittweite
h := x1 — xg) soll gelten

yi ~y(xr) y0+/ t)dr = y0+/ f(ey()

Durch Approximation des Integrals auf der rechten Seite durch eine Quadratur-
formel erhalten wir

| s o)a = h Y b+,

0 j=1

Die Quadraturformel sollte zumindest konstante Funktionen exakt integrieren,
deshalb fordern wir S
Y bi=1 (1.12)
j=1

Die c; heiBlen Knoten, b; Gewichte und s heiB3t Stufenzahl des Verfahrens.

Dieser Ansatz verallgemeinert die Ideen aus Abschnitt 1.3.4, indem nun ein ge-
wichtetes Mittel aus s unterschiedlichen Steigungen im Richtungsfeld an den
Punkten (xo +c;h,n;), j=1,...,s verwendet wird. Fiir das explizite Euler-Ver-
fahrenists =1, c; =0 und 11 = yo

bj und c; sollten aus den Knoten und Gewichten eines moglichst guten Quadra-
turverfahrens bestimmt werden. Zur Wahl der 7); fordern wir, dass

xo—i-cj xo—l—cj
my o) =vot [ Y O@ =0+ [T flay)ar

Wir wenden wiederum ein Quadraturverfahren fiir die Integrale auf der rechten
Seite an und verwenden dabei die gleichen Quadraturpunkte wie fiir das erste
Integral, d.h. fiir j =1,...,s verwenden wir

XQ+th s
L Fley(0)de =Y apf(xo+ehm).

0 =1

Wiederum sollten die Quadraturformeln zumindest konstante Funktionen exakt
integrieren, deshalb fordern wir (fiir alle j =1,...,s)

S
Y aj=c; (1.13)
=1
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Wenden wir dieses Verfahren in jedem Schritt an, so erhalten wir das in Algo-
rithmus 1 zusammengefasste allgemeine Runge-Kutta-Verfahren. In dieser Vorle-
sung folgen wir dabei der auch in der Literatur {iblichen Konvention, den Begriff
Runge-Kutta-Verfahren nur zu verwenden, wenn die natiirlichen Minimalforde-
rungen (1.12) und (1.13) erfiillt sind. Wir werden in Satz 1.28 zeigen, dass da-
durch mindestens Konsistenzordnung 1 (und damit nach Satz 1.21 Konvergenz
gegen die wahre AWP-Losung) sichergestellt ist.

Algorithm 1 Runge-Kutta Verfahren (1-Formulierung)

Gegebenaj;,bj,c; €R, j=1,...,5,[=1,... s mit
s s
ijzl und Zajl:cj firalle j=1,...,s.
j=1 =1

function y; = ¥(x;, yi, Xit1, f)
Setze h; := x;41 —x; und bestimme 17; € RY, j=1,...,s aus

N

njZyi+hi2aﬂf(xi+6’lhi,m), J=1,...s. (1.14)
=1

S
Setze Vitl = y,-+hi Z bjf(xi+cjhi7 77j)~
j=1
return y;, | € R4,
end function

Runge-Kutta-Verfahren konnen explizit oder implizit sein. Besitzt A strikte untere
Dreiecksgestalt, d.h.

aj=0 firl>j,
dann ist n; = y;, 12 kann aus 71 berechnet werden, usw. (explizite Runge-Kutta-
Verfahren). Ansonsten ist (1.14) ein System aus sd Gleichungen fiir die sd unbe-
kannten Eintrdge der d-dimensionalen Vektoren 1; € RY, j=1,...,s (implizite
Runge-Kutta-Verfahren).
Die Koeffizienten A = (aj;) € R***, b= (b;) € R* und ¢ = (¢;) € R’ eines Runge-
Kutta-Verfahren lassen sich im sogenannten Butcher Tableau zusammenfassen:

cilain ap ... ai

ol a c|ax ax ... a
bT

Cs | As1 dg2 ... dgg

by by ... b
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Die im RKV verwendeten Steigungen
kj = f(x,-—l—cjh,-,nj) ,
erfilllen das nichtlineare Gleichungssystem
N
kj=f(xi+cihyi+h Y ajk), j=1,....s. (1.15)
I=1

Die daraus resultierende RKV-Formulierung fassen wir in Algorithmus 2 zusam-
men. Fiir explizite Verfahren oder wenn im impliziten Fall die eindeutige Los-
barkeit der Gleichungssysteme (1.14) und (1.15) sichergestellt ist, sind die beiden
Formulierungen offenbar dquivalent.

Algorithm 2 Runge-Kutta Verfahren (k-Formulierung)

Gegebenaj,bj,c; € R, j=1,...;5,[=1,... s mit
N N
Y bi=1 und Y ay=c; firallej=1,...s.
j=1 =1

function y; | =¥ (x;, i, Xi11, )
Setze h; := x; 1 — x; und bestimme k; € RY, j=1,...,saus

S
kj=f(xi+cihyi+h Y ajk), j=1,....s. (1.16)
=1

S
Setze yj 11 :=yi+ h; Z bjk;j.
j=1
return y;,; € R
end function

Beispiel 1.25
Fiir das explizite Euler-Verfahren

Vir1 = Yi+ hif (xi,yi)

istby =1, c; =0und Ny =yj, also a;; =0.

Fiir das implizite Euler-Verfahren
Vi1 = Yi+hif (Xir1,Yiv1)
istby =1, c; =1, und Ny = yip1 erfiillt Ny =y +hif(xiz1,M1), also ist a;; = 1.
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Wir erhalten also die folgenden Butcher Tableaus:

explizites Euler-Verfahren: i‘% implizite Euler-Verfahren: L‘%

Die Butcher Tableaus der anderen Verfahren aus Abschnitt 1.3 leiten wir in den
Ubungen her:

1.4.4 Wohldefiniertheit impliziter Methoden

Die Vorteile impliziter Runge-Kutta-Verfahren werden wir erst in Abschnitt 1.5
kennenlernen. Wir zeigen aber an dieser Stelle schon, dass das nicht-lineare Glei-
chungssystem (1.14) fiir hinreichend kleine Schrittweiten eindeutig 16sbar ist.

Satz 1.26

Zu jeder rechten Seite f (die die Generalvoraussetzung erfiillt) und jeder Run-
ge-Kutta-Methode (A,b,c) existiert eine Schrittweite hy > 0, sodass fiir jedes
x € [a,b], y € R? und 0 < h < hy das Gleichungsystem fiir die 1;

s
rlj:}"f'hzajlf(x‘f’clh,rll), .j:la"'7s7 (117)
=1

eindeutig losbar ist.

Beweis: Wir schreiben das Gleichungssystem (1.17) als Fixpunktgleichung

n=2o(n)
mit
m ®1(n)
ni=\1:|eR¥ &)= : c R%
Ns d(n)
und )
®;(n) 3:)’+hlz ajif(x+ch,m) € RY.
-1
Es ist
@\ (n)
CD/(T]) — c ]Rdsxds,
Pi(n)
D, b, ¢
®im) = (Goim) .. Gym)) € RO,

9D,

a—(n) = haﬂfy(x+clh,m) € ]RdXd.
Ui
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Aufgrund unserer Generalvoraussetung und der Aquivalenz aller Normen auf dem
R4*4 existiert ein C > 0, so dass fiir alle j,/ = 1,...,d und n € R% jeder Ein-

trag der Matrix %(n) durch Ch beschrinkt ist. Damit ist jeder Eintrag von
@' (n) € R¥*4 durch Ch beschrinkt und damit

|®'(n)||, <dsCh firalleh >0, n € R*.
Fiir hinreichend kleines /¢ gilt daher
1
|o'(m)]p <5 firalle0<h<ho, n €R®

und & ist eine Kontraktion, da

1
[en®)—em®)| = | [ &0 +im®—n0)m -n®)a

<l

Aus dem Banachschen Fixpunktsatzes (Satz 1.5) folgt daher fiir 0 < & < hq die
eindeutige Losbarkeit der Fixpunktgleichung ®(7n1) = 1 und damit die eindeutige
Losbarkeit des Gleichungssystems (1.17). U

Bemerkung 1.27
Die eindeutige Losbarkeit des nicht-linearen Gleichungssystems (1.16) in der k-
Formulierung eines RKV in Algorithmus 2 folgt fiir hinreichend kleine Schrittwei-
ten h; > 0 analog.

1.4.5 Runge-Kutta-Ordnungsbedingungen

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass jede Wahl der Runge-Kutta-Koef-
fizienten (A, b, c) fiir hinreichend kleine Schrittweiten auf 1osbare implizite (oder
sogar explizite) Gleichungssysteme fiihrt, das Verfahren also fiir jede Wahl der
Koeffizienten durchfiihrbar ist. Jetzt wenden wir uns der Frage zu, wie die Koef-
fizienten gewdhlt werden miissen, um ein Verfahren moglichst hoher Ordnung zu
erhalten.

Satz 1.28

Seien A = (aij)i j=1,..5 b= (bi)i=1,.. s und ¢ = (¢i)i=1,...s die Koeffizienten eines
Runge-Kutta-Verfahren.

(a) Aus
S S
ij:1 und Zajk:cj (jZl,...,S)
j=1 k=1
folgt, dass das Verfahren (mindestens) Konsistenzordnung 1 besitzt.
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(b) Das Verfahren hat genau dann mindestens Konsistenzordnung 2, wenn zusdtz-

lich gilt, dass
S 1
; bjej =75
J_

(c) Das Verfahren hat genau dann mindestens Konsistenzordnung 3, wenn zusdtz-
lich gilt, dass

N ) 1 N N 1
Lbicj=3 wnd L bj Y apc=g.
J= =1 k=

Beweis: Wegen Ubungsaufgabe 4.2 geniigt es, die Behauptung fiir autonome Dif-
ferentialgleichungen
Y=f0), fiRI= RS (1.18)

zu beweisen. Sei also y eine Losung der DGL (1.18) mit f € GV, x; € [a,b],
yi = y(xi), h = x;+1 — x; und y;; die durch das Runge-Kutta-Verfahren erzielte
Néherung.

Zur Vereinfachung der Schreibweise lassen wir im Folgenden bei der Funktion f
und ihren Ableitungen das Argument weg, wenn es ,,(y;)” lautet, d.h. wir schrei-

ben f := f(y;) € RY,
f=F ) e LR, R) =R und f":=f"(y;) € £(R, Z(R"R?)).

AuBerdem schreiben wir die Anwendung von f” = f”(y;) auf zwei Vektoren
v,w € R als vT f"w.

Nach Ubungsaufgabe 3.2 gilt mit dieser Schreibweise
Y1) = yithf +1/22f [+ 1/60 (1 f + (f)° ) + O(RY).

Wir entwickeln nun die Niherung y;, | ebenfalls bis O(h*). Zunichst erhalten wir
aus der RKV-Vorschrift und f € GV

S

Yit1 ZYi+thjf(nj) (1.19)
=1
2 1
=yi+hy b (f+f’(n,~ =yi)+ 5=y (= i) +O(||n; —yiH3)> :
=1

Wir bendtigen also eine Entwicklung der n; bis auf O(h?). Dazu verwenden wir
immer wieder

nj=yi+hY apf(m), Y aj=c;. (1.20)
k=1 k=1
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Zuerst erhalten wir damit (wegen f € GV)
nj:yl+0<h>7 VJZI,...,S,
und daher

fmj)=r+o0(|nj—vi|)=f+0h) Vj=1,...s. (1.21)

Einsetzen von (1.21) in (1.20) fiihrt nun fiir alle j = 1,...,s zu
s N
nj=yi=hY apf(e) =hY apf+O0(h*) = he;f +O0(h?).
k=1 k=1

Ein weiteres Mal verwenden wir (1.20) und kombinieren es mit

F) = f+ 1 (e—y) + Olme—yill*) = £+ £/ (M —yi) + O(h?).
So erhalten wir (fiir alle j =1,...,s)

N

n=yi+hY apf(m)=yi+hY ap(f+f (M—yi)+O(h))
k=1 k=1

=yi+h Y ap(f+f (herf +O(H*)) + O(h?))
k=1

:y,~+hcjf+h2f/fzajkck+0(h3).
k=1

Dies konnen wir nun in (1.19) einsetzen und es folgt (mit Z“]‘.:l bj=1)

el 1
Yie1 =Yyi+h ) b; (f+f/(77j —yi)+5(; —y)" (= i)+ 0(h3))
=1

S 1 S
=vyi+hf+hf Y bj(nj—y)+ >h Y bi(mj—y)" f"(n;—yi)+ O(h*)
= =l

=y —|—hf—|—hf/ i bj (thf+h2f/f i ajkCk + 0<h3)>
j=1 k=1
h Z b (he;f + O(hz))Tf” (hejf +O(h*)) + O(h*)
j=1

S S S
=yi+hf+I2f fY bici+1 () F Y. b; Y apck
i—1 =1 k=1

J

| =

_|_

1 S
+ 5h3 L F Y bici+o(nh).
j=1
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Die Behauptung folgt nun aus dem Vergleich der Entwicklungen von y(x;11) und
Vitl- 0

Bemerkung 1.29

(a)

(b)

(c)

(d)
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Mit Satz 1.28 ldsst sich die Ordnung der Verfahren in 1.3.4 bestimmen (vgl.
Ubungsaufabe 6.1).

Mit einem systematischeren Vorgehen (oder symbolischen Berechnungen ei-
nes Computeralgebrasystems) konnen Ordnungsbedingungen fiir beliebig ho-
he Ordnungen bestimmt werden. Man kann aufserdem zeigen, dass Methoden
beliebig hoher Ordnung konstruiert werden konnen.

Aus Ubungsaufgabe 4.3 folgt, dass die Ordnung eines s-stufigen Runge-Kut-
ta-Verfahrens hochstens 2s ist. In Abschnitt 1.5.5 zeigen wir, dass explizite
Runge-Kutta-Verfahren hochstens Ordnung s haben.

Die in der Praxis wohl am hdufigsten verwendete explizite Runge-Kutta-Me-
thode ist eine 6-stufige Methode 5. Ordnung von Dormand und Prince, die
durch folgendes Tableau gegeben ist:

0

1 1

5 5

3 3 9

0 | 20 0

4 44 _56 32

5 45 15 9

8 | 19372 25360 64448 212

9 | 6561 2087 6561 729

1| 17 355 46732 49 _ 5103
3168 33 5047 176 18636
35 0 500 125 2187 11
384 1113 192 6784 84

Das Verfahren wird typischerweise zur adaptiven Schrittweitensteuerung (wie
in Ubungsaufgabe 5.4) mit der folgenden 7-stufigen Methode 4. Ordnung
kombiniert. Dabei verwendet die 7-stufige Methode als Stufen die 6 Stufen
sowie das Ergebnis des obigen Verfahrens, so dass zur Stufenberechnung kein
zusdtzlicher Rechenaufwand anfallt und keine zusdtzlichen Auswertungen von
f bendotigt werden (FSAL, First Same As Last). Diese Kombination ist unter
dem Namen dopri5 oder ode45 in vielen Programmpaketen der Standard-
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loser fiir Anfangswertprobleme.

0

1 1

5 5

3 3 9

10 | 40 0

4 44 _36 32

5 5 15 9

8 | 19372 25360 64448 212

9 | 6561 2187 6561 729

1| 17 355 46732 49 _ 5103
3168 33 547 176 18656

1| 3 0 500 125 2187 11
384 1113 192 6784 84
5179 0 7571 393 —92097 187 1
57600 16695 640 339200 2100 40

1.4.6 Erweiterung auf den Fall ohne Generalvoraussetzung

Wir haben in den letzten Abschnitten die Wohldefiniertheit und Konvergenz von
Einschrittverfahren nur unter der fiir praktische Anwendungen viel zu restrikti-
ven Generalvoraussetzung untersucht, dass die rechte Seite des Anfangswertpro-
blems und ihre partiellen Ableitungen jeder Ordnung beschrénkt sind. In Beispiel
1.9 und Bemerkung 1.13 haben wir gesehen, dass es fiir rechte Seiten mit unbe-
schrinkter Ableitung vorkommen kann, dass das Problem nur auf einem Teil des
betrachteten Intervalls 10sbar ist. Wir konnen aber die Konvergenzresultate aus
den letzten Abschnitten iibertragen, falls die Losbarkeit auf dem gesamten Inter-
vall sichergestellt ist, also insbesondere dann, wenn gemif Satz 1.8 f global und
bzgl. x gleichméBig Lipschitz-stetig ist oder wenn gemifl Satz 1.12 das Intervall

[a,b] hinreichend klein ist.
Satz 1.30

Seien a,b € R, b > a und yo € R?. Auf das Anfangswertproblem

Y (x) = fx,y(x))

fiir x € [a,b],  y(a) =yo € RY,

mit beliebig oft stetig differenzierbarer rechter Seite

f: la,b] x R - RY

werde ein Runge-Kutta-Verfahren auf dem Gitter

a=xp<x <.

mit Hochstschrittweite h = max;— __,(x; —

L<xy,=b

Xi—1) angewandlt.

Falls eine Losung y : [a,b] — RY dieses AWP existiert, so gilt:
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(a) Ist das RKV explizit und besitzt Konsistenzordnung p € N, so erfiillen die
Iterierten

max _|ly; —y(x;)|| = O(h").
i=0,...,n
(b) Ist das RKV implizit und besitzt Konsistenzordnung p € N, so existiert fiir hin-
reichend kleine h > 0 eine Losung der impliziten Gleichungen (1.14), sodass
fiir die zugehorigen Iterierten gilt:

max ||y, —y(x;)|| = O(h?).
i=0,...,n

Beweis: Wir gehen wie im Beweis von Satz 1.12 vor. Sei y : [a,b] — R¢ die
Losung des Anfangswertproblems. Sei

C:=1+ max |[y(x)|]*.
x€la,b]

Wir ersetzen die rechte Seite f des AWP durch eine abgeédnderte rechte Seite
fx,m) = f(x,n)e(|n||*) mit der Abschneidefunktion ¢ aus Ubungsaufgabe 2.2.
Dann ist f weiterhin beliebig oft stetig differenzierbar, und wegen

- x,n) fir |n|*<cC,
Ty =4 fom) furln’
0 fir [|n||">C+1,
erfiillt £ die Generalvoraussetzung.

Dann ist y auch die (nach Satz 1.8 eindeutige) Losung des Anfangswertproblems
Y(x)=Fxyx)  firxela,b], ya)=y R (1.22)

Bei Anwendung des RKV auf (1.22) sind fiir hinreichend kleine Schrittweiten die
Iterierten Jy, ..., , wohldefiniert und

max |5 —y(x;)|| = O(hP).
i=0,....n

-----

Insbesondere ist, fiir hinreichend kleine & > 0, ||§||* < C. AuBerdem folgt wie
im Beginn vom Beweis von Satz 1.28 aus der Beschrinktheit von f, dass fiir alle
Zwischenwerte 7] (j = 1,...,s) des i-ten Schrittes des auf das abgeinderte AWP
angewandten Verfahrens gilt:

N
fj = Fi+hi Y ajf (x+cihi,fin) = 5i+ O(h).
=1
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Fiir hinreichend kleine 4 > 0 gilt daher auch Hﬁ sz < C in jedem Schritt des
Verfahrens und es folgt, dass

S S
fj=Ji+h Y apf(x+chi, ) =5i+hi Y ajf(x+cihi, M),
=1 =1

A S
Fir1 =Fit+hi Y bif(xi+cjhi, 1)) = Fi+hi Y bif (xi+cjhi, 7))
= =1

Die 7, 16sen also auch das Gleichungssystem zum nicht abgeénderten AWP und
die damit bestimmten Iterierten y; zum nicht abgednderten AWP stimmen mit den
Iterierten y; zum abgeédnderten AWP {iiberein. U

Bemerkung 1.31

Durch Satz 1.30 ist fiir implizite Verfahren nur garantiert, dass eine Losung der
impliziten Gleichungen zu konvergenten Iterierten fiihrt. Die Losung ist jedoch im
Allgemeinen nicht eindeutig, wie das folgende (schon in Bemerkung 1.17 verwen-
dete) Beispiel zeigt.

Das skalare AWP

Y (@) =»(x), »(0)=0,
besitzt offenbar die (nach Satz 1.12 eindeutige) Losung y(x) = 0. Bei Anwendung
des impliziten Euler-Verfahrens ergibt sich im ersten Schritt mit Schrittweite h > 0

Y1 :hy%a

was fiir jedes h > 0 die zwei Losungen y; = 0 und y; = 1/h besitzt. Die implizi-
ten Gleichungen sind also nicht eindeutig losbar und es existieren Losungen der
impliziten Gleichung, fiir die die zugehoren Iterierten nicht gegen die Losung des
AWP konvergieren. Wie in Satz 1.30 kann man jedoch zeigen, dass sich bei Lo-
sung der impliziten Gleichungen mit einer Fixpunktiteration wie im Beweis vom
Satz 1.26 mit Startwerten (Ny,...,Ns) = (Vi,...,yi) eine zu einem konvergenten
Verfahren fiihrende Losung ergibt, da sich die selben Fixpunktiterierten wie bei
Anwendung auf ein modifiziertes AWP ergeben.

1.5 Numerik steifer Differentialgleichungen

1.5.1 Steife Differentialgleichungen

Bei dem Pendel aus Ubungsaufgabe 3.4 waren implizite Verfahren (trotz glei-
cher Konsistenzordnung) den expliziten weit iiberlegen. Differentialgleichungen,
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in denen dieser Effekt auftritt, werden steif genannt. Steif ist dabei kein mathema-
tisch prizise definierter Begriff, sondern wird anschaulich fiir solche Differential-
gleichungen verwendet, bei denen naheliegende Standardverfahren (z.B. explizite
Runge-Kutta-Verfahren) keine (oder nur fiir extrem kleine Schrittweiten) zufrie-
denstellenden Ergebnisse liefern. Betrachten wir das einfache Beispiel

Y(x) =2y, y0)=1, A<0.

Offenbar ist die Losung y(x) = ¢**. Aufgrund der Annahme A < 0 konvergiert die
Losung mit exponentieller Geschwindigkeit gegen Null.

Durch Anwendung des expliziten Euler-Verfahrens mit Schrittweite /4 auf dieses
AWP erhalten wir

yi =yo+hAyo=(1+hA),
y2=y1+hdy; = (1+hd)y; = (1+hA)?,

yn = (14+hA)".

Wegen A < 0 hat die so erzeugte Folge (y,)qen die folgenden Eigenschaften:

yn>0undy, —0 fiir 1+hA>0,

yp alterniert im Vorzeichen, y, — 0 fir 0>14+hA>—1,
vy alterniert zwischen +1 und —1 fiir 1+hA=—1,
yn alterniert im Vorzeichen, |y,| — oo fiir 1+hA < —1.

Nur fiir 1 +24 > —1 (d.h. h < —2/A) zeigen die Approximationen also das kor-
rekte Langzeitverhalten und konvergieren gegen Null, und fiir 2 > —1/A oszillie-
ren die Approximationen. Fiir dieses AWP mit negativem A liefert die explizite
Euler Methode also nur fiir kleine Schrittweiten brauchbare Ergebnisse. Ist A sehr
negativ, so sind die Ergebnisse nur fiir extrem kleine Schrittweiten brauchbar.

Betrachten wir zum Vergleich das implizite Euler-Verfahren:

yi=yo+hiyr =y =(1-h1)",
Y2 = Y1 —|—hly2 — = (1 —h?t)ilyl = (1 —h?t)iz,

Yu=(1—hA)™"

Fiir jede Schrittweite & ist 1 —hA > 1. y, bleibt also stets positiv und konvergiert
gegen Null fiir n — oo,
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L
VAl

Y )

M 7)\7‘ 7)\1 F*A,zt
0 1 2 1 2 3

Abbildung 1.10: Explizites (obere Reihe) und implizites Euler ( untere Reihe) an-
gewendet auf die Testgleichung y = Ay mit A = —2,5und h=1, h= 5 Lund h=

(=]
(=]

Implizites und explizites Euler-Verfahren besitzen die gleiche Konsistenzordnung.
Fiir & — 0 konvergieren sie asymptotisch gleich schnell gegen die wahre Losung.
Jedoch gibt es zwei Eigenschaften der wahren Losung, Positivitit und Abfallver-
halten, die nur die Iterierten des impliziten Euler-Verfahrens fiir alle Schrittweiten
zeigen. Die Iterierten des expliziten Euler-Verfahrens haben diese Eigenschaften
erst fiir hinreichend kleine Schrittweiten und fiir sehr negative A ist dies erst fiir
extrem kleine Schrittweiten erfiillt. Abbildung 1.10 zeigt dieses Verhalten fiir ein
moderat negatives A = —2,5.

Das betrachtete AWP ist also steif in dem Sinne, dass die wahre Losung gewisse
Eigenschaften besitzt (Abfallverhalten und Positivitit), die so wichtig sind, dass
man nur solche numerischen Approximationen akzeptieren wird, die diese Eigen-
schaften auch besitzen.

1.5.2 Die Testgleichung

Wir motivieren nun heuristisch, dass sich das im letzten Abschnitt beobachtete
Verhalten auch in allgemeinen Anfangswertproblemen wiederfinden lisst.

Betrachten wir das allgemeine AWP
Y(¥) = flxy) Vxelab],  ya)=y eR"
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GemiB Ubungsaufgabe 6.1 konnen wir es in eine autonome Gleichung umformen.
AuBerdem konnen wir durch Verschiebung annehmen, dass xo = 0.

Y(x) =£(), »0)=yeR?

Fiir kleine Anderungen in x wird sich die Losung nur wenig verindern. Wir er-
warten also, dass sich y lokal wie die Losung der linearisierten Gleichung

Y (x) = f) & o) + f' () —y0),  ¥(0) =yo € RY,
verhilt.

Wir nehmen noch an, dass sich die Shifts f(yo) und yo durch geeignete Transfor-
mationen eliminieren lassen. Lokal ldsst sich das AWP dann durch die Losung der
Gleichung

/
Y (x) =My
mit einer Matrix M € R?*¢ approximieren. Ist M diagonalisierbar mit Eigenwer-
ten A,...,Ay, dann ist dies dquivalent zu d skalaren Testgleichungen

y/j: jyj7 jZl,...,d.
Die Eigenwerte A; werden im Allgemeinen komplex sein. Offenbar gelten aber
alle Ergebnisse dieses Kapitels auch genauso fiir komplexwertige Gleichungen.

Insgesamt scheint es also erstrebenswert, Methoden zu konstruieren, die nicht nur
moglichst schnell konvergieren, sondern auch qualitativ richtiges Verhalten zeigen
fiir die komplexe skalare Testgleichung

y=2Ay, AcC.

Aufgrund der Linearitit der Gleichung konnen wir dabei den Anfangswert auf
y(0) = 1 setzen.

1.5.3 Die Stabilitatsfunktion

Nach Abschnitt 1.5.1 gilt fiir die Iterierten des expliziten und impliziten Euler-
Verfahrens bei Anwendung auf die Testgleichung (mit A < 0)

Y = (14+h2) v = (R (1)) 5o,

™ = (1= h2) ~fyo = (R (h2))"yo,

wobei '
REP({):=(1+¢) und R™(()=(1-0)"".
Offenbar gilt das auch fiir A € C. Wie gut die Verfahren fiir die Testgleichung

funktionieren, lisst sich also vollstindig mit der Funktion R({) beschreiben. Glei-
ches gilt fiir allgemeine Runge-Kutta-Verfahren.

50



1.5. NUMERIK STEIFER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Definition 1.32
Seien

A= (ajj)ij=1,.s ER, b= (bj)i=1,. s € R’ und c = (ci)i=1,.. s € R’

die Koeffizienten eines Runge-Kutta-Verfahren. Sei 1 := (1,...,1)T € R* und wir
bezeichnen mit I € R**S die Einheitsmatrix.

Fiir £ € C definieren wir die Stabilititsfunktion
R(&):=1+¢pT(1-¢A) 1 e

falls I — LA invertierbar ist. Ansonsten schreiben wir formal R({) = oo. (Offenbar
ist dies genau dann der Fall, wenn % ein Eigenwert von A ist, also fiir hochstens s
komplexe Zahlen).

Satz 1.33
Wir betrachten die Anwendung eines Runge-Kutta-Verfahrens mit Koeffizienten
A € RS, b,c € R auf die Testgleichung

Y(x) =Ay(x), yo=1,
mit A € C und Schrittweite h > 0.

Ist die Matrix I — hAA € C°* invertierbar, so ist das Runge-Kutta-Verfahren an-
wendbar (d.h. die moglicherweise impliziten Gleichungen losbar) und ihre Ite-
rierten sind gegeben durch

vi = (R(hA))'.

Beweis: Die Anwendung des RKV auf y/ = Ay fiihrt im i-ten Schritt auf das
(moglicherweise implizite) Gleichungssystem

N
nj :yi+hzaﬂlm, j=1,...s.
=1
Mit 1) := (n1,...,Mms)T € C* ist das dquivalent zu

n :yiﬂ—i—]’llAT] <~ (I—/’l),A)T] :y,‘]l.

Ist I — hAA invertierbar, so existiert eine eindeutige Losung 1 und wir erhalten

S
Yii=Yi-1+hY bjAn;=yi1+hib'n
j=1

=y 1 +FhADT (I —hAA) Yy 11 = (1 +hAbT (I—hAA) 1)y 4
= (1+¢b"(1-¢A) ")y = (RQ))', §:=hr. D
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Beispiel 1.34
(a) Die Stabilititsfunktion des expliziten Euler-Verfahrens ist R({) =1+ .

(b) Die Stabilitdtsfunktion des impliziten Euler-Verfahrens ist R(§) = (1—¢)~1.

(c) Das Butcher Tableau fiir die implizite Mittelpunktsformel aus Abschnitt 1.3.4

ist (vgl. Ubungsaufgabe 5.2):
1/211/2
1

RO =14+¢pT(1-CA M =1+C1(1-¢1/2)7 11

Die Stabilitdtsfunktion ist also

_1+)/2
C1-¢/2

1.5.4 Stabilitat

Die exakte Losung der Testgleichung y = Ay, y(0) = 1, ist

y(x) = M.
Es gilt also
— oo fiir x — oo, wenn Re(4) > 0,
ly(x)|¢ — 0 fiirx — oo, wenn Re(14) < 0,

=1 firallex>0, wennRe(1)=0,
und aullerdem ist, fiir alle x > 0,
ly(x)| =0, wennRe(A) — —co.

Dies motiviert die folgende Definition.

Definition und Satz 1.35

yi = y(hi) seien die Approximationen eines Einschrittverfahren auf die Testglei-
chung ¥y = Ay, y(0) = 1, mit dquidistanten Gitterpunkten x; = hi. Die Methode
heifst

o A-stabil, falls fiir Re(A) < 0 stets gilt, dass
lvit1| <|yil  fiir alle i und alle Schrittweiten h,
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* Isometrie-erhaltend, wenn fiir Re(1) = 0 stets gilt, dass

[Vit1]| = |yil fiir alle i und alle Schrittweiten h,

* L-stabil, wenn sie A-stabil ist und (fiir alle h > 0)

Ivi| =0 fiir |A| — oo.
Ein Runge-Kutta-Verfahren ist genau dann

o A-stabil, wenn |R({)| < 1 fiir alle { € C mitRe({) <0,
o Isometrie-erhaltend, wenn |R(C)| = 1 fiir alle { € C mit Re({) =0,
o L-stabil, wenn A-stabil und |R({)| — O fiir || — oo.

Beweis: Die Aquivalenzen folgen aus y; = (R(hA))'. d

Aus der Cramerschen Regel folgt, dass die Stabilitidtsfunktion eines Runge-Kutta-
Verfahren stets eine rationale Funktion ist, so dass bei der Definition der L-Stabili-
tdt das Verhalten fiir || — co mit dem fiir Re({) — —co iibereinstimmt.

Beispiel 1.36
(a) Explizites Euler-Verfahren:
IR()| = [14i] =v2> 1.

Das explizite Euler-Verfahren ist also weder A-stabil noch Isometrie-erhal-
tend.

(b) Implizites Euler-Verfahren:
Fiir alle { € C mitRe(&) <0 ist

1 1

REN= =g = Jre—gprm =07
1

1
VIR mCR

Das implizite Euler-Verfahren ist also A-stabil. Auf3erdem ist |R(E)| — O fiir
|E| — oo, das Verfahren ist also auch L-stabil.

Es ist jedoch

RG)=1/|1—i|=1/vV2<1,

das Verfahren ist also nicht Isometrie-erhaltend.
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Abbildung 1.11: Anwendung explizites Euler (links), implizites Euler (mitte) und
implizites Mittelpunktsverfahrens (rechts) auf Pendelgleichung y' = —y.

(c) Die implizite Mittelpunktsformel ist A-stabil (jedoch nicht L-stabil) und Iso-
metrie-erhaltend (siehe Ubungsaufgabe 7.2).

Beispiel 1.37

Die eindimensionale Pendelgleichung zweiter Ordnung y" = —y lisst sich ent-
sprechend Beispiel 1.4 durch uy :=y und uy := y' umformen in die vektorwertige
Gleichung erster Ordnung

() =0) =)= ()

Fassen wir die beiden reellen Funktionen u; und uy in eine komplexwertige Funk-
tion u 1= uy + iuy zusammen, so ergibt sich die Testgleichung mit A = —i:

u = ull +11/t/2 =upy —iuy = —ilzb
Fiir M(O) =1 (d]’l y(()) = 1’ y/(O) = 0) ist die exakte LOSl/lng M(X) — e—ix und
u(x)| =1 fiir alle x € (0,0),

d.h. (y(x))>+ (Y (x))? = L. (Offenbar ist y(x) = cos(x) und y'(x) = sin(x).)

Fiir die Iterierten des expliziten und impliziten Euler-Verfahrens sowie des impli-
ziten Mittelpunktsverfahrens gilt (vgl. Abbildung 1.11):

» Explizites Euler-Verfahren (nicht A-stabil):

Iterierte u) = R(hA) = (1 — hi)/ erfiillen u')) — oo (in diesem Fall sogar
fiir alle Schrittweiten h > 0)
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stabil instabil

® instabil stabil m
w | | ]R | | u ]R
1 o

Abbildung 1.12: Stabilitiitsgebiet des expliziten Euler (links), impliziten Euler
(mitte) und des impliziten Mittelpunktsverfahrens (rechts).

* Implizites Euler-Verfahren (A-stabil):
ul) = R(hA) = (14 hi)~ erfiillen |uU+D | < [ulD)| (fiir alle h > 0).

 Implizites Mittelpunktsverfahren (A-stabil und Isometrie-erhaltend):

ul) = R(hA)) = (}fﬁiﬁ)J erfiillen |ul*V)| = [u\)| (fiir alle h > 0).

Ist eine Methode nicht A-stabil ist, so besitzen die Approximationen y; = (R(hA))’
nicht fiir jedes A € C mit Re(A) < 0 und jede Schrittweite 4 > 0 die korrekte quali-
tative Eigenschaft |y;; 1| < |y;|. Dabei kann es sein, dass dies fiir keine Schrittweite
h > 0 erfiillt wird (Beispiel 1.37), oder dass dies erst fiir hinreichend kleine 7 > 0
erfiillt ist (Abschnitt 1.5.1). Dies motiviert die folgende Definition.

Definition 1.38
Zu einem Runge-Kutta-Verfahren mit Stabilitcitsfunktion R(C) definieren wir das
Stabilitéiitsgebiet durch

S ={LeC : |R)|<1}CC.

Beispiel 1.39
Das Stabilitiitsgebiet des expliziten Euler-Verfahrens besteht aus allen § € C mit

12> RO =1+ = (1+Re(£))* +Im({)?,
d.h. dem abgeschlossenen Kreis mit Radius 1 um z = —1 in der komplexen Ebene.
Fiir das implizite Euler-Verfahren enthdilt das Stabilititsgebiet alle { € C mit

1 1
" 1-CP " (1—-Re(Q))> +Im(0)*’

1> R(O)P
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also alle ¢ € C mit (Re({) — 1) +Im(&)? > 1 und damit die gesamte komplexe
Ebene auflerhalb des offenen Kreis mit Radius 1 um z = 1.

Die Stabilititsgebiete des expliziten und impliziten Euler sowie das in Ubungs-

aufgabe 7.1 berechnete Stabilitdiitsgebiet des impliziten Mittelpunkverfahrens zeigt
Abbildung 1.12.

1.5.5 Nachteile expliziter Verfahren

In unseren Beispielen waren nur implizite Verfahren A-stabil oder Isometrie-er-
haltend. Tatsdchlich kénnen explizite Verfahren diese Eigenschaften nicht besit-
zen, wie wir in diesem Abschnitt zeigen.

Satz 1.40

Die Stabilitdtsfunktion eines expliziten Runge-Kutta-Verfahren mit s Stufen ist ein
reelles Polynom der Ordnung s.

Beweis: Seien A € R%**, b € R, ¢ € RS die Koeffizienten der Methode. Da die
Methode explizit ist, ist A eine strikte untere Dreiecksmatrix. Man zeigt leicht,
dass in hoheren Potenzen von A immer mehr Diagonalen durch Nullen aufgefiillt
werden, und schlieBlich A* = 0 gilt:

0 00O 0 0 00O 0
* 0 0 0 0 0 00O 0
x x 0 0 0 ) * 00 0 0
A=1 4 % % 0 ol A= % %00 0 |
Xk ok ok 0 ¥ ok ok ok 0
0 00O 0 00O0O0O..O0
0 00O 0 00O0O0O..O0
3 0000 0 0000 ..0
A’ = A =
x 00 0 0 | 000O0..0
* x x x ... 0 00O0O0O..0
Aus A* = 0 folgt dass
(I=CAT+EA+...057 A =1
also (I—CA) ' =1+CA+... 1AL
R({) :== 1+ ¢bT(I— EA)~'1 ist also ein reelles Polynom der Ordnung s. O

56



1.6. LINEAR IMPLIZITE METHODEN

Satz 1.41
Explizite Runge-Kutta-Verfahren sind weder A-stabil noch Isometrie-erhaltend.

Beweis: Fiir jedes Polynom R({) gilt |R(&)| — oo fiir || — oo. O

AuBerdem erhalten wir noch die schon in Bemerkung 1.29 angesprochene Hochst-
grenze in der Ordnung expliziter Verfahren:

Satz 1.42
Die Konsistenzordnung eines expliziten Runge-Kutta-Verfahren mit s Stufen ist
hochstens s.

Beweis: Nach Satz 1.40 ist die Stabilitdtsfunktion ein Polynom der Ordnung s,
also
R(C):”O‘FUC‘F---‘F”sgsa rOa'--7rS€R-

Betrachte die Anwendung der Methode auf die Testgleichung mit A = 1, also
/
Y =y,y0)=1:

yi=R(h)=ro+rh+...+rh’

1 1 1
h 2 K s+1 s+2
=e'"=1+h+=-h"+.. +—=hW+—-—-h O(h )
y(x;)=e + +2 + +s! +(s~|—1)! +O(h"™)
Hochstens die ersten s Terme der Entwicklungen kdnnen iibereinstimmen, sodass
der lokale Fehler einer expliziten Methode hochstens O(h*+1), also die Ordnung
hochstens s sein kann.? O

1.6 Linear implizite Methoden

Motivation Wir haben gesehen, dass steife Differentialgleichungen implizite
Methoden erfordern. Im Allgemeinen erfordert die Anwendung eines implizi-
ten Runge-Kutta-Verfahren aber die Losung von s gekoppelten d-dimensionalen
nicht-linearen Gleichungen

N

kj:f<xi+cjh7yi+hzaﬂkl), j=1,....s,
=1

3Streng genommen haben wir in dieser Vorlesung nur fiir AWP, die die Generalvoraussetzung
erfiillen, die Konsistenzordnung iiber den lokalen Fehler definiert, und die Testgleichung erfiillt die
Beschrinktheitsbedingung aus der Generalvoraussetzung nicht. Da die Testgleichung aber offen-
sichtlich losbar ist, gilt mit dem Abschneideargument aus Satz 1.30 der Zusammenhang zwischen
Konsistenzordnung und lokalem Fehler auch fiir die Testgleichung.
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nach den insgesamt sd unbekannten Eintrigen der k; € R¢, j=1,...,s. Ziel die-
ses Abschnitts ist die Herleitung von einfacheren und weniger Rechenaufwand
erfordernden, aber dennoch stabilen Methoden.

Wir beschrinken uns dabei auf autonome AWP

Y =50), yo)=y R
(nach Ubungsaufgabe 4.2 kann jedes AWP in diese Form gebracht werden).

Die erste Vereinfachung ist, dass wir ein Runge-Kutta-Verfahren verwenden, fiir
die A eine linke untere Dreiecksmatrix ist, also aj; = 0 fiir / > j. Dann konnen die
Gleichungen fiir die &/,

j—1
kj :f(Yi+hZaj1kz+ajjhkj), j=1,...,s,
=1

beginnend mit k; eine nach der anderen geldst werden. Statt eines sd-dimensio-
nalen nicht-linearen Gleichungssystems miissen wir so nur s mal ein d-dimensio-
nales nicht-lineares Gleichungssystem losen. Diese bringen wir auf Nullstellen-
form, d.h. gegeben ky,... ,k;_; € R¢ bestimmen wir kje R4 so, dass

j—1

0=k; —fi+h Z ajk —l—ajjhkj) =: Fj(kj).

=1

Anwendung des Newton-Verfahrens ergibt ausgehend von einer Startndherung

k&o) die Iterationen

(n+1),_ 4 (n) (=1 (1)
T =k = Fiky) T F(kY),

wobei
i—1

J
Fi(kj)=1—f'(vi+hY ajk +ajjhk;)a;jh.
=1

Als weitere Vereinfachung ersetzen wir fiir alle j die wahre Jacobi-Matrix F' J’ (kj)
durch

F}(kj) %I—ajth, J:= f’(yi).
Auflerdem fithren wir nur einen einzelnen Newton-Schritt durch, d.h. fiir alle

j=1,...,s setzen wir
0 - 0
by =k = (0 aghd) )
j—1
1=1
5 (0) (0)
Zajlkl+ajjhkj )—ajthkj )
1=1

= (I—ajjh))™! <f<Yi+h
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Es bleibt noch die Wahl der Startwerte kg.o) zu klaren. Hierzu verwenden wir eine
lineare Kombination der bereits berechneten k;, [ =1,...,j — 1:

0.
kj = Zdﬂ/ajjkl
=1

mit noch zu bestimmenden Koeffizienten d ;. Insgesamt erhalten wir so die linear
impliziten (auch: Rosenbrock-) Runge-Kutta-Verfahren, siehe Algorithmus 3.

Algorithm 3 Linear implizite Runge-Kutta Verfahren

Gegeben aj,dj,bj,c; €R, j=1,...,s, [ =1,...,s mit

S S
bj=1, Yaj=c; Vji=1,...s,
j=1 =1

ay=0 firl>j, dy=0 firl>j.

function y;, | =¥ (x;, i, xiv1, /)
Setze h; :=x;y1 —x; und J := f'(y;).
Bestimme k; € R, j = 1,...,s nacheinander aus

j—1

J j—1
kj = (I—ajjhj)_l (f(yi+h Z(ajl+djl)kl) —hJZdﬂ/q) .
1 I=1

=1

S
Setze yi+1 :=yi+h; Z bjkj.
j=1
return y;,; € R
end function

Bemerkung 1.43
Fiir alle k € R? ist

[(7 = ajhd k|| > [Ik|| = [|ajhTk]| = (1 =1ajjla|l7]) K]
Fiir h < m ist 1 —|ajj|h||J|| > 0, so dass die Matrix
I—ajh] € R?*4

injektiv und daher auch bijektiv ist. Auferdem gilt in dem Fall fiir alle k € R,
dass

(L=ah l|) || (I — aj;hd) k|| < ||(1 —aj;hd) (I — ajihd) k|| = |||
und damit ||(I —aj;hJ) || < W
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Stabilitit und Beispiele

Satz 1.44

Seien (A,b,c) die Koeffizienten eines Runge-Kutta-Verfahren, wobei A eine linke
untere Dreiecksmatrix und aj; # 0 sei. Dann hat das dazugehorige linear implizite
Runge-Kutta-Verfahren im folgenden Sinne die gleichen Stabilitiitseigenschaften
wie die urspriingliche Methode:

Ist R({) die Stabilititsfunktion der urspriinglichen Methode, dann ergeben sich
fiir jede Wahl der d;; bei Anwendung der linear impliziten Methode auf die Test-
gleichung

Y =24y, y0)=1
die Approximationen

i = (R
wenn I — hAA invertierbar ist (also ﬁ # ajj fiir alle j).
Beweis: Wir wenden die linear implizite Methode auf die Testgleichung an
Y=Ay=f(), »0)=1.
Fiir alle y ist J = f(y) = A und damit
i1 j—1
kj:=(1—a;hr)"! (A(yi +hlz (aji+dj)k;) —hA 121 dﬂkl)

=1

-1
=(1 —ajjhl)_l (ly,-—l—h?t Zaﬂkl) .
l

=1

Mit k := (ky,...,ks)T ist das dquivalent zu

1 —aphA 0 0 ki Ay
—ar1thA 1 —anhl ... 0 k> Ay
—ag hA —aphA ... 1—aght kg Ay

Wenn I — hAA invertierbar ist, dann ist also
k= Ayi(I—hAA)~ 11
und damit

Vi1 =yi+hb k= (1+hAbT (I—hAA) 1)y, = R(hA)y;. O

60



1.6. LINEAR IMPLIZITE METHODEN

Beispiel 1.45

(a)

(b)

(c)

Linear-implizites Euler-Verfahren

Fiir das implizite Euler-Verfahren

11
1

ist A eine linke untere Dreiecksmatrix und keine d-Koeffizienten notig. Das
dazugehorige linear-implizite Euler-Verfahren lautet

Vigr:=yi+hk, mit k= I—hf' )" fOn).

Linear-implizites Mittelpunktsverfahren

Genauso erhalten wir das linear-implizite Mittelpunktsverfahren:
Virl =yit+hk,  mit k= I—h/2f' (3) " f i)

ode23s

Das wohl am hdufigsten verwendete linear-implizite Verfahren besteht aus
der folgenden Kombination einer zweistufigen (y) und einer dreistufigen ()
Methode:

ki = (I ah]) lf(yz)

ky := (I — ahJ) Yf(yi+h/2ky) — ahdky)

ks i= (I — ahd) ™" (f(yi + hka) — d31 Ik, — dsphJks)
Yit1 :=Yi+hky

. h
Vit :ZYi+6<k1 +4ky 4 k3),
mit
1 442 6-+2
=—, d1=——F, dpni=——F.
24+42 2442 242

y und $ werden analog Ubungsaufgabe 5.4 zur adaptiven Schrittweitensteue-
rung kombiniert. Das Verfahren ist in Matlab unter dem Namen ode?23s ei-
nes der zur Losung steifer DGL empfohlenen Verfahren.

J = f/<yi)7

Fiir die Implementierung von ode?23s ist zu beachten, dass zur Berechnung
von k3 die Funktion f nur an der Stelle y; .1 = y; + hky ausgewertet wird, und
diese Auswertung ohnehin zur Berechnung von ki im ndchsten Schritt notig ist
(der schon von dopri5 in Bemerkung 1.29 bekannte FSAL-Trick). Fiir das
dreistufige Kontrollverfahren werden daher (wenn der Schritt nicht verworfen
wird) keine zusdtzlichen Auswertungen von f benotigt.

61



KAPITEL 1. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Lemma 1.46
Das linear implizite Euler-Verfahren ist L-stabil, das linear implizite Mittelpunkts-
verfahren ist A-stabil und Isometrie-erhaltend.

Beweis: Dies folgt aus Satz 1.44 und den Stabilitdtseigenschaften des impliziten
Euler-Verfahrens und des impliziten Mittelpunktsverfahrens. 0J

Konsistenzordnung von ode23s Eine linear implizite Methode besitzt nach
Satz 1.44 die gleichen Stabilititseigenschaften wie die urspriingliche Methode,
aber (je nach Wahl der d;) kann sich die Konsistenzordnung unterscheiden. Wie
in Satz 1.28, lassen sich Ordnungsbedingungen fiir die Koeffizienten von linear
impliziten Verfahren herleiten. Wir zeigen nur exemplarisch am Beispiel ode23s
die Berechnung der Ordnung eines linear impliziten Verfahrens unter der Gene-
ralvoraussetzung aus Abschnitt 1.4.1. Analog zu Abschnitt 1.4.6 folgt daraus auch
die Konvergenz auch fiir den allgemeinen Fall einer unendlich oft differenzierba-
ren rechten Seite f, falls die Losbarkeit auf dem kompletten betrachteten Intervall
sichergestellt ist.

Satz 1.47
Die in Beispiel 1.45 beschriebene zweistufige Methode zur Berechnung von y in
ode?23s besitzt Konsistenzordnung 2.

Beweis: Nach Bemerkung 1.43 ist die Matrix / — ahJ fiir hinreichend kleine 2 > 0
invertierbar und es gilt

1 1
—ahl|lJ|  1+0(h)

(7 =ahn) M <5 = 0(1),

mit unserer Konvention bzgl. der Landau-Notation aus Abschnitt 1.4.2, da die
Jacobi-Matrix J = f’(y;) aufgrund unserer Generalvoraussetzung unabhéngig vom
Anfangswert x;, y; beschrinkt ist.

Wir gehen nun wie im Beweis von Satz 1.28 vor. Nach Ubungsaufgabe 3.3 gilt fiir
die Losung von y' = f(y), y(xi) = y;

Y(xiet) = yi+hf +1/210% f'f + O(h)
wobei wir wieder das Argument (y;) von f und f’ weglassen.

Wir wollen dies mit
Yit1 = yi+hka,

vergleichen und miissen dazu also k; bis zur Ordnung O(h?) entwickeln. Dazu
benotigen wir die Entwicklung von k. Aus

ki=I—ahd)"'f und |(I—ah))"'||=0(1)
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folgt k; = O(1). Aus der Definition von k; erhalten wir auerdem
kl —athq = (I—ahJ)lq = f
und somit

ki = f+ahJky = f+O(h).

Fiir k£ gehen wir analog vor. Es folgt zuerst

ky = (I—ahl)~ " (f(yi+h/2ki) —ahJk;) = O(1)
und aus der Definition von &, erhalten wir auBBerdem, dass

ko —ahJky = (I —ahJ)ky = f(yi+h/2k) — ahJk,.
Damit ist also

ky = f(y,- —|—/’l/2k1) —ahJky + ahJk,
= f+h/2f' ki + O(h*) — ahJki + ahJky = f + O(h).

Zusammen mit k; = f + O(h) folgt daraus dann, dass
ky = f+h/2f'ki+O(h*) — ahJk; +ahJk;

= f4+h/2f f—ahlf+ahJf+O(h*) = f+h/2f f + O(h?).

Insgesamt ist also
Vil =Vit+hka = yi+hf +h* /2 f f+O(R) = y(xi+1) + O(h?),
die Methode besitzt also Konsistenzordnung 2. U

Bemerkung 1.48

Aufdem 9. Ubungsblatt zeigen wir, dass das zur Schrittweitenkontrolle verwendete
dreistufige Verfahren zur Berechnung von y in ode23s Konsistenzordnung 3 be-
sitzt. Man kann auflerdem zeigen, dass das zweistufige Verfahren zur Berechnung
von y L-stabil ist, siehe z.B. [Hanke, Satz 80.5].
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1.7 Mehrschrittverfahren

Wir beschreiben nun noch kurz die wesentliche Idee der Mehrschrittverfahren.
Dabei beschrinken wir uns in diesem Abschnitt auf dquidistant gewéhlte Gitter-
punkte

Xxi=xo+ih, h>Q0.

In einem m-Schritt Verfahren verwenden wir die letzten m Approximationen

Viem1 Y Xicmt1),- -,y = y(x:)

zur Bestimmung der néchsten Approximation y;; | ~ y(x;; ). Fiir die Bestimmung
der dafiir notigen ersten Werte yy, ..., y,—1 konnen dabei Einschrittverfahren oder
Mehrschrittverfahren mit weniger Schritten verwendet werden.

1.7.1 Adams-Bashforth Methoden

Zur Bestimmung von y; 1 & y(x;11) aus Y;—m+1,--.,y; verwenden wir zuerst wie
bei der Herleitung der Runge Kutta Methoden

i =y =y = [y de= [ )

Die Funktion
x = fx,y(x))

ist (zumindest ndherungsweise) an den Stellen

fi=r(xp,y;) = f(xj,y(x))), j=i—m+1,...i

bekannt. Es liegt daher nahe, die unbekannte Funktion x — f(x,y(x)) durch ihr In-
terpolationspolynom f(x,y(x)) ~ p(x), p € I, durch die Stiitzstellen (x;, f;),
j=i—m+1,...,i zu ersetzen. Mit Hilfe der (aus der Numerik I bekannten)
Lagrange-Grundpolynome

k)= ] L k=i—m+1,...,i

konnen wir das Interpolationspolynom schreiben als

pW= Y fil).

k=i—m+1
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So erhalten wir

yin—yi= [y [Cpwar= Y f [k

k=i—m+1 X

i 1
=h Z fk/o lk(xi+lh)df

k=i—m+1
4 1
Xi+th—x
-n Y i) T e
k=i—m+1 l:ifgjkl ..... i k l
i 1 .
i—1+t
=h Y fi /0 [T ——a
k=i—m+1 l:i—;;l:];l ..... i

Mit der Umnummerierung
k=i—-m+j, j=1,....m und I[=i—-m+j, j=1,....m

konnen wir das schreiben als

m 1 m—]l‘f—t m
v i =hY e [ T " @ =0y Bifiomes,

1,...m
J'#i

mit (von 4 und i unabhiingigen!) Konstanten

Die so erhaltenen Methoden heiflen explizite Adams Methoden oder auch Adams-
Bashforth Methoden.

Beispiel 1.49
Fiir den Spezialfall m = 1 ergibt sich das explizite Euler-Verfahren. Fiir m =2 ist

12-2+1 ! 1
= ——dt=— [ tdt=—=
B .A T3 A >

12 14+ 1 3
= ——dr = t+1)dt ==
b= [ gar= [ G+na=3,

also yir1 :=yi+h(3 fi— 5fi-1)-

65



KAPITEL 1. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

1.7.2 Weitere auf Integration basierende Methoden

Analog lassen sich implizite Adams Methoden (Adams-Moulton-Methoden) auf-
stellen, indem das Interpolationspolynom durch die Stiitzstellen

(Xj,fj) fir j=i—m+1,...;i+1,

also inklusive der noch zu bestimmenden Stiitzstelle fi 1 = f(x;+1,vit+1) gewdhlt
wird. Dies fiihrt auf Formeln der Form

m+1 m+1
Yier =Yi+h Y, Bifiemrj=yi+h Y, Bif KicmtjsYiem+j)- (1.23)
j=1 j=1
mit .
m—j +t
Bj:= ———dtcR
O ]’-Hm+l .]_JI
J#i

Eine verbreitete Methode diese impliziten Gleichungen zu I6sen, ist es zuerst eine
Néherung an y; ;| (und damit an f;; 1) durch die explizite Adams Methode zu
bestimmen. Diese Niherung wird dann als Startwert fiir eine Fixpunktiteration
der Gleichung (1.23) verwendet (iiblich sind ein oder zwei Iterationsschritte).

Beispiel 1.50
Fiir m = 1 ergibt sich wegen

L] —2+47¢ 1 1
= —dt:— 1—t dt:—
b= [ 5 | a=nar=3,
1 —1+1¢ 1 1

[32._/0 ﬁdt—/o tdt—i,

das Crank-Nicolson-Verfahren
Yirr = Yi+h/2(f (xi,5:) + f(Xit1,Yi41))-

Das Integrationsintervall bei der Herleitung der Methoden konnte auch vor x; lie-
gende Bereiche umfassen, z.B.

Xit1 , Xit1
Yir1 = Vi1 R Y(Xit1) = y(xi-1) = / y(x)dx = / f(x,y(x)) dx.
Xi—1 Xi—1
Analag zum Adams-Verfahren konnen wir f durch sein Interpolationspolynom
(mit oder ohne Verwendung der unbekannten Stiitzstelle x;, 1, fi+1) anndhern und
erhalten (implizite bzw. explizite) Formeln der Form

m+1 m
Yit1 =Yi-1th Z Bifi-m+j bzw. yi1:i=yi1+h Z Bifi—m+j-
j=1 j=1
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Diese Formeln heillen Nystrom-Methoden (die explizite Variante) oder Milne-
Simpson-Methoden (die implizite Variante).

Beispiel 1.51
Das Milne-Simpson-Verfahren fiir m =2 lautet

Vi = Yi+h/3(f(xi,yi) +4f (Xip1,Yie1) + f(xig2,¥i42)).

Dies zeigen wir in Ubungsaufgabe 9.1.

1.7.3 Auf Differentiation basierende Methoden

Die bisher betrachteten Mehrschrittverfahren beruhten auf der Idee die Funkti-
on x — f(x,y(x)) =y (x) durch ein Interpolationspolynom zu approximieren und
dieses zu integrieren. Stattdessen konnen wir auch die (Approximationen an die)
Funktionswerte y;_,,+1,...,yi+1 durch ein Polynom interpolieren. Wie bei der
Herleitung der Adams-Bashforth Methode ldsst sich das Interpolationspolynom
q € I1,, schreiben als

i+1

X —X]
gx)= Y, wh(x), hix)=
k=i+1—m =it 1—m,..i+1 Xk — X1
14k
also
i+1
xXi+th—x
datim= Y w I *
k=i+1-m I=i+1-—m,....i+1 Xk — X
I£k
i+1
i— [+t
= o Il 5
k=i+1—m I=i+1-—m,...,i+1 -
I£k
m+1
m—j +t
= ZYI—m+j H ;
Jj=1 F=tomtr ST
J'#i

Wir konnen nun versuchen, den unbekannten Wert y;;; so zu bestimmen, dass
das Interpolationspolynom ¢ im aktuellen Gitterpunkt x; die Differentialgleichung
erfullt, also

q'(xi) = f(xi,y1)-
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Wegen

10
q'(xi) = 53,40 th)li=o

1] 0 m—j +t
A ]:Z,l Yi—m+j ot j/ll:lmﬂ i—7 =0
74 )
:‘-'j
fithrt dies auf Formeln der Form
m+1
Z &Yi—m+j = hf(xi7yi)7
j=1

die sich (fiir oy, # 0) explizit nach y; | auflosen lassen.

Genauso fiihrt die Forderung, dass das Interpolationspolynom ¢ im nichsten Git-
terpunkt x;; | die Differentialgleichung erfiillt, mittels

10
q (xit1) = EEQ(XH—] +th)|i=o

1l d m+1—j +t
=7 2 Yiem+j | 37 I I D —
hjzl T o J=1,mt1 =7 =0
J#i

Il
~.

auf implizite Methoden der Form

m+1
Y yiomij = hf(xis1,yi1)-
j=1
Die so entstandenen impliziten Formeln heilen auch BDF-Methoden (Backward
differentiation formula).
Beispiel 1.52
Fiir die implizite BDF-Methode mit m = 1 ergibt sich

a1:£1+1—2+t _ 1
ot 1-2 =0 ’

a2:i1+1_1+t _
ot 2—1 =0 ’

also
—1yi+ 1yit1 = hf (Xig1,Yi41),
und damit gerade die implizite Euler-Methode.
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1.7.4 Konvergenz linearer Mehrschrittverfahren

Alle bisher kennengelernten Mehrschrittverfahren konnen wir in der allgemeinen

linearen Form
m+1 m—+1

Y oyiimij=hY Bifi-mt
= =

mit Konstanten &, ..., Qui1,P1,- -, Bne1 € R schreiben.

Wir geben in dieser Vorlesung nur eine ganz kurze Zusammenfassung der Theo-
rie dieser Methoden. Eine ausfiihrlichere Darstellung findet sich z.B. im Buch
[HairerNorsettWanner].

Analog zu Einschrittverfahren definiert man auch bei Mehrschrittverfahren die
Konsistenzordnung durch Betrachtung des lokalen Fehlers

lvit1 —y(xig1)]] 5

der sich ergibt, wenn die Methode auf m exakte Werte

Yiem+1 =Y Xicmt1), - yi = y(xi)

angewendet wird.

Das Konvergenzresultat fiir Einschrittverfahren in Satz 1.21 ldsst sich jedoch nicht
unmittelbar auf Mehrschrittverfahren iibertragen. Im Gegensatz zu Einschrittver-
fahren folgt aus der Konsistenz eines Mehrschrittverfahrens nicht automatisch
Konvergenz, sondern dies erfordert eine zusitzliche Stabilititseigenschaft. Die in
Abschnitt 1.7.1 und 1.7.2 vorgestellten Adam-Varianten erfiillen diese zusétzli-
chen Eigenschaften, die BDF-Formeln jedoch nur bis m < 6.

Beispiel 1.53 (Instabiles Mehrschrittverfahren)
Wir betrachten das Mehrschrittverfahren

Vit1 +4yi—Syii1 = h(4fi+2fi—1).
Fiir y; = y(x;) und y;— = y(x;—1) gilt offenbar

Y(Xir1) = yie1 = Y(Xit1) +4yi — Syio1 —4hfi —2hfi
= y(xit1) +4y(xi) = Sy(xi—1) — 4hf (xi,yi) — 2hf (xi-1,Yi-1)
= y(xi) + 1 f (xi, 1) + O(R*) + 4y(x;) — Sy(xi) + Shf (xi, i)
—Ahf(xi,yi) — 2hf (xi,y:) + O(h*) = O(h?),
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das Verfahren besitzt also mindestens Konsistenzordnung 1. (Tatsdchlich kann
man zeigen, dass es sogar Konsistenzordnung 3 besitzt.)

Wenden wir das Verfahren auf das triviale skalare AWP y' =0, y(0) = 0 an, so
erhalten wir die lineare Rekursionsvorschrift

Vi1 = Syi—1 —4y;,

mit der das Verfahren beginnend mit dem Anfangswert yo = 0 und einer Startnd-
herungen y| = y(x|) die Iterierten y; = y(x;) berechnet.

Mit der Theorie linearer Rekursionsgleichungen ldsst sich herleiten (und auch
ohne diese Theorie durch elementares Nachrechnen iiberpriifen), dass

y1royi i
i =2 — 2 (=5)"
Vi= g 6( )

Selbst kleinste Fehler in y; =~ y(x1) = 0 werden also mit zunehmender Schrittzahl
immer mehr verstdrkt.

Fiirt >0, h =1t/n ergibt sich y, = ¥ — % (=5)" als Niherung an y(t) = y(nh).
Selbst wenn y| = y(h) bis auf einen Fehler der Ordnung O(hF) = O(1/n*) bekannt
ist, konvergiert y, nicht notwendigerweise gegen y(t) (fiir n — oo, h=1t/n — 0).
Bei Verwendung exakter Startwerte yy = y(xo) und y; = y(x1) konvergiert das
Verfahren fiir dieses triviale AWP, aber nicht im Allgemeinen, da ab dem zweiten
Schritt das fehlerbehaftete y, =~ y(x;) verwendet wird.

1.8 Eindimensionale Randwertprobleme

1.8.1 Motivation: Diffusionsprozesse

Neben Anfangswertproblemen treten in der Praxis auch Randwertprobleme fiir
gewohnliche Differentialgleichungen auf. Die Theorie und Numerik dieser Pro-
bleme ist eng mit der fiir partielle Differentialgleichungen verwandt, da (wie in der
folgenden Motivation) Randwertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichun-
gen oft als eindimensionale stationdre Spezialfille von Randwertproblemen fiir
partielle Differentialgleichungen (PDGL) auftreten. Die folgende Modellierung
von Diffusionsprozessen folgt dem sehr lesenswerten Buch [FulfordBroadbridge].

Wir betrachten ein Rohr mit Querschnitt A, das von einer Losung durchflossen
wird. Wir bezeichnen mit

x: die Position innerhalb des Rohres, etwa x € [0, 1],
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x+ 6
J(x,1) (et 8t)
X  x+06
Abbildung 1.13

C(x,t): die Konzentration des gelosten Stoffes am Ort x zur Zeit ¢,

J(x,t): die Flussdichte der Losung, d.h. welche Masse des Stoffes einen Einheits-
querschnitt pro Zeiteinheit durchquert.

Wir betrachten den Rohrabschnitt zwischen x und x 4+ 6x. Dabei nehmen wir an,
dass Ox so klein ist, dass die Konzentration in diesem Abschnitt riumlich konstant
ist.

Die Gesamtmasse innerhalb des Abschnitts ist also

AbéxC(x,1).

Nun nehmen wir an, dass 6t so klein ist, dass der Fluss im Zeitabschnitt zwischen
t und ¢ + Ot zeitlich konstant ist. Aufgrund des Flusses wird sich im betrachteten
Abschnitt des Rohres die Gesamtmasse in diesem Zeitabschnitt &ndern um

J(x,1)Adt —J(x+ Ox,t)Adt,
vgl. Abbildung 1.13.
Wenn es keine anderen die Masse @ndernden Phinomene gibt, so gilt also
ASxC(x,t+ 0t) = AdxC(x,t) +J(x,1)Adt —J(x+ Ox,t)Adt

also
C(x,t 4 0t) — C(x,t) J(x+6x,1) —J(x,t)

ot ox

und mit dx — 0, 6t — 0 erhalten wir die Bilanzgleichung (auch: Kontinuitiitsglei-

chung)
dC(x,t) B aJ(x,1)

ot ox
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Das einfachste Model fiir einen auf Diffusion beruhenden Fluss ist Fick’s Gesetz.
Es besagt, dass die Flussdichte proportional ist zum Konzentrationsgefille

IC(x,1)

J(x,t) = —D(x) o

(D(x) heiBt Diffusionskonstante).

So erhalten wir eine partielle Differentialgleichung, die sogenannte Diffusions-
gleichung oder auch Wéirmeleitungsgleichung

IC(x,1) 9 (D(X)BC(x,t))‘

dr  ox ox

Konvektion und Absorption konnen dhnlich modelliert werden. Wenn die Fliissig-
keit sich mit der Geschwindigkeit v(x,7) bewegt, dann muss der Term v(x,7)C(x,t)
zum Fluss addiert werden. Wenn pro Zeiteinheit und Raumeinheit die Masse
M (x,t) hinzugegeben wird oder a(x,7)C(x,t) z.B. aufgrund einer chemischen Re-
aktion verbraucht wird, so miissen diese Anderungen in der Massenbilanz beriick-
sichtigt werden. Insgesamt erhalten wir

T = 5 (D Fcten) - 5 06nCt)

—a(x,t)C(x,t) +M(x,1).

Es erscheint natiirlich, dass diese partielle Differentialgleichung Anfangsbedin-
gungen C(x,0) fiir alle x € [0, 1] und Randbedingungen fiir x = 0 und x = 1
benotigt. Als Randbedingungen kénnen wir z.B. die Konzentration C(0,7) und

C(1,t) fiir alle r > 0 (Dirichlet-Randbedingungen) oder den Fluss —D(O)m

dx
und —D(1) % (Neumann-Randbedingungen) vorschreiben.

Sind alle Koeffizienten der Gleichung von der Zeit unabhingig, so stellt sich oft
mit der Zeit ein Gleichgewichtszustand ein, d.h. die Konzentration @ndert sich
nicht mehr. Fiir diesen muss also gelten

% (D(x)%C(x)) — %(v(x)C(x)) —a(x)C(x)+M(x)=0.

Dies ist wieder eine gewohnliche Differentialgleichung, firr die wir jedoch iib-
licherweise nicht Anfangswerte (hier z.B. C(0) und C’(0)), sondern Randwerte
kennen (hier z.B. Dirichlet-Randwerte #(0) und u«(1) oder Neumann-Randwerte
C'(0) und C'(1)).
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1.8.2 Differenzenverfahren

Motiviert durch den letzten Abschnitt betrachten wir nun die leicht vereinfachte
Diffusionsgleichung

Llu] := —u" (x) +b(x)u (x) + c(x)u(x) = f(x) x€(0,1)

und zwar zuerst mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen u(0) = u(1) = 0.

Es ist naheliegend, dass Randwertproblem zu 16sen, indem wir die Funktion u
diskretisieren durch ein dquidistantes Gitter x; = ih, i =0,...n+ 1, h:=1/(n+1).
Es bezeichne

U:=(u(x)),...,u(x,))T und F:=(f(x1),...,f ()"
die Auswertungen von u und f auf diesem Gitter.
Wir ersetzen die Ableitungen durch zentrale finite Differenzen
_u(x+h)—u(x—h)

2h
' (x) = D[] (x) = u(x+h)— 2L;l(2x) +u(x—h)
(wobei wir am Rand u(0) = 0 = u(1) verwenden).
Aus der Gleichung L[u| = f ergibt sich so das LGS

u' (x) = Dp[u](x) :

LU,=F
mit einer Matrix L;, € R"*". Durch Losung des LGS erhalten wir einen Vektor
Up:i=(uy,...,u))T € R"

von Approximationen an (u(x1),...,u(x,))T.

Finite Differenzen fiir ein einfaches Beispiel Mit diesem Ansatz ergibt sich
fiir das einfache Beispiel —u” = f

f(x1) u (x1) 2 -1 0 u(xy)
f(XQ) _ MII(XQ) ~ h_2 —1 2 —1 u()Cz)
: : e —1 :
F(x) u (xy) . 0 -1 2 u(xy,)
F ~T

Wir konnen daher erwarten, dass wir durch Losung von F = L,U}, einen Vektor
U, = (u1,...,u,)" aus Approximationen an (u(x1),...,u(x,))" erhalten.
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Finite Differenzen fiir die Diffusionsgleichung Genauso diskretisieren wir
—u" (x) + b(x)u' (x) + c(x)u(x) = f(x), u(0)=u(1)=0

und erhalten

f(xl) d1 51 0 M()Cl)
f(XQ) N hfz 1) d2 52 M(XQ)
: b e Sped
f(xn) 0 r, dy, u(xy)
mit

di =2+ hc(x;),

ri = —1 —hb(x,-)/2,

si=—1 +hb(x,-)/2.

Wiederum ergibt sich ein LGS F ~ L,U, und wir kdonnen erwarten, dass die Lo-
sung Uy, := L;lF die wahren Losungswerte in U approximiert.

Inhomogene Dirichlet-Bedingungen Wir betrachten nun den Fall inhomoge-
ner Dirichlet-Bedingungen

ul)=acR, u(l)=pecR.

Hierfiir ergibt sich

f(xl) dy s 0 u(xl) rao
f (?62) ey e d> 'Sz u(x2) p2

: S : :
fxn) 0 r, dy, u(x,) suP3

Wir erhalten das LGS F ~ L,U + Bj, und konnen erwarten, dass

Up:=L, (F—By) = U.

Neumann-Randbedingungen Neumann-Randbedingungen
W(xo)=a€R, u(x1)=BeR
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konnen behandelt werden, indem wir die unbekannten Auswertungen von « an den
Randwerten xp und x,,; | zu den Vektoren hinzufiigen. So erhalten wir zunéchst das
unterbestimmte Gleichungssystem

u(xp)
f(x1) rodi s 0 u(xy)
f()Q) N h_z 1¥) d2 52 M(XZ)
: b e sp—1 0
f(xn) 0 r, d, s, u(x,)
h (. u(Xnt1)

cIRn*(n+2)

Analog ergeben sich durch Verwendung zentraler Finiter Differenzen in xo und
Xn+1 die Gleichungen

f(x0) 2 (rou(x—1) + dou(xo) + sou(x1)) ,

~h™
Jng1) = W (rn1u(xn) + dp1u(ng1) + Sn1u(xn42)) 5

wobei x_1 := xp — h und X, := X, 1 + h. Aus den Neumann-Randbedingungen
konnen wir Ndherungen an u(x_1) und u(x,7) berechnen,

u(x—1) ~ u(xo) — hit'(xo) = u(xo) — oth,
u(Xnt2) A~ u(Xni1) + it (Xp11) = u(Xn11) + Bh.

75



KAPITEL 1. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Damit ist
f(xo0) dy S0 u(xo)
fx) riodios u(xy)
: zhfz L. .. :
f(xn) In dn Sn u(xn)
f(Xnt1) Fntl  dpt U(Xpt1)
ro(u(xp) — ah)
0
+h7? :
0
Snr1(u(Xny1) + Bh)
do+ry so M(X())
r di s u(xy)
=h?
r, dy Sn u(xy)
Fngl g1 +Spi u(Xpt1)
—1, U
—ro@
0
+h! :
0
Sn-HB
_B,

Wiederum ergibt sich, dass der Vektor U € R"*! der Auswertungen von u in den
(um die Randpunkte erweiterten) Gitterpunkten xg,...,x,+ annidhernd ein LGS
F =~ L,U + By, 16st und wir erwarten, dass U, := L;l (F—Bp) ~U.

1.8.3 Konsistenz, Stabilitit und Konvergenz

Wir betrachten in diesem Abschnitt nur das spezielle Randwertproblem
Llu) := —u"(x) + b(x)u (x) + c(x)u(x) = f(x) x€ (0,1)

mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen und die aus dem letzten Abschnitt
erhaltene dazugehorige Diskretisierung

LU, =F
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iber einem dquidistanten Gitter
xi=ih, i=0,...n+1, h:=1/(n+1).

AuBerdem nehmen wir in diesem Abschnitt an, dass b € C?([0,1]), ¢ € C([0,1])
sowie ¢ > 0 gilt*, und dass das betrachtete Randwertproblem eine eindeutige Lo-
sung u € C*(]0, 1]) besitzt.

Konsistenz Zuerst charakterisieren wir, wie gut die wahren Losungswerte

U := (u(xy),...,u(x,))"
die diskretisierte Gleichung 16sen.

Lemma 1.54
Es existiert ein C > 0, sodass

|LyU —F||., < Ch?.
Man sagt auch, das Differenzenverfahren hat Konsistenzordnung 2.
Beweis: Der i-te Eintrag (i = 1,...,n, u(xg) = 0 = u(x,+1)) von L,U — F ist
—Dj[u] (x:) + b(xi) D [u] (x3) + (i )u(x;) — f (xi).

Da u die DGL —u" (x;) + b(x;)u' (x;) + c(xi)u(x;) — f(x;) = 0 16st, geniigt es zu
zeigen, dass

Dy[u](x;) = u'(x;) + O(h*) und  D3[u](x;) = u” (x;) + O(h?).

In der Tat erhalten wir durch Taylorentwicklung

1 1
u(x; +h) = u(x;) +hu' (x;) + Ehzu”(xi) + §h3u"’(x,-) +0(h*),
1 1
u(x; —h) = u(x;) — h' (x;) + Ehzu"(xi) — §h3u"'(xi) +0(h")
und damit
u(xi+h)—ulxi—h) 2t (x;) +O0(h
Dyfu () = "D U] ICCDEOW) _ ) 1 002,
u(xi +h) = 2u(x;) +u( —h) _ Ku"(x;) +O(h*)
Djfu)(x)) = = T p
=u" (x;) + O(h?),
womit die Behauptung gezeigt ist. U

“Da die stetige Funktion ¢ auf dem Kompaktum [0, 1] ihr Minimum annimmt gilt damit sogar
c(x) > o == miny¢[g 1) c(x) > 0.
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Aus Konsistenz (im Sinne von Lemma 1.54) folgt mit dem folgenden einfachen
Argument Konvergenz

U = Uhll = |1, ' Lo (U = U], < |2 ]| 1ERU = F o,

wenn wir zeigen konnen, dass L, invertierbar und ||L;1 Hoo (gleichméBig in h)
beschrinkt ist. Die zweite Eigenschaft heillt auch Stabilitit des Differenzenver-
fahrens.

Stabilitit und Konvergenz Um die Stabilitit zu zeigen, konstruieren wir eine
Losung w eines Randwertproblems, fiir die zugehorigen Auswertungen W

Lyw>1
erfiillen. Zusammen mit einer noch zu zeigenden eintragsweisen Nichtnegativitit

von L;l und einer daraus folgenden Monotonieeigenschaft folgt dann

1 o = Nz 2 < 1 LaW ], < ma wix).

Bemerkung 1.55
Eine komponentenweise nicht-negative Matrix M = (m; ])?’ =1 hat die Monotonie-
eigenschaft

x<y = Mx<My,

wobei die Ungleichheitszeichen fiir die Vektoren x,y, Mx,My € R" komponenten-
weise zu verstehen sind.

Lemma 1.56
(a) Ist A € R"™" eine strikt diagonaldominante Matrix,

N
aj > Z |a,-j|, i=1,...,n,
j=1
J#i
mit positiven Diagonalelementen und nicht-positiven Nichtdiagonalelemen-
ten, dann ist A invertierbar und A~ ist komponentenweise nicht-negativ.

(b) Ist A € R™" eine invertierbare, diagonaldominante Matrix,

N
aii Z Z ]a,-j|, I= 1,...,n,
j=1
J#
mit positiven Diagonalelementen und nicht-positiven Nichtdiagonalelemen-
ten, dann ist A~' komponentenweise nicht-negativ.

Insbesondere gilt gemdfs Bemerkung 1.55 in beiden Fdillen komponentenweise

Au<Avy — u<w.
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Beweis: (a) Wir zerlegen A = D — N in seinen Diagonal- und Nichtdiagonalan-

(b)

teil. Nach Voraussetzung ist D > O und N > 0. Fiir R = DN gilt offenbar
A=D(I—R), R>0, |[R|.=|D'N|_ <.

Mit Hilfe der Neumannschen Reihe (siehe z.B. Lemma 4.17 im Vorlesungs-
skript [NumerikWS2122]) folgt, dass I — R invertierbar ist mit

(I-R)'=Y R
k=0
Damit ist auch A invertierbar und

A'=(1-R'D'=Y R'D".
k=0

Die Eintrige von A~! sind also Grenzwerte von Summen und Produkten
nicht-negativer Zahlen und damit nicht-negativ.

Fiir (nicht notwendigerweise strikt) diagonaldominantes und invertierbares A
(mit positiven Diagonalelementen und nicht-positiven Nichtdiagonalelemen-
ten) erhalten wir aus Teil (a), dass (A +&I) invertierbar ist, und dass (A4-¢&l)~!
komponentenweise nicht-negativ ist. Da A nach Voraussetzung invertierbar
ist, folgt mit der Stetigkeit der Matrixinversen (siehe z.B. [NumerikWS2122,
Lemma 4.18]), dass (fiir € — 0) (A +&I)~! — A~ konvergiert. Die Eintriige
von A~! sind also Grenzwerte nicht-negativer Zahlen und damit nicht-negativ.
O

Lemma 1.57
Es existieren hy > 0 und C > 0 mit

HL;1 Hoo <C fiiralle 0 < h < hy.

Beweis: Nach Ubungsaufgabe 10.2 existiert eine Losung w € C*[0, 1] des Rand-
wertproblems

—w'(x)+b(x)W'(x)=1 x€(0,1), w(0) =0=w(1).

Da w stetig ist, besitzt w sein globales Minimum in [0, 1]. Da in jedem inneren
Minimum w'(x) = 0 < w”(x) gilt und damit die DGL nicht erfiillt sein kann, muss
das Minimum auf dem Rand liegen und es folgt

w(x) >0 Vxe][0,1].
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w erfiillt
Liw] = —w" (x) + b(x)w' (x) + c(x)w(x) = 1 +c(x)w(x).

Nach Lemma 1.54 existiert deshalb ein C’ > 0, sodass fiir hinreichend kleine /4 > 0
mit den Bezeichnungen

W = (w(x1),...,w(x,))" und
G = (1+clx)w(x1),...,1+c(x)w(x))t

gilt, dass
LW — G|, < C'h?,

und damit insbesondere
LW > G—Chr1.

Da ¢ und w nicht-negativ sind, ist G > 1 und es folgt

LW >1-CH1.
Fiir hinreichend kleine i > 0 ist 1 — C'h? > % und die Matrix L, erfiillt die Vor-
aussetzungen von Lemma 1.56 (ist also strikt diagonaldominant mit positiven

Diagonal- und nichtpositiven Nebendiagonalelementen). Zusammen mit Bemer-
kung 1.55 folgt dann fiir hinreichend kleine /2 > 0

1 1
Lw>31 = Wziqw
und damit

I3 = 1250 < 20 < 2 e (),

womit die Behauptung gezeigt ist.

Konvergenz Insgesamt ist damit gezeigt, dass die durch Finiten-Differenzen er-
haltene Nidherungslosung gegen die wahre Losung konvergiert:

Folgerung 1.58
Es existieren hy > 0 und C > 0 mit

U —Uyl|., <Ch*  fiiralle 0 < h < h.
Beweis: Mit
IU = Ull.. = ||, 'La(U = Up)||.. < |11, ]| ILaU = F |,

folgt die Behauptung aus Lemma 1.54 und Lemma 1.57. 0
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Kapitel 2

Partielle Differentialgleichungen

2.1 Motivation und Klassifikation

2.1.1 Mehrdimensionale Diffusion

Analog zu Abschnitt 1.8.1 konnen wir Diffusionsprozesse auch im Mehrdimen-
sionalen modellieren. x = (x1,...,x,)! und die Flussdichte J(x,t) sind nun n-
dimensionale Vektoren. Die j-te Komponente von J(x,) bezeichne dabei den An-
teil des Flusses in die j-te Koordinatenrichtung. Ersetzen wir in Abschnitt 1.8.1
den Rohrabschnitt durch einen n-dimensionalen Wiirfel, so erhalten wir fiir die
Anderung der Massenkonzentration C(x,t) aufgrund eines Flusses J(x,t) die Bi-
lanzgleichung

dC(x,1)  dJi(x,t) dh(xt) AJu(x,1)

= I o .
= —div(J(x,t)) = =V -J(x,1),

wobei wir in der gesamten Vorlesung die Konvention verwenden, dass sich die
(meist kurz mit dem Nabla-Operator ,,V” geschriebenen) Operatoren Divergenz,
Gradient und Rotation stets nur auf die raumlichen Koordinaten beziehen.

Fick’s Gesetz lautet entsprechend

IC(x,1)
8)C1 ’

dC(x,1)
ox,

Ji(x,t) = —=D(x,t) Jn(x,t) = —D(x,t)

also
J(x,t) = —D(x,t)VC(x,1).
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D sei dabei weiterhin ein Skalar. (Der Fall anisotroper, d.h. richtungabshéngiger,
Diffusion ldsst sich weitgehend analog mit einem Matrix-wertigem D behandeln.)

Konvektion, Absorption und Quellterme lassen sich wie im Eindimensionalen in
die Gleichung integrieren (wobei die Geschwindigkeit v(x,?) nun ein Vektor sei,
dessen Eintrige die Geschwindigkeit in die jeweilige Richtung darstellen):

a—C(x,t) =V - (D(x,t)VC(x,t))

ot
—V-(v(x,1)C(x,1)) —a(x,t)C(x,t) +M(x,t).

2.1.2 Klassifikation partieller Differentialgleichungen

Die Diffusionsmotivation enthilt bereits drei der vier wichtigsten speziellen par-
tiellen Differentialgleichungen:

(a) Treten nur Diffusionsphédnomene auf, so erhalten wir

oC
E(x’t) =V (D(x,t)VC(x,t)).

Diese Gleichung und insbesondere ihr Spezialfall (bei dem wir die gesuchte
Funktion mit u(x,7) und ihre zeitliche Ableitung mit u,(x,t) bezeichnen)

u; = Au.

heilit Wirmeleitungsgleichung (engl.: heat equation). Sie ist das Musterbei-
spiel einer sogenannten parabolischen Gleichung, bei der sich eine zu Beginn
gegebene Konzentrations- (oder Temperatur-)verteilung mit der Zeit immer
gleichmiBiger verteilt.

Intuitiv erscheint es sinnvoll, die Gleichung mit zeitlichen Anfangsbedingun-
gen u(x,t)|;—0, x € Q C R" und ortlichen Randbedingungen u(x,#)|,c9q,t >0
zu kombinieren.

(b) Wie in Abschnitt 1.8.1 erwarten wir intuitiv, dass (wenn alle Parameter, Rand-
vorgaben und Quellen zeitlich konstant sind) sich eine Temperatur- oder Kon-
zentrationsverteilung immer mehr einem Gleichgewichtszustand annéhert. In
diesem wiirde die zeitliche Ableitung verschwinden und wir erhalten

0=V-(D(x)VC(x)).

Diese Gleichung und insbesondere ihr Spezialfall (bei dem wir die gesuchte
Funktion wieder mit u(x,?) bezeichnen)

Au=0
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2.1. MOTIVATION UND KLASSIFIKATION

(c)

(d)

heilt Laplace-Gleichung. Die Variante, bei der noch duflere Quellen vorhan-
den sind, also
—Au = f7

hei3t auch Poisson-Gleichung. Dies sind die Musterbeispiele sogenannter el-
liptischer Gleichung, die den Gleichgewichtszustand eines Diffusionsprozes-
ses beschreiben.

Intuitiv erscheint es sinnvoll, die Gleichung mit Randbedingungen

u(x,1)|xesn

zu kombinieren.

Wird der Stoff lediglich mit der Geschwindigkeit v(x,¢) transportiert (nur
Konvektion, keine Diffusion), so erhalten wir

dC
5, (00) ==V (rx.0)Cx.0)).

Diese Gleichung und insbesondere ihr Spezialfall konstanter Geschwindigkeit
(bei dem wir die gesuchte Funktion wieder mit u(x,¢) bezeichnen)

u=—v-vVu

heiBt Transport-Gleichung. Sie ist das Musterbeispiel einer sogenannten hy-
perbolischen Gleichung, bei der die Masse lediglich transportiert wird.

Intuitiv erscheint es sinnvoll, die Gleichung mit Anfangsbedingungen und
Randbedingungen

u(x,t))=o firxe QCR" und u(x,t)[yer firr>0

auf dem ganzen Rand I" = dQ oder zumindest einem einfallenden Teil des
Randes T C dQ zu kombinieren.

Um die vierte wichtige spezielle PDGL zu motivieren, stellen wir uns vor,
dass u(x,t) die Auslenkung einer Gitarrenseite beschreibe, vgl. die in der Vor-
lesung gemalten Skizzen. Ahnlich wie bei einem Diffusionsprozess zieht eine
starke Auslenkung an einer Stelle (etwa nach oben) die danebenliegenden we-
niger ausgelenkten Punkte mit nach oben. Dies geschieht jedoch nicht durch
Heriiberwandern von Teilchen wie bei einem Diffusionprozess, sondern durch
elastische Krifte mit denen nebenliegende Punkte beschleunigt werden. Die
Beschleunigung ist die zweite Ableitung der Auslenkung und so ergibt sich
dhnlich wie bei der Diffusionsgleichung die sogenannte Wellengleichung

U — Au.

Diese Gleichung wird ebenfalls als hyperbolische Gleichung bezeichnet, die
Auslenkung scheint sich wie durch einen Transportprozess auszubreiten.
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KAPITEL 2. PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Bemerkung 2.1
Wir betrachten eine lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung der Form
n 82
. bi(x _
iJZ:] al]( ) axlaxj + Z axl (x)u<x) f(x)7

wobei (0.B.d.A) a;j(x) = aji(x). Die Abbildung

n 2 n
L:u— Z a,-j(x)ajng Z 8x, x) + c(x)u(x)

ij=1 =1

bezeichnet man auch als Differentialoperator. Der Term mit den hochsten Ablei-
tungen Y., a; J(x)%;xju(x) wird als Hauptteil bezeichnet. (Beachte, dass fiir
eine rigorose mathematische Definition der Abbildung noch der Ausgangs- und
Zielraum festgelegt werden muss.)

Die zum Hauptteil gehorige symmetrische Matrix A(x) = (a;;(x)); ,_; € R"*" be-
stimmt den Typ der Differentialgleichung. Die Gleichung heifst

* elliptisch in x, falls alle Eigenwerte von A positiv oder alle negativ sind.

* hyperbolisch in x, falls genau n — 1 Eigenwerte positiv sind und einer nega-
tiv ist, oder n — 1 Eigenwerte negativ sind und einer positiv ist.

* parabolisch in x, falls ein Eigenwert Null ist und die anderen n — 1 Eigen-
werte entweder alle positiv oder alle negativ sind.

2.2 Finite Differenzen fiir elliptische DGL

Wir beginnen mit der numerischen Losung von Gleichungen, die Gleichgewichts-
zustidnde beschreiben und betrachten dazu exemplarisch

— Au(x) = f(x) @.1)

in einer nicht-leeren, beschriankten, offenen Menge Q C R”. Dabei sei f € C(Q)
eine stetige Funktion. Entsprechend der Modellierung aus dem letzten Abschnitt
konnen wir uns f als die Verteilung angelegter Warmequellen vorstellen und die
Losung u beschreibt dann die sich im Gleichgewicht einstellende Temperatur.

Es ist anschaulich klar, dass fiir die Gleichgewichtsverteilung der Temperatur auch
der Rand des Gebiets dQ eine Rolle spielen wird, etwa wenn dieser Rand immer
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auf einer konstanten Temperatur gehalten wird. Tatsédchlich werden wir sehen,
dass u durch (2.1) und Vorgabe von u|yq eindeutig bestimmt ist.

Damit die Gleichung (2.2) und eventuelle Randwerte iiberhaupt einen Sinn er-
geben, betrachten wir als Losungskandidaten nur Funktionen u € C?(Q) NC(Q)
(sogenannte klassische Losungen). Losungen der Laplace-Gleichung Au = 0 hei-
Ben auch harmonische Funktionen.

2.2.1 Das Maximumsprinzip

Formulierung und Beweis
Satz 2.2 (Maximumsprinzip)
Sei u € C2(Q)NC(Q) mit
—Au(x) <0 VxeQ. (2.2)

Dann nimmt u sein Maximum auf dem Rand dQ an (d.h. mindestens ein globales
Maximum von u liegt auf Q).

Beweis: (i) Betrachte zunichst den Fall f(x) := —Au(x) < O fiir alle x € Q.

Angenommen es gibt ein inneres Maximum, also y € Q mit
u(y) > u(x) VxeQ.
Dann ist y insbesondere ein Maximum in jeder Koordinatenrichtung, also

82

J

und damit —Au > 0, was —Au = f < 0 widerspricht. # kann also kein in-
nereres Maximum haben. Da u als stetige Funktion auf dem Kompaktum Q
aber mindestens ein Maximum besitzt, muss ein Maximum auf dem Rand
liegen.

(ii) Nun sei f(x) = —Au(x) <O fiir alle x € Q. Angenommen es liegt kein Ma-
ximum auf dem Rand, dann gibt es ein inneres Maximum £ € Q mit

u(X) >u(x) VYx€dQ und u(®)>ulx) VxeQ.

Mit diesem X definieren wir die Funktion
2 a 2
h(x):==|x—%" = ) (i —%)°.
j=1
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Offensichtlich gilt 4(£) = 0 und —Ah(x) = —2n fiir alle x € Q.

Da Q beschriinkt ist, ist dQ kompakt und die stetigen Funktionen u und f
nehmen ihr Maximum auf dQ an. Fiir hinreichend kleines 6 > 0 kann daher

w(x) 1= u(x) 4+ 6h(x)

sein Maximum nicht auf dem Rand annehmen. Wir wihlen dazu z.B.

5 )~ max,cppu()

>0,
2max,cyqh(x)

dann ist

A

max w(x) < max u(x)+ 6 max a(x) < 1 max u(x) + %u(x) < u(x) =w(X).

A

X€0Q X€0Q x€0Q 2 xc0Q
Da

—Aw(x) = —Au(x) — 0Ah(x) = f(x) —2n0 < 0 fiir alle x € Q,
widerspricht dies aber der in Teil (i) gezeigten Aussage. 0J

Folgerungen aus dem Maximumsprinzip

Satz 2.3
Sei f € C(Q).

(a) Ist f >0 undu € C*(Q)NC(Q) eine Lisung von —Au = f >0 in , so nimmt
u sein Minimum auf dem Rand 0 an (Minimumsprinzip).

(b) Gilt fiir u,v € C2(Q)NC(Q)
—Au<—-AvinQ und u<vaufdQ
so gilt u < vin ganz Q.
(c) Die Nullfunktion ist die einzige Losung u € C*(Q)NC(Q) von
—Au=0, ulgo =0.
Eine Losung u € C*(Q)NC(Q) von
—Au=f

ist also (wenn sie existiert) eindeutig durch f und u|yq bestimmt.
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(d) Erfiillen uy,uy € C2(Q)NC(Q)
—Auy = f=—-Auy
so ist

[[ur — uz| o, == max |us (x) — up(x)| = max [uy (x) — uz(x)].
xeQ X€EIQ

Die Losungen des Dirichlet-Problems hdngen also (so sie denn existieren)
stetig von den vorgegebenen Dirichlet-Randdaten ab.

(e) Es existiert ein (von der Menge Q abhdngiges) C > 0, sodass fiir alle Funk-
tionen u € C2(Q)NC(Q) gilt

|l = max [u(x)| < max [u(x)|+ Csup [Aul.
x€Q x€dQ XEQ

In diesem Sinne hdngt eine Losung von Au = f (so sie denn existiert) also
auch stetig von der rechten Seite ab.

(f) Sindc,f € C(Q), ¢ >0, f <0unduc C*(Q)NC(Q) erfiillt
—Au+cu=f<0,
so gilt

max u(x) < max{0, max u(x)}.
x€Q xX€0Q

Beweis: (a) folgt aus Anwendung des Maximumprinzips auf —u.

(b) folgt aus Anwendung des Maximumprinzips auf u — v.

(c) folgt aus Anwendung des Maximumsprinzips und des Minimumsprinzips.

(d) folgt aus Anwendung des Maximums- und Minimumprinzips auf u; — u,.

(e) Fiir sup,cq |Au(x)| = oo ist die Aussage erfiillt. Sei also Au(x) beschrinkt.
Wiihle R > 0 so groB, dass Q C Bg(0) := {x € R" | ||x|| < R}. Fiir

1
=R~ 2
w(x) ||

gilt —Aw(x) = 2 und w(x) > 0 fiir alle x € Q.

Definiere auBerdem

W(X)
X):= max (u + ———=sup |A .
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()

88

Dann ist

—Av(x) =sup|Au(z)| > —Au(x) Vx € Q  und v|yq > ulyo
7€Q

also nach (b) u <v auf Q. Genauso folgt u > —v auf Q und damit

w(x)

u(x)] < [v(x)] = v(x) = max |u(z)| + —— sup |Au(z)|
7€9Q 2 7eQ
R2
< max |u(z)| + — sup|Au(z)|,
< max fu(z)| + 5 Zeg! (2)]
. . . R?
also folgt die Behauptung mit C := =-.

Wir definieren die (moglicherweise leere) Menge
O:={xeQ: u(x)>0}.

O ist das Urbild des offenen Intervalls (0,o0) unter der stetigen Abbildung
u: Q — R und damit offen in der Relativtopologie von Q. Da Q offen in R”
ist, ist auch O offen in R”.

Zur Anwendung des Maximumsprinzips charakterisieren wir noch d0. Da O
offen ist, gilt fiir jedes x € dO, dass x € O und damit entweder x & Q oder
u(x) < 0. Im ersten Fall (x € O und x ¢ Q) gilt offenbar x € JQ, insgesamt
ist also

d0 CIQU{xe Q: u(x) <O0}.

Aus der Stetigkeit von u folgt auch sofort, dass dO C dQU{x € Q: u(x) =0}
gilt, aber das benotigen wir im Folgenden nicht.

Nun konnen wir die Behauptung

max u(x) < max{0, max u(x)} (2.3)
xeQ x€0Q

beweisen. Ist O = 0, so ist max,eq u(x) < 0 und wegen der Stetigkeit von u
gilt dies auch auf Q, so dass (2.3) folgt. Ansonsten gilt dass

—Au(x) = f(x) —c(x)u(x) <0 firallex e O #0,

und aus der Konstruktion von O sowie dem Maximumsprinzip Satz 2.2 folgt,
dass ein Punkt £ € dO existiert mit

max u(x) = maxu(x) = u(X).
xXeQ x€0

Mit der obigen Charakterisierung folgt, dass entweder £ € dQ oder u(%) <0
gilt. In beiden Fillen folgt (2.3). ]
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2.2.2 Finite Differenzen fiir elliptische PDGL

Wie in Abschnitt 1.8.2 betrachten wir finite Differenzen und definieren fiir eine
Funktion u(x)

_ u(x+he;) —u(x)

D) = o) )
Dy fu](x) = M),
Dl (x) 1= u(x+hei)2—hu(x— hei)’

Dj, i{u)(x) := Dy D ) (x) = Dy, Dy ) (x)

_ u(x+ he;) — 2u(x) + u(x — he;)
h2

Wir verwenden fiir mehrfache partielle Ableitungen auch die folgende Multiindex-
Notation. Fiir o := (o, ..., 0) € N{j ist

01y

D¢y=—— "
o
8x1‘---8x25”7

und || =a;+...+ oy, ol = ai!---op!. Fir a,f € Nf, B < a ist auBerdem
(g) = —ﬁ!(giﬁ)! wobei

a<pB = o;<B; furallej=1,...,n
Mit dieser Notation definieren wir fiir u € C¥(Q) die Halbnorm

|+ /e ;= max max |D%u(x
s g = max max D% ()

und die Norm
u =y ;= max max |D%u(x)|.
|| Hck(g) \o|<k xe0 | ( )|

Man rechnet leicht nach, dass letzteres tatsichlich eine Norm ist, die C¥(Q) zu
einem Banachraum (also einem vollstandigen normierten Vektorraum) macht.

Lemma 2.4
Seixe€ Q, je{l,...,n} und h > 0 hinreichend klein, sodass

x+thej € Q fiirallet € [—1,1].
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(a) Fiiru € C*(Q) ist D;;i[u](x) — O.%iu(x) < g’u‘CZ(Q)
(b) Fiiru € C2(Q) ist |D; [u] (x) gwu)gﬁwwn
’ X; 2
(c) Fiiru € C*(Q) ist | Dy, ;[u](x) — iu(x) < h—z\u| 3
! dx; 6 CO
(d) Fiir u e C*(Q) ist | D3 [u](x) — 8—2u(x) < —2|u| 4B
i 0x2 = 12'7cHQ)

Beweis: Das folgt wie im Beweis von Lemma 1.54 durch Taylorentwicklung. [

Beispiel 2.5
Wir betrachten die Gleichung

—Au=f inQ und ulyo=0,

zu gegebenen Quelltermen f : Q — R, wobei Q = (0,1)? C R? ein zweidimensio-
nales Quadrat mit Seitenlinge 1 sei.

Wir diskretisieren € durch ein Punktegitter mit der Schrittweite

h=1/(k+1), keN,

und ordnen

die inneren Punkte entsprechend Abbildung 2.1 an

DR = (n jn)y € Q, i j=1,... k.

Wir setzen noch f, = (f(i))l-:h“?kz eRF, f) = F(xDY und versuchen einen Vek-
tor von Approximationen

u(x(i))

Un (u(i))izl,...,kze]szv )

zu finden. Fiir jeden inneren Gitterpunkt x\) e Q erhalten wir durch die obigen
Differenzenverfahren 2. Ordnung die lineare Gleichung

£ f(x(i))
—% (u(x(i) +hey) — 2u(xD) + u(x') — hey)
+u(x? + hey) — 2u(x\D) + u(x — hez)>

2 >
= —Aul,_ ) = —Dj ju(x)|_ i) — Dy ou(x)] )

)

1 . . . . .
~ <4u(,) =) ) k) u(l—i—k))
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\
° [ ] [ ] ] (] [
(k= 1k
[ ] [ ] [ ] [ ] ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ) [ ] [ ]
xk+1 xk+2 x2k
[ ] [ ] [ ] [ ) [ ) [ ]
)Cl X2

Abbildung 2.1: Nummerierung der inneren Punkte

falls alle benachbarten Punkte ebenfalls innere Punkte sind. Ist ein benachbarter
Punkt ein Randpunkt, so erhalten wir einen analogen Ausdruck, bei dem der zum
Randpunkt gehorige Summand (wegen u|yq = 0) fehlt.

Insgesamt erhalten wir so ein lineares Gleichungssystem

Apup = fn,

wobei die Matrix Ay, die folgende Blocktridiagonalgestalt besitzt

Cc -1
-1 C -1
1 . 2.2
Ah:ﬁ . .. .. E]Rk Xk
-1
-1 C
mit
4 —1
—1 4 —1
C:= —1 e Rk,
1
—1 4

und der k x k-Einheitsmatrix 1.

91
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Bemerkung 2.6
Fiir zwei Matrizen K = (k; ;) € R>™ und L € R™* ist das Kronecker Produkt
definiert durch

kil kiol ... kil

KQL— koL kool ... kp,L c RIr<ms.
kl,lL kl,zL R kl7mL
Damit lisst sich die Matrix Ay, aus 2.5 schreiben als
1
Ay = ﬁ(1®T+T®I)
mit
2 —1
-1 2 -1
T:= ~1 e R¥*k
—1
-1 2

Inhomogene Dirichlet-Probleme

—Au=f, M|BQ:g

lassen sich analog behandeln, indem entweder der Effekt der Randpunkte auf die
Differenzenverfahren der randnahen Punkte in der rechten Seite beriicksichtigt
wird (vgl. Ubungsaufgabe 11.4), oder indem die Randpunkte als Unbekannte hin-
zugenommen werden und fiir jeden Randpunkt x/ ) die Gleichung

ul) = g(x\)

aufgenommen wird.

2.2.3 Allgemeinere Fille und ein diskretes Maximumsprinzip

Allgemeinere Gebiete Allgemeinere Gebiete 2 C R” lassen sich analog behan-
deln, indem wir {iber sie ein Gitter mit Maschenweite & legen

Q,={x=hk, keZ'}NQ
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Abbildung 2.2: Hinzunahme von Randpunkten bei allgemeineren Gebieten

und zusitzlich diejenigen Punkte als Randpunkte dazunehmen, bei denen d< eine
der Gitterlinien schneidet

Iy = {xz(xl,...,x,,)T€8Q, Jie{l,....,n} : x;=hk, k€ Z}

(vgl. das in der Vorlesung gemalte Bild).

Fiir die randnahen Punkte (also denen, die Nachbarn in I';, besitzen) lassen sich
finite Differenzen aufstellen, die jeweils in unterschiedliche Richtungen verschie-
dene Schrittweiten besitzen:

Lemma 2.7 (Shortley-Weller-Approximation in 2D)
Sei Q C R? offen und x € Q. Sei u € C*(Q). Dann existiert C > 0, sodass fiir h >0

und ho,hw ,hy,hs < h (die hinreichend klein seien, sodass die Auswertungen von
u definiert sind)

2 2 2
uop + w + us
ho (ho + hw) hw (l’lo + /’Lw) hs(hs + hN)
2 2 2
t v S ) up— Au()| < Clu s ek
s + )™ (hohw * hShN) uz = Au(x)| < Clulcsgyh

wobei uz := u(x), uw :=u(x — hwyey), up ‘= u(x+hpey), uy := u(x+hye,) und
us ‘= u(x — hgey).

Beweis: Das folgt wie im Beweis von Lemma 1.54 und 2.4 durch Taylorentwick-
lung. U
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Bemerkung 2.8

Offensichtlich lassen sich auch hohere Dimensionen und allgemeinere Gleichun-
gen (mit verdnderlichen Diffusionskoeffizienten, Absorptions- und Konvektions-
termen) analog behandeln und fiihren wiederum auf lineare Gleichungssysteme
der Form

Apup = f.

Wir gehen darauf im Rahmen dieser Vorlesung aber nicht mehr ein.

Das Sternlemma und ein diskretes Maximumsprinzip Die so entstehenden
Diskretisierungsmatrizen Aj, sind iiblicherweise von der Gestalt, dass die Diago-
naleintrige positiv sind, die Nebendiagonaleintrige negativ sind, und zeilenweise
der Diagonaleintrag die Zeile dominiert. Wir werden sehen, dass solche Matrizen
ein diskretes Maximumsprinzip erfiillen. Zur Motivation betrachten wir zunéchst
eine Gleichung der Gestalt

4uz—uw—u0—u5—uN:O (2.4)

die einen positiven und ansonsten nur negative Koeffizienten enthilt, und bei der
die Summe aller Koeffizienten Null ist. Dies kann so interpretiert werden kann,
dass

1
Uy = Z(uw—f—uo—kus—f—uz\/),

d.h. der Eintrag mit dem positiven Koeffizienten ist der Mittelwert der Eintrige
mit den negativen Koeffizienten ist. uz kann daher nicht groer als das Maximum
tiber {uw,up,us,un} sein, und uz = max{uw,up,us,uy} ist nur moglich im Falle

Uz = Uy = uUpg = uUs = UN.

Dieses Maximumsargument bleibt offenbar auch giiltig, wenn die rechte Seite
(2.4) nicht-positiv ist. Unter der Zusatzannahme, dass uz > 0 ist, bleibt das Ma-
ximumsargument auch giiltig, wenn die Summe aller Koeffizienten in (2.4) nicht-
negativ ist.

Lemma 2.9 (Sternlemma)
Sei L>0und oy,x;, | =0,...,L erfiillen

L L
o <0 VI>0, Y o >0, Y ox; <0 und  x>0.
1=0 =0
Ist xo > max;—y . 1x;, so gilt xo =x; = ... = x.
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Beweis: Fiir L = 0 ist die Aussage trivial. Ansonsten ist

L L L L
Y, o (—x0)=Y oy(x—x0) =Y ogx;—xp ) oy <O
= i=0 i=0 i=0

~——
<0 —— =
<0 >0
und es folgt x; = xo fiiralle/ =1,..., L. Il

Offenbar kann fiir ZzL:o o; = 0 auf die Voraussetzung xo > 0 in Lemma 2.9 ver-
zichtet werden.

Satz 2.10
Sei Ay, € RNV eine (nicht-notwendigerweise strikt) diagonaldominante Matrix
mit positiven Diagonal- und negativen Nebendiagonaleintrdgen, also

ap>Yla| Vi=1,..N,  d;<0 Vi#].
i#]

Sei f, € RN und u, € RV sei eine Losung von Apuy, = f. Auferdem sei f, <0,
also komponentenweise nicht-positiv.

Betrachte die i-te Zeile des LGS Apuy, = fy,
Al h_h h
Z al‘jl/lj - f; S O.
=1

Ist ulh > max{0, max;. j#iai#0 u?} S0 ist u? = u? fiir alle j mit a;j # 0.
Beweis: Wir setzen oy = af.’i,
die anderen von Null verschiedenen Eintrige af’j, J # i und dazugehorigen u
Dann folgt die Behauptung aus Lemma 2.9. U

X0 = uf‘. Entsprechend seien o und x;, [ = 1,...,k
h
j.

Bemerkung 2.11

(a) Im Kontext unserer Finite-Differenzen-Diskretisierungen kann Theorem 2.10
als diskretes Maximumsprinzip (in Analogie zu Theorem 2.3(f)) interpretiert
werden. Die diskrete Losung uy, kann nicht in einem Gitterpunkt einen nicht-
negativen Wert annehmen, der strikt maximal ist unter allen im Rahmen der
Differenzenquotienten betrachten Nachbarwerten. Mehr noch: nimmt die dis-
krete Losung einen in diesem Sinne maximalen Wert an, so besitzen alle (in
diesem Sinne) benachbarten Werte den gleichen maximalen Wert.

(b) Mit dem diskreten Maximumsprinzip ldsst sich oft die Losbarkeit der diskre-
tisierten Gleichung beweisen. Betrachten wir exemplarisch die Matrix Ay, aus
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der Diskretisierung des Poisson-Problems auf dem Einheitsquadrat. Ay, ist
genau dann invertierbar, wenn es injektiv ist, also nur der Nullvektor das ho-
mogene LGS Apuy, = 0 lost. Sei also uy, eine solche Losung. Dann besitzt uy,
einen maximalen Eintrag ui’ O.B.d A. sei uljl > 0, ansonsten betrachten wir
—uy. Da wir jeden anderen Gitterpunkt iiber einen Weg aus (bei den Diffe-
renzenquotienten vorkommenden) Nachbarwerten erreichen konnen (das Git-
ter ist diskret zusammenhingend), folgt aus dem diskreten Maximumsprinzip,
dass alle Eintriige von u* iibereinstimmen. Aus der ersten Zeile von Ay, folgt

J
dann, dass uy, = 0 gelten muss.

(c) Auch fiir die Monotonieeigenschaft aus Theorem 2.3(b) existiert ein diskre-
tes Analogon. In Lemma 1.56 hatten wir gezeigt, dass fiir jede invertierbare,
diagonaldominante Matrix A € RN*N mit positiven Diagonalelementen und
nicht-positiven Nichtdiagonalelementen gilt, dass

Au<Avy — u<w.

2.2.4 Konsistenz, Stabilitit und Konvergenz

Sei Apuy, = fj, die entsprechend den letzten Abschnitten erstellte Diskretisierung
des Poisson-Problems

—Au=f, ulpo=2g

Der Einfachheit halber bezeichnen wir mit # € RY auch den Vektor der Auswer-
tungen der Funktion u(x) auf den Gitterpunkten der Diskretisierung.

Bereits in Abschnitt 1.8.3 haben wir den folgenden Zusammenhang zwischen
Konsistenz, Stabilitdt und Konvergenz kennengelernt:

Hu—uhHw = HA;lAh(u—uh)Hw S HA;IHM HAhu—thm.

Erfiillt also (fiir 4 — 0) die wahre Losung (genauer: ihre Auswertungen) immer
besser die diskretisierte Gleichung (Konsistenz), d.h.

lim ||Apu — =0

und bleibt HA;1 Hw beschridnkt (Stabilitit), so nidhert die Losung der diskreten
Gleichung die wahre Losung immer besser an.

Die Konsistenz von finiten Differenzen-Verfahren erhalten wir sofort aus Abschiit-
zungen, wie sie in Lemma 2.4 und Lemma 2.7 vorkommen, die ihrerseits leicht
aus Anwendungen der Taylor-Formel folgen. Konsistente Differenzenverfahren
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lassen sich deshalb in der Praxis meist sehr leicht fiir eine gegebene partielle Dif-
ferentialgleichung konstruieren.

Der Beweis von Stabilitit ist ungleich schwerer. Wir zeigen im Rahmen dieser
Vorlesung nur exemplarisch am zweidimensionalen Poisson-Problem mit Dirich-
let-Randbedingungen, wie sich (dhnlich wie in Abschnitt 1.8.3) mit Hilfe einer
speziellen Losung und der im letzten Abschnitt gezeigten Monotonieeigenschaft
die Stabilitit zeigen ldsst.

Satz 2.12

Sei Q@ C R? offen und beschriinkt. Dann existiert ein C > 0, sodass fiir die ent-
sprechend den letzten Abschnitten (mit den Differenzenquotienten aus Lemma 2.4
und Lemma 2.7) erstellte Diskretisierungsmatrix Ay, zum Poisson-Problem

—Au = f? u|8£2 =8
gilt HA;I Hw < C fiir alle h > 0.
Beweis: Sei R > 0 hinreichend groB, sodass Q C Bg(0) und betrachte die Funk-
tion w(x) = 1 (R2 _ ||x|]2). Offenbar gilt —Aw = 1.

Wir bezeichnen den Vektor der Auswertungen von w(x) in den Gitterpunkten mit
W. Fiir jeden nicht-randnahen Gitterpunkt x; gilt, dass

(ARW)j = —Dj | [W](xj) — Dj 5 [w](xj) = —Aw(x;) = 1,

wobei wir ausgenutzt haben, dass nach Lemma 2.4(d) wegen \w\c4(§) =0 die
verwendeten Differenzenquotienten fiir die Funktion w exakt sind.

Nach Lemma 2.7 ist auch die Anwendung der Shortley-Weller-Differenzenquo-
tienten in den randnahen Punkten wegen |w|cs g, = 0 exakt. Jedoch bleiben bei
der Anwendung von Aj;, auf W in den randnahen Gitterpunkten die Randpunkte
unberiicksichtigt. Ist etwa x; ein Punkt, an den links (und an keiner anderen Seite)
ein Randpunkt xy angrenzt, so ist

2
hw (/’lo -+ hw)

Da w(xw) > 0 ist, gilt also auch in diesem Fall (und analog in allen anderen rand-
nahen Punkten) (A,W); > 1, sodass insgesamt

(AhW)j — W(Xw) = —Aw(xj) =1.

AW > 1
folgt. Damit ist
R2
145 o = N4y 2]l <[4, AW, < max_w(x)] = -,
x€BR(0)
sodass die Behauptung bewiesen ist. U
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Folgerung 2.13
Falls eine hinreichend glatte’ Losung des Poisson-Problems

—Au=f, u|8§2:g

existiert, so konvergieren die durch die Differenzenquotienten aus Lemma 2.4 und
Lemma 2.7 erhaltenen Approximationen uy, gegen die Losung.

2.3 Finite Differenzen fiir parabolische DGL

Wir betrachten nun eine parabolische Gleichung der Form
up(x,1) = sy (x,8) — D(x, 1) uy(x,7) — (o, 1 )u(x, 1) + f(x,1)
fiir alle x € (0, 1), t € (0,7) mit homogenen Dirichletrandbedingungen
w(0,6)=0=u(l,r) firaller e (0,T)

und Anfangsbedingung u(x,0) = ug(x) fiir x € (0, 1).

Fiir die in diesem Abschnitt entwickelte Theorie bendtigen wir, dass eine hinrei-
chend oft differenzierbare Losung u(x,t) existiert und dass b und ¢ beschrinkte
Funktionen sind mit ¢(x) > 0.

Wie in Abschnitt 1.8 diskretisieren wir die riumlichen Ableitungen durch zentrale
Differenzenquotienten auf einem dquidistanten Gitter x; = ih, i =0,...,n+ 1 und
erhalten so ein semi-diskretisiertes System

8,Uh(t) = —LhUh<l‘) +F(I), uh(O) = M(X,O), (2.5)

fiir Approximationen Uy, (¢) : [0,7] — R” an die zeitliche Entwicklung der Aus-
wertungen

U(t) = (u(xy,1),...,u(x,,1))"

der wahren Losung u(x,?) in den rdumlichen Gitterpunkten. Dieses Vorgehen
nennt man auch Linienmethode, vgl. die in der Vorlesung gemalte Skizze.

Das semi-diskretisierte System (2.5) ist eine gewohnliche Differentialgleichung
und kann mit einem der im ersten Kapitel dieser Vorlesung besprochenen Verfah-
ren gelost werden. Die Matrix L; besitzt dabei fiir /2 stark negative Eigenwerte

IDie notige Glattheit ergibt sich dabei aus den Taylorentwicklungen in den Konsistenzbewei-
sen. In unserem Fall geniigt u € C? fiir Konvergenz mit Ordnung 1. Falls nur zentrale finite Diffe-
renzen verwendet werden, ergibt sich fiir u € C* sogar Konsistenzordnung 2.
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(vgl. Ubungsaufgabe 8.4 fiir den einfachsten Fall b = ¢ = f = 0), so dass zur
Losung moglichst ein L-stabiles Verfahren verwendet werden sollte.

Wir analysieren die Konvergenz fiir die beiden einfachsten uns bekannten Verfah-
ren, dem expliziten und impliziten Euler-Verfahren. Fiir eine Zeitdiskretisierung
tj = jt, j=0,...,m mit Zeitschrittweite 7 := T /m ergeben sich die folgenden
Iterationsvorschriften fiir die Approximationen Uy, j = U (t;) € R™:

(a) Explizites Euler-Verfahren:

Uh7j+1 = UhJ +7 (—LhUhjj —I—F(tj))
= (I —tLy)Up,; + TF (1)),

(b) Implizites Euler-Verfahren:

Up,j+1 = Upj+T(—LpUp js1 +F(tjy1)), also
(I+TLy)Up jy1 = Upj+TF (tj41),

wobei jeweils als Startwert Uy, o = (uo(x1),. .., uo(x,))” verwendet wird. Da (fiir
hinreichend kleine 4 > 0) L;, diagonaldominant ist, ist / 4+ 7L offensichtlich strikt
diagonaldominant und damit (nach Lemma 1.56) unabhiingig von der Zeitschritt-
weite T invertierbar.

Zur Konvergenzanalyse untersuchen wir diese Verfahren wieder zunéchst auf Kon-
sistenz, also wie gut die wahre Losung die diskretisierte Gleichung erfiillt:

Lemma 2.14
Die Auswertungen der wahren Losung U (t) = (u(x1,t), ... ,u(x,,t))T € R" erfiil-
len bzgl. der ||-||..-Norm:

(a) Utjy1) = (I—tLy)U(tj) + TF () + O(7%) + O(Th?),
(b) (I+7Ly)U(tjr1) =U(t;) + TF (tjy1) + O(t%) + O(Th?).
Beweis: Fiir die Auswertungen der wahren Losung U (¢) gilt
Utjs1) = U(t)) +1dU(t;) + O(7?).
d,U(t;) enthilt die Eintrige dyu(x;,¢;). Da
Su(xi,tj) = u" (xi,1;) — b(xi, 1) (xi,1) — c(xi, 07 )u(xi, 1) + f(xi,15),

folgt mit der Konsistenzabschitzung in Lemma 1.54 fiir die zentralen finite Diffe-
renzen im Ort, dass

atU(l‘j) = —LhU(l‘j) +F(lj) + 0(/12)
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Damit ist
U(lj.H) = U(l‘j) + TatU(l‘j) + 0(72)
= U(1;) + 1(=LaU (1)) + F (1)) + O(h?)) + O(7°),

womit (a) bewiesen ist.
Mit U(tj) = U(tj+1) — 10U (tj41) + O(7?) folgt genauso

Utjs1) =U(t)) + 10U (tj+1) +O(?)

= U(t)) + o(=LpU (tj11) + F(tj11) + O(h?)) + O(),

so dass auch (b) bewiesen ist. O

Um mit diesen Konsistenzabschédtzungen auch Konvergenz zu zeigen, benétigen
wir noch die folgenden Stabilititsabschidtzungen:

Lemma 2.15
(a) Esist I —tLyll,, <1 fiir alle hinreichend kleinen h,T > 0 mit ;5 < 5.

(b) Fiir hinreichend kleine h > 0 gilt ||(I+tL,) Y|, < 1 fiir alle T > 0.
Beweis: (a) Mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 1.8.2 ist
T T T
1= 2Ll = max (ol +11— gdil + ).
wobei
di=2+h*(x;), ri:=—1—hb(x;)/2 und s;=—14+hb(x;)/2.

Fiir hinreichend kleine 4 > 0 ist r; < 0 und s; < 0. AuBerdem gilt fiir alle
hinreichend kleinen h,7 > 0 mit 7/h* < §

T

T
i =125 —7c(xi) > 0

1— 7

und es folgt, dass
T T
HI— TLhHoo = maxn <ﬁ(—l’i —Si) 4 1— ﬁdl>

= max (I —7c(x;)) < 1.
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(b) Da (fiir hinreichend kleine 4 > 0) I + L, strikt diagonaldominant mit po-
sitiven Diagonalelementen und nicht-positiven Nebendiagonalelementen ist,
folgt aus Lemma 1.56, dass alle Komponenten von (I + 7L;,)~! nicht-negativ
sind. Daher ist

|(7+7Ly) M|, = || +7Ly) 1|,

Da (fiir hinreichend kleine 2 > 0) L, diagonaldominant ist, ist jede Kompo-
nente von L1 nicht-negativ und es folgt, dass (I 4+ tL;)1 > 1. Mit der eben-
falls in Lemma 1.56 gezeigten Monotonieeigenschaft erhalten wir damit, dass

0=(I+7Ly) 0 < (I41Ly) "1 < (T 41Ly) "I +1Ly)1 =1

und somit
|(7+7Ly) Y|, = || @ +7Ly) '] < 1.
fiir alle T > 0 und hinreichend kleine 2 > 0. O
Satz 2.16

Die Approximationen

Up,j = (u(x1,1)), .., u(x, 1) =U(t))

des expliziten und impliziten Euler-Verfahrens konvergieren in folgendem Sinne
gegen die Auswertungen der wahren Losung der in diesem Abschnitt betrachteten
parabolischen Differentialgleichung.

(a) Bei Anwendungen des expliziten Euler-Verfahrens

1
U, —U(t)|.=00*)+0(t) firh,t—0 und 1/h*< 5
(b) Bei Anwendungen des impliziten Euler-Verfahrens
U =U@)]|.. = O(W*) +0(1)  fiir h,T 0.

Beweis: Fiir das explizite Euler-Verfahren folgt aus Lemma 2.14 und Lemma 2.15

|Un; = U @))]].

= H([— TLh)Uh,j—l + TF(l‘j_l)

—(I=TLy)U(tj-1) = TF (1j-1) + O(T") + O(th?) ||,

< = tLyll.o || U, j—1 = U (tj-1) ||, + O(2%) + O(zh?)

< Uhj1 =U(tj-1)||. +O(%) +O(zh?)

< .. < |[(Uno = U(0)||.. +i(O(7*) + O(ch?))

< 0(7)+0(h?),
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wobei wir im letzten Schritt Uy o = U(fp) und j < m = T /7 verwendet haben.

Genauso erhalten wir fiir das implizite Euler-Verfahren aus Lemma 2.14 und Lem-
ma 2.15

0s; - U@,

= ||(T+7Ly) " (Up jo1 + TF (1))
—(I+7Ly) " (U(tj-1) +TF (1)) +

< ||+ 2Ly) M| L[ Unjr = U 1) +

<||Up,j—1 = U (tj-1)||.. + O(z*) + O(th?

< < ||[(Uno = Ul)) ||+ j(O(2%) + O(zh?))

< 0(1)+0(h).

wobei wir wieder im letzten Schritt Uy, o = U(tp) und j < m = T /7 verwendet
haben. 0J

Bemerkung 2.17

(a) Im Gegensatz zu den gewohnlichen DGL hat die bessere Stabilitdit des impli-
ziten Euler-Verfahrens hier auch Auswirkungen auf die Konvergenz. Das ex-
plizite Euler-Verfahren konvergiert nur unter der Zusatzbedingung, dass Zeit-
und Ortsschrittweite entsprechend der Vorschrift T/h*> < % gewdhlt sind. Das
implizite Euler-Verfahren konvergiert ohne Zusatzbedingung fiir T,h — 0.

(b) Da der Gesamtfehler jedoch in der Grifienordnung O(t) + O(h?) liegt, ist es
auch beim impliziten Euler-Verfahren sinnvoll T ~ h* zu wéihlen.

(c) Inder Praxis ist auch die Anwendung des Crank-Nicolson-Verfahren zur Zeit-
diskretisierung populdr. Man kann zeigen, dass dieses ohne Zusatzbedingung
konvergiert mit einem Gesamtfehler in der Grifenordnung O(t?) + O(h?).
Das Verfahren ist jedoch lediglich A- und nicht L-stabil, sodass fiir kleine h
Eigenvektoren von Ly, zu sehr negativen Eigenwerten nicht schnell genug weg-
geddampft werden und Oszillationen auftreten konnen, vgl. wieder Ubungsauf-
gabe 8.4.
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