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Kapitel 1

Grundlegende Begriffe und
algebraische Strukturen

Wir wiederholen in diesem Kapitel zunichst ohne Beweise einige mathematische
Grundlagen und fiihren Begriffe fiir hdaufig anzutreffende mathematische Struktu-
ren ein.

1.1 Zahlen und Mengen

1.1.1 Der naive Mengen- und Zahlbegriff

Die moderne Mathematik baut auf dem Begriff der Menge auf. Eine Menge ist ei-
ne ,,Zusammenfassung M von bestimmten wohlunterschiedenen Objekten m uns-
rer Anschauung oder unseres Denkens (welche die ,Elemente‘ von M genannt
werden) zu einem Ganzen* (Georg Cantor, Mathematische Annalen 1895). Dieser
sogenannte naive Mengenbegriff ist nicht komplett widerspruchsfrei!, fiir prakti-
sche Anwendungen der Mathematik aber vollig ausreichend.

Wir schreiben Mengen mit geschweiften Klammern, z.B. bezeichnet {1,2,5} die
Menge, die als Elemente die Zahlen 1, 2 und 5 enthilt. Wir schreiben:

1€{1,2,5}, 2¢e{1,2,5}, 5€{1,2,5}, aber 4¢{1,2,5}.
Fiir Mengen ist nur relevant, welche verschiedenen Objekte enthalten sind. Die
Reihenfolge der Elemente spielt dabei keine Rolle, z.B. ist
{1,2,5} ={1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,5} = {2,5,5,5,5,2,1} #{1,1,1,2,2}

'Ein bekanntes Paradox ist die Frage, ob sich die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst
enthalten, selbst enthilt.
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Die Menge der natiirlichen Zahlen wird gebildet, indem beginnend mit 1 zu jeder
enthalten Zahl auch die ndchstgroBere (d.h. um 1 erhdhte) Zahl hinzugenommen
wird

N:={1,2,3,4,5,...}

N enthilt unendlich viele Elemente. Beginnt man diese Konstruktion mit 0, so
erhilt man die natiirlichen Zahlen mit Null

No :={0,1,2,3,4,5,...}.

Wir nehmen dabei die Existenz der natiirlichen Zahlen als naturwissenschaftliche
Gegebenheit hin (naiver Zahlbegriff).

Durch Hinzunahme der negativen Zahlen erhélt man die Menge der ganzen Zahlen
7Z:={...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...}.
Durch Hinzunahme von Briichen erhélt man die Menge der rationalen Zahlen
(P
Q= {5- P4 €Z, q#0}.
Man kann zeigen, dass Dezimalzahlen mit unendlich vielen und sich dabei nicht
periodisch wiederholenden Nachkommastellen keine rationale Zahlen sind (z.B.
m=23,1415... oder v/2 = 1,4142...), sondern sich nur als Grenzwerte rationaler

Zahlen ergeben. Durch Hinzunahme solcher Grenzwerte erhilt man die Menge
der reellen Zahlen IR.

1.1.2 Mengenlehre
Sei M eine Menge. Wir haben bereits die folgende Notation verwendet.

* m & M: mist Element der Menge M (d.h. m ist in M enthalten)

* m & M: mist nicht Element der Menge M (d.h. m ist nicht in M enthalten)
Wir fiihren au3erdem ein

* M = 0: M ist die leere Menge (die gar keine Elemente enthiilt).

* |[M|: Anzahl der Elemente von M (fiir unendliche Mengen: |M| = ).

Mengen lassen sich iiber die explizite Angabe ihrer Elemente oder die Angabe
einer fiir die Mengenzugehorigkeit entscheidenden Eigenschaft definieren:

2
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» Umfangsdefinition: M = {2,4,6,8}

e Inhaltsdefinition: M = {m : m ist gerade natiirliche Zahl < 8}
Fiir zwei Mengen A, B schreiben wir:

* A C B: A ist Teilmenge von B, d.h. alle Elemente von A sind auch in B
enthalten. Fiir alle a € A giltauch a € B.

* A = B: Aist gleich B, d.h. A enthilt genau die gleichen Elemente wie B, es
gilt A C Bund B C A.

* A C B: Aist echte Teilmenge von B, d.h. es gilt A C B aber nicht A = B.

Wir verwenden auch analoge gespiegelte Notationen, z.B. bedeutet B D A das
gleiche wie A C B und statt a € A konnen wir auch A > a schreiben.?

Fiir endliche Mengen A und B gilt:
Falls |A|=|B|<e und ACB, dannist A=B.

Fiir unendliche Mengen gilt dies nicht, z.B. ist [N| = o, |Z| = oo, aber N C 7.

Mit Mengenoperationen lassen sich aus bekannten Mengen neue kombinieren.
Seien A und B zwei Mengen.

e AUB:={a: a€ Aodera € B}: Vereinigung von A und B
* ANB:={a: a € Aunda € B}: Schnittmenge von A und B
*» A\B:={a: a € Aabera¢ B}: Differenzmenge von A und B (,,A ohne B*)
Fiir endliche Mengen A, B gilt
|A\B|=|A|—|]ANB| und |AUB|=|A|+|B|—|ANB.
Zwei Mengen A, B heillen disjunkt, falls AN B = 0. Fiir die Vereinigung disjunkter
Mengen schreibt man auch AUB. Ist aus dem Zusammenhang klar, welche Ober-

menge M O A gemeint ist, dann schreiben wir auch

e AC=M \ A: Komplement von A, d.h. alles was nicht in A enthalten ist.

2 Achtung: In der Literatur wird manchmal auch C fiir Teilmengen verwendet und echte Teil-
mengen mit C gekennzeichnet.
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Z.B. ist die Menge der geraden Zahlen {2,4,6, ...} das Komplement der ungera-
den Zahlen {1,3,5,...}, wenn wir stillschweigend voraussetzen, dass als Ober-
menge zur Komplementbildung die Menge der natiirlichen Zahlen gemeint ist.

Fiir die eingefiihrten Mengenoperationen gelten die folgenden Rechenregeln. Es
seien A, B und C Mengen.

* Transitivitidt: Gilt A C Bund B C C, so gilt auch A C C.

AUB=BUA,

* Kommutativitit: ANB=BNA.

e Assoziativitit: (AUB)UC=AU(BU C;,

(ANB)NC=AN(BNC

AN(BUC)=(ANB)U(ANC),

¢ Distributivitit: AU (BOC) _ (AUB) N(AUC).

(ANB)¢ =A“UBC,

* De-morgansche Regeln: (AUB)¢ = A°NBC..

Die Elemente einer Menge konnen selbst Mengen sein, z.B. ist

M= {{1},{1,2}}

die Menge, die als Elemente die Menge {1} und die Menge {1,2} enthilt. Dabei
wird streng zwischen der Menge und ihren Elementen unterschieden. So gilt in
diesem Beispiel {1} € M, jedoch 1 ¢ M und {1} Z M. Zu einer Menge M defi-
nieren wir

* Potenzmenge #(A):={B: BC A}.
Fir A = {1,2,3} ergibt sich z.B.

P(A) ={0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.

Es gilt stets ® C A und A C A und deshalb 0 € Z?(A) und A € Z(A). Fiir eine
Menge A erhalten wir eine Teilmenge dadurch, dass wir fiir jedes Element ent-
scheiden, ob es Element der gebildeten Teilmenge sein soll oder nicht. Fiir das
erste Element gibt es also zwei Moglichkeiten, fiir das niachste wieder zwei, usw..
Fiir eine Menge A mit |A| Elementen gibt es daher 2l Moglichkeiten eine Teil-
menge zu bilden und entsprechend gilt

|2(A)| =21l
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1.1.3 Tupel und kartesische Produkte

Seien A und B Mengen. Zwei Elemente a € A und b € B konnen wir zu einem
geordneten Paar (a,b) zusammenfassen. Diese Paare nennen wir auch Tupel und
die Menge aller solcher Tupel heif3t

e kartesisches Produkt A x B:={(a,b): a € A, b € B}

Im Unterschied zur Mengenbildung ist bei Tupeln die Reihenfolge der Elemente
wichtig. Fiir zwei Tupel (a,b) und (c,d) gilt Gleichheit (a,b) = (c¢,d) nur dann,
wenn a = c und b = d gilt. Es ist also z.B.

{1,2}={2,1} CR, aber (1,2)#(2,1)eRxR.

Analog fassen wir auch mehr als zwei Objekte zusammen. Gegeben n Mengen
Al,... A, definieren wir
A XAy x - XAy :={(a1,a2,...,ay) : a; €A; firallei=1,...,n}.

Wird n-mal die gleiche Menge verwendet, so schreiben wir auch

A" =AXA X XA.

Tupel aus 3 Elementen nennt man auch 7ripel. Tupel aus n Elementen nennt man
auch n-Tupel.

1.2 Aussagenlogik und Funktionen

1.2.1 Logische Aussagen

Eine mathematische (auch:logische) Aussage ist eine prizise formulierte Feststel-
lung, die entweder wahr oder falsch ist. ,,4 ist durch 2 teilbar (ohne Rest)” ist eine
offenbar wahre Aussage. ,,Die letzte Ziffer von 12323 ist eine 3” ist eine Aussage,
die entweder wahr oder falsch ist, auch wenn wir es ggf. noch nicht wissen ,,Ge-
rade Zahlen sind besser als ungerade Zahlen.” ist keine mathematische Aussage,
solange nicht prizisiert wurde, was genau mit ,,besser” gemeint ist.

Seien A und B Aussagen. Dann konnen wir bilden:

o —A=A: Negation von A, genau dann wahr, wenn A falsch ist.
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* A A B: Konjunktion, genau dann wahr, wenn A und B wahr sind.

* AV B: Disjunktion, genau dann wahr, wenn A oder B (oder beide) wahr sind.

In der Informatik wird eine Variable, die die Werte ,,wahr* und ,,falsch* annehmen
kann, als boolsche Variable bezeichnet und iiblicherweise 1 fiir ,,wahr* und O fiir
»falsch® gewihlt. Die oben definierten logischen Operatoren werden auch NOT,
AND und OR genannt. Aulerdem sind gebrduchlich

* A XOR B: Exklusives Oder, genau dann wahr, wenn A oder B wahr ist, aber
nicht beide wahr sind (also (A A—B)V (=BAA))

* A NAND B: Negierte Konjunktion, d.h. =(A A\ B).
Eine Aussage kann aus einer anderen folgen. Dies schreiben wir wie folgt:

* A = B: Implikation, aus A folgt B

o A <= B: Aquivalenz, aus A folgt B und aus B folgt A
Im Falle der Implikation A = B sagt man auch:

e A ist hinreichend fir B.
* Bist notwendig fiir A.

* B gilt, wenn A gilt.
If Falle der Aquivalenz A <=> B, sagt man auch:

* A ist notwendig und hinreichend fiir B.
* Bist notwendig und hinreichend fiir A.
* A gilt, genau dann wenn B gilt.
* B gilt, genau dann wenn A gilt.

Statt A <= B schreibt man auch kurz A = B.
Fiir Aussagen A, B und C gelten die folgenden Rechenregeln:

Aus A= B und B = C folgt auch A = C.

* Transitivitc Aus A <= Bund B <= C folgt auch A <= C.
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e Kommutativitit: AVB BvA
" AANB <= BAA

* Assoziativitit: (AVB)VC = AV(BVC),
‘ " (AAB)AC <= AAN(BACQ).
. ... ANBVC) <= (AAB)V(ANC),
Distributivitét: AV(BAC) <= (AVB)A(AVO).
* Doppelte Negation: =(—A) <= A

~(AVB) <= (-A)A(-B)

* De-morgansche Regeln: ) gy o (4) v (—-B)

 Kontraposition: (A = B) <= (-B = —A)

In einem mathematischen Beweis zeigt man, dass aus einer Voraussetzung V' eine
behauptete Aussage A folgt, also V = A. Dazu nutzt man die obigen Regeln aus:

* Direkter Beweis: Zeige V = A.
* Indirekter Beweis (Kontraposition): Zeige A = —V.

e Indirekter Beweis (Widerspruch): Zeige V A=A = B und B ist falsch.
Dabei kénnen wir verwenden:

e Zwischenschritte: V =—= 7,21 — 25, ..., Zy_| — Z,, Z, —> A.

e Fallunterscheidungen: V —= FVF,, Fi—A, F,—A

(analog beim Beweis durch Kontraposition oder Widerspruch).

1.2.2 Quantoren

Aussagen konnen von einem Element x einer Menge X abhidngen (oder auch von
mehreren). Dazu fithren wir den Allquantor und den Existenzquantor ein:

o Vx € X : A(x). Fiir alle x € X gilt die Aussage A(x).
» dx € X : A(x). Es existiert (mindestens) ein x € X fiir das A(x) gilt.

e dlx € X : A(x). Es existiert genau ein x € X fiir das A(x) gilt.
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Fiir Quantoren gelten die folgenden Regeln:

« Negation von Quantoren: ~(VxeX: Alx)) <<= IxeX: -A(x)
: T a(IEeX: Alx) = WxeX: -A(x)
* Vertauschung/Kombination von Allquantoren:

VxeX:VyeY: Alx,y) <= VyeY:VxeX: A(x,y)
— V(xy)eXxY: A(x,y)

* Vertauschung/Kombination von Existenzquantoren:

reX: JyeY: A(x,y) < yeY: IeX: Ax,y)
<~ 3d(x,y)eX xY: A(x,y)

* Vertauschung von Existenz- und Allquantoren:

IxeX: VyeY: Alx,y) = VYyeY: dxeX: Ax,y).

Im letzten Punkt gilt nur ,,—”, die umgekehrte Vertauschung von Existenz- und
Allquantoren gilt nicht! Z.B. ist die Aussage

VneN: dmeN: m>n
richtig (zu jeder natiirlichen Zahl gibt es eine noch groBere Zahl), aber die Aussage
dneN:VneN: m>n

ist falsch (es gibt keine groBte natiirliche Zahl).

1.2.3 Funktionen

Seien X und Y Mengen. Eine Funktion von X nach Y ordnet jedem Element x € X
genau ein Element y € Y zu. Wir schreiben:

f:X—=Y, x—=y=f(x

X heiBt Definitionsmenge, Y heillt Zielmenge. Funktionen werden auch Abbildun-
gen, Operatoren oder (besonders fiir Y = R) Funktionale genannt.

Eine Funktion f: X — Y heil3t

8
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e injektiv, falls zwei verschiedenen Elemente x,x’ € X nicht das gleiche y
zugeordnet wird, d.h. in Formelsprache:

Ve xX eX: fx)=fK) = x=x.
* surjektiv, falls jedes Element von Y erreicht wird, d.h. in Formelsprache:
VyeY: xeX: f(x)=y.
* bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist, d.h. in Formelsprache:
VyeY: AxeX: f(x)=y.
Fiir bijektive Funktionen konnen wir die Umkehrfunktion £~ definieren durch
iy =X, f'(y):=x, wobeixeX erfiilt f(x) =y.

Sind f: X =Y, g: Y — Z, zwei Funktionen zwischen Mengen X,Y,Z, dann
definieren wir

» Komposition/Hintereinanderausfithrung
gof: X =27, x> (gof)(x):=g(f(x)).
Sind f und g beide bijektiv, dann ist f o g bijektiv und es gilt
(fog) =g lof!
Wir wenden Funktionen auch auf Mengen an und erhalten Mengen der erreichten

Elemente. Es sei f: X — Y eine Funktion und X’ C X, Y’ C Y Teilmengen der
Definitions- und Zielmenge. Dann definieren wir

e Bild der Menge X’ unter f:
fXDY):={fx):xeX}={yeY: IxeX": fx) =y} CY,

e Urbild der Menge Y’ unter f:

YY) =xex: flx) ey} CX.
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Die Schreibweise f~! verwendet man sowohl fiir die Umkehrfunktion als auch
fiir das Urbild einer Menge. Fiir ein einzelnes Element y € Y ist f~!(y) € X die
Anwendung der Umkehrfunktion und nur fiir bijektive Funktionen definiert. Das
Urbild f~! (Y’) einer Menge Y’ ist aber auch fiir nicht bijektive Funktionen defi-
niert. Insbesondere sind die Mengen

AN =1{eX: fo=y}

auch fiir nicht bijektive Funktionen definiert. Fiir nicht bijektive Funktionen kon-
nen die Mengen f~!({y}) leer sein oder mehrere Elemente enthalten. Fiir bijek-
tive Funktionen bestehen diese Mengen fiir jedes y € Y immer aus genau einem

Element, namlich f~'({y}) = {f~'(y)}.

Da eine Funktion jedem Element aus X ein Element aus Y zuordnet gilt immer
| f(X)| < |X| und fiir injektive Funktionen gilt | f(X)| = |X|. Surjektive Funktionen
erreichen jedes Element von Y, daher gilt fiir sie f(X) =Y und damit insbesondere
auch | f(X)| = |Y|. Im Falle endlicher Mengen gilt sogar:

* Ist |X| < oo, dann gilt

finjektiv = |f(X)|=|X|.

o Ist |Y| < oo, dann gilt

fsurjektiv. - <= |f(X)|=Y].

* Ist |X| =|Y| < oo, dann gilt

finjektiv <= fsugjektiv <= f bijektiv.

1.3 Algebraische Strukturen

Zahlen lassen sich addieren oder multiplizieren, Mengen lassen sich vereinigen
oder schneiden, Aussagen lassen sich durch Konjunktion oder Disjunktion kom-
binieren, Drehungen oder Verschiebungen lassen sich hintereinanderfiihren. In all
diesen Fillen werden zwei mathematische Objekte miteinander zu einem neuen
Objekt verkniipft. Dabei beobachtet man hidufig gewisse GesetzmaiBigkeiten, z.B.
Kommutativitdt oder Assoziativitiat. Wir abstrahieren und formulieren diese Ei-
genschaften fiir beliebige Mengen, geben den so entstehenden Strukturen Namen
und nennen wichtige Beispiele.

Sei A eine Menge.

10
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* Eine Verkniipfung ist eine Funktion
o: AXA—A,

also eine Funktion die zwei Elemente aus A auf ein Element in A abbildet
(verkniipft). Fir a,b € A schreiben wir statt o(a,b) auch aob.

Auf den natiirlichen Zahlen N bildet die Addition ,,+"" eine Verkniipfung und
diese ist assoziativ, d.h.

(l+m)+n=14+(m+n) firallel,mneN.

In den natiirlichen Zahlen mit Null N ist die Addition ebenfalls eine assoziative
Verkniipfung, die auBerdem noch ein sogenanntes neutrales Element (nimlich die
Null) besitzt, d.h. ein Element durch dessen Addition sich eine Zahl nicht dndert.
In den ganzen Zahlen 7 ist die Addition weiterhin eine assoziative Verkniipfung
mit neutralem Element und es existiert auBerdem zu jedem Element ein inverses
Element (ndmlich die negierte Zahl) die eine Addition mit dieser Zahl riickgin-
gig macht. Gleiches gilt fiir (3 und R beziiglich der Addition, fiir @ \ {0} und
R\ {0} auch beziiglich der Multiplikation (mit 1 als neutralem Element und dem
Kehrwert 1/q = g~ ! als inversem Element zu einer Zahl ¢), und auch fiir viele
andere wichtige Strukturen, z.B. der Hintereinanderausfithrung von Drehungen,
Verschiebungen, oder allgemeinen invertierbare Abbildungen, oder auch fiir die
in der Kryptographie wichtigen Restklassen. Wir geben solchen Strukturen des-
halb einen Namen:

* Eine Gruppe (G, o) ist eine (nichtleere) Menge G zusammen mit einer Ver-
kniipfung o : G x G — G, fiir die gilt:

(G1) Assoziativitdt:
(aob)oc=ao(boc) firallea,b,cc€q.
(G2) Existenz des neutralen Elements:
JdJeeG: aoe=eoca=a firalleacgG.
(G3) Existenz inverser Elemente:
VacG: 3d €G: aod =doa=e firalleacgG.

11
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(G1)—~(G3) heillen auch Gruppenaxiome. Ist die Verkniipfung die Addition zweier
Zahlen (oder damit verwandt), schreiben wir statt o auch -+, fiir das neutrale Ele-
ment auch 0, fiir das inverse Element —a und statt b+ (—a) schreiben wir b —a. Ist
die Verkniipfung die Multiplikation zweier Zahlen (oder damit verwandt), schrei-
ben wir , nennen das neutrale Element 1 und das inverse Element a~!.

Wir definieren auflerdem:
* Eine Gruppe (G, o) heifit kommutativ (auch: abelsch), wenn zusitzlich zu
(G1)—~(G3) gilt:
(G4) Kommutativitiit:

aob=boa firallea,beqG.

Ist die Verkniipfung die Multiplikation zweier Zahlen (oder damit verwandt) und
kommutativ, so konnen wir statt a—'b oder ba—! auch g schreiben.

(7Z,+), (Q,+), (R,+), (Q\ {0}, %), (R\ {0}, *) sind kommutative Gruppen. Fiir
eine (nichtleere) Menge X definieren wir

F={f: X—X: fistbijektiv.}

und bezeichnen mit o wieder die Hintereinanderausfithrung von Funktionen. Dann
ist (.Z,0) eine Gruppe mit inversem Element f ~! (die Umkehrfunktion zu f) und
neutralem Element

d: X—X, x—x firallexeX.

(.Z,0) ist aber im Allgemeinen nicht kommutativ, z.B. sind auf X = R die Funk-
tionen f: x — x+ 1 und g : x — 2x offensichtlich bijektiv, aber

(fog)lx) = f(8(x)) =2x+1#2(x+1) = g(f(x)) = (g f)(x).
Niitzlich ist auch der folgende abgeschwéchte Begriff:

* Eine (nichtleere) Menge G mit Verkniipfung o heifit Halbgruppe, falls (G1)
erfiillt ist (also die Verkniipfung assoziativ ist).

* (G, o) heiBt kommutative Halbgruppe, falls (G1) und (G4) erfiillt sind (also
die Verkniipfung assoziativ und kommutativ ist).

(N,+), (N,x*), (Q,%), (R,*) sind kommutative Halbgruppen. Die Menge aller
Abbildungen eine Menge in sich ist eine Halbgruppe, die im Allgemeinen nicht
kommutativ ist.

Wir fiihren auch Begriffe fiir Strukturen ein, in denen (wie in @@ oder R) zwei
Verkniipfungen definiert sind:
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1.3. ALGEBRAISCHE STRUKTUREN

 Ein Ring (R,+, %) ist eine (nichtleere) Menge R zusammen mit zwei Ver-
kniipfungen 4+ : RX R — Rund *: R x R — R, fiir die gilt:
(R1) (R,+) ist eine kommutative Gruppe.
(R2) (R, ) ist eine Halbgruppe.
(R3) Es gelten die Distributivgesetze, d.h. fiir alle a,b,c € R gilt:

ax(b+c)=axb+axc
(a+b)xc=axc+bxc.

 Ein Ring (R,+, %) heiBt kommutativ, wenn die Verkniipfung ,,*"” zusétzlich
kommutativ ist.

* Ein Ring (R, +, %) heifit Ring mit Eins, wenn es ein neutrales Element be-
ziiglich der Verkniipfung ,,+"" gibt.

(Z,+,%), (Q,+,%) und (R, +,*) sind kommutative Ringe mit Eins.

Fiir eine (nichtleere) Menge X und einen Ring (R, +,*) betrachten wir den Funk-
tionenraum
F:={f: X =R}

und definieren darauf die komponentenweise Addition und Multiplikation

+: FxF =F, (f+8)x):=f(x)+gx) VxeX,

x: FXTF —=F, (fxg)(x):=f(x)xg(x) VxeX.
Damit ist (.7, +, *) ein Ring. Ist (R, +, %) kommutativ, dann ist es auch (%, +, ).
Ist (R,+, %) ein Ring mit Eins, so auch (%, 4, *).

@ und R sind (nach Weglassen der Null) auch beziiglich der Multiplikation nicht
nur Halbgruppen sondern kommutative Gruppen. Auch fiir diese Eigenschalft fiih-
ren wir einen Begriff ein:

* Ein Korper (K, +, %) ist eine (nichtleere) Menge K zusammen mit zwei Ver-
kniipfungen 4+ : K X K — K und * : K x K — K, fiir die gilt:

(K1) (K,+) ist eine kommutative Gruppe. Das neutrale Element beziiglich
-+~ bezeichnen wir mit 0.
(K2) (K\ {0}, ) ist eine kommutative Gruppe.

(K3) Es gelten die Distributivgesetze, d.h. fiir alle a,b,c € K gilt:

ax(b+c)=axb+axc
(a+b)xc=axc+bxc.

13



KAPITEL 1. GRUNDLEGENDE BEGRIFFE UND ALGEBRAISCHE
STRUKTUREN

(Q,+,*) und (R, +,*) sind Korper. Spiter werden wir auch Korper mit nur end-
lich vielen Elementen kennenlernen, die in Kryptographie verwendet werden.

Ein Korper K ist also eine mathematische Struktur, in der die von den reellen
Zahlen bekannten Rechenregeln gelten. Fiir x,y,z € K gilt:

X+y=y+x

* Kommutativgesetz:
XKy =Yy*X

(x+y)+z=x+(+2),

* Assoziativgesetz: (x *y) *7 = X% (y * Z)-

e Distributivgesetz: x* (y+2z) =x*y+x*z.

e Neutrale Elemente: x+0=x,
1xx=ux.
x+(—x) =0,

* Inverse Elemente: o = 1 fiir x £0.

Fiir die Multiplikation lassen wir das Symbol ,,x” auch weg und schreiben z.B. xy
statt x x y. Statt xy~! schreiben wir auch ’y—‘
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Kapitel 2

Diskrete Mathematik

Die diskrete Mathematik beschiftigt sich mit endlichen Mengen und mit solchen
unendlichen Mengen, in denen (anschaulich gesprochen) die Elemente nicht be-
liebig nah zusammenliegen, wie z.B. N oder Z.

2.1 Natiirliche Zahlen und vollstindige Induktion

2.1.1 Das Prinzip der vollstindigen Induktion

Wir erinnern daran, dass die Menge der natiirlichen Zahlen dadurch gebildet wur-
de, dass beginnend mit 1 zu jeder natiirlichen Zahl auch die um 1 erhchte dazuge-
nommen wurde:

N=1{1,2,3,...}.

Hieraus ergibt sich eine sehr méchtige Beweismethode, um eine Aussage A(n) fiir
alle natiirlichen Zahlen n € N zu beweisen:

Satz 2.1 (Vollstindige Induktion)
Gilt eine Aussage A(n) fiir n = 1 (Induktionsanfang) und auflerdem die Implikati-
on (Induktionsanfang)

An) = A(n+1),
so gilt A(n) fiir alle n € N.

Beweis: Die Menge der Zahlen, fiir die A(n) gilt, enthilt 1 und zu jeder enthalte-
nen Zahl auch die um 1 erhohte. Dies ist nach Konstruktion ganz N. U

15



KAPITEL 2. DISKRETE MATHEMATIK

Wir betonen, dass im Induktionsschritt A(n) = A(n+ 1) bereits vorausgesetzt
wird, dass A(n) fiir ein n € N gilt und unter dieser Voraussetzung dann gezeigt
wird, dass auch A(n+ 1) gilt.

Anschaulich konnen wir uns das wie bei einer Dominobahn vorstellen. A(n) be-
zeichne dabei, dass der n-te Dominostein umféllt. Wenn sichergestellt ist, dass der
erste Stein fillt (also A(1) gilt) und dass jeder umfallende Stein auch den jeweils
nidchsten umwirft (also A(n) = A(n+ 1) gilt), dann ist sicher, dass jeder Stein
fallen wird.

Durch Wahl des Induktionsanfangs n = 0 konnen wir mit vollstdndiger Induktion
natiirlich genauso auch Aussagen fiir alle n € Ny beweisen oder mit Induktions-
anfang n = k € 7, Aussagen fiir alle ganzen Zahlen > k beweisen.

Beispiel 2.2 (GauBsche Summenformel)
Fiir alle n € N gilt die Summenformel

n(n+1).

n
Y k=1+2+...4n= 5

k=1

Beweis: Induktionsanfang: Fiir n =1 ist

oL 11+ aln+1)
Y k=Y k=1= =

Induktionsschluss: Angenommen, die Behauptung gilt fiir ein n € N, also

fk:1+2+...+n:"(”+1>. Q.1

k=1 2

Wir miissen zeigen, dass sie dann auch fiir n+ 1 gilt, also dass

n+1 1 2
Zk:1+2+...+n+n+1:(n+)2$. 2.2)
k=1

Wir betonen noch einmal, dass wir zum Beweis von (2.2) die Induktionsannahme
(2.1) benutzen diirfen! Damit ist der Beweis einfach:

n+1
Y k=1+2+.. +n+(n+1)=1+2+...+n)+(n+1)
k=1
@nn(n+1)
2

1) = n(n—i—l)—;Z(n—Fl) _ (n+1)2(n+2)‘

Die Behauptung ist damit durch vollstindige Induktion bewiesen. 0
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2.1. NATURLICHE ZAHLEN UND VOLLSTANDIGE INDUKTION

Bemerkung 2.3

Die vollstindige Induktion ermoglicht es uns, geratene oder heuristisch gefun-
dene Vermutungen mathematisch rigoros zu beweisen. Sie zeigt uns aber meist
nicht, wie wir die richtige Formel finden. Eine anschaulichere Herleitung der obi-
gen Summenformel ergibt sich, wenn wir die komplette Summe noch einmal in
umgedrehter Reihenfolge dazuzuaddieren und in folgendem Schema iibereinan-
derstehende Summanden addieren:

1+ 2+ ...+  (n-1)+ n
+ n+ (n-1)+ ...+ 2+ 1
= (n+l)+ (m+l)+ ...+ (n+l)+ (n+l) =n(n+l).

Zweimal die Summe 1 +2+ ...+ n ergibt also n(n+ 1) und damit ist

1
1+2+...+n:"(”2+ ).

2.1.2 Kombinatorik und binomischer Lehrsatz

Wir betrachten ein Experiment, in dem n € N verschiedene Objekte hintereinan-
der ohne Zuriicklegen gezogen werden. Beim ersten Zug gibt es n Moglichkeiten,
beim nichsten Zug nur noch (n — 1) usw. Insgesamt gibt es daher

n
n! ::n*(n—l)*...*lznj
=1

verschiedene Reihenfolgen, in denen wir die n Objekte ziehen konnen. n! heif3t
Fakultidt von n. Es vereinfacht die spiteren Formeln, wenn wir auBerdem 0! = 1
definieren. Dies entspricht der iiblichen Konvention, den Wert des leeren Produk-
tes H9:1 j auf 1 zu setzen.

Ziehen wir lediglich k der n Objekte (mit k,n € N, k < n), dann gibt es dafiir dafiir

k Faktoren

Moglichkeiten. Interessiert uns nur, welche k Objekte gezogen wurde (aber nicht
die Reihenfolge, in der diese k gezogen wurden), dann miissen wir beriicksich-
tigen, dass wir dieselben k Objekte auf k! verschiedenen Reihenfolgen ziehen
konnten. Je k! der (nf—'k), Moglichkeiten liefern also dieselben k Objekte (nur in

verschiedener Reihenfolge) und es gibt also

(n)::n*(n—l)*...*(n—k—l—l)_ n!

k kx(k—1)*...x1 -~ (n—k)k!
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KAPITEL 2. DISKRETE MATHEMATIK

Moglichkeiten, k Objekte aus n Objekten auszuwihlen. () heiBt n iiber k oder
auch (wegen Satz 2.6) Binomialkoeffizient. Entsprechend der Konvention 0! = 1

istfiirallen e N
0\ (n\ _(n\ |
o) \o/ \n/
Beispiel 2.4
Die Anzahl der dreielementigen Teilmengen einer fiinfelementigen Menge ist

5 5
_ *4*3:10
3 3x2%1

Fiir {1,2,3,4,5} sind dies gerade

{1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4}, {2,3.,4},
{1,2,5}, {1,3,5}, {1,4,5}, {2,3,5}, {2,4,5}, {3,4,5}

In Beispiel 2.4 haben wir alle dreielementigen Teilmengen von {1,2,3,4,5} auf-
gelistet, indem wir zunichst alle dreielementigen Teilmengen hingeschrieben ha-
ben, die das letzte Element 5 nicht erhalten (also alle dreielementigen Teilmengen
von {1,...,4}) und danach alle Teilmengen, die die 5 enthalten (also die 5 kom-
biniert mit allen zweielementigen Teilmengen von {1,2,3,4}). Mit diesem Argu-
ment folgt auch anschaulich, dass die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer
n+ 1-elementigen Menge gerade die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer
n-elementigen Menge (Anzahl der Teilmengen, die das letze Element nicht ent-
halten) zuziiglich der Anzahl der k — 1-elementigen Menge einer n-elementigen
Menge ist (Anzahl der Teilmengen, die das letzte Element enthalten). Wir formu-
lieren und beweisen diese niitzliche Summenformel noch mathematisch:

Satz 2.5
n n n+1
(") ()= ()
Beweis: Es ist

Fiirk,n e N, n > k gilt
n n n\ n! 4 n!
k—1 k) (n—(k—1)(k—1)!  (n—k)'k!

B nlk N nl(n—k+1) nlk+n—k+1)
C(n—k+ D! (n—k+ 1)k (n1—k)k!

_onln+1)  (n41)! _(n+1)
C (nH1=k)%! (n+1-K% \ k)
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2.1. NATURLICHE ZAHLEN UND VOLLSTANDIGE INDUKTION

Diese Summenformel lisst sich auch iiber das Pascalsche Dreieck visualisieren.
Wir ordnen die Binomialkoeffizienten in Pyramidenform an:

5 5 5 5 5 5
(o) () () () a) ()
Aufgrund der Summenformel in Satz 2.5 entspricht jeder Eintrag im Schema der
Summe der unmittelbar links und rechts dariiber stehenden Eintrige und die Rand-

werte ohne solche beidseitigen oberen Nachbarn sind (wegen (8) =1= (Z) immer
eins. Wir erhalten also fiir die Werte der eingetragenen Binomialkoeffizienten:

1 5 10 10 5 1

Diese Zahlen treten in allgemeinen binomischen Formeln auf. Fiir a,b € R ist

(a+D)° = 1

(a+b)! = la + 1b

(a+D)? = la> + 2ab + 107

(a+b)’ = la® + 3d®h + 3ab®> + 1b°
(a+b)* = la* + 4a’b + 6a*h*> + 4ab® + 1b*

(a+b) = 1@ + 5a*b + 10a°p*> + 10a’b> + Sab* + 11’

Dabei ergibt sich jede Zeile durch Multiplikation der obendriiber stehenden Zeile
mit a + b, wobei sich beim Ausmultiplizieren ein Eintrag durch die Summe des
links dariiber stehenden Eintrags (multiplizert mit ») und des rechts dariiber ste-
henden Eintrags (multipliziert mit a) ergibt. Die Koeffizienten der allgemeinen
binomischen Formeln sind daher gerade die Binomialkoeffizienten.

Satz 2.6
Fiir a,b € R und n € Ny gilt
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KAPITEL 2. DISKRETE MATHEMATIK

Beweis: Wir beweisen die Aussage durch vollstindige Induktion iiber n.

Induktionsanfang: Fiir n = 0 ist

0

0 0
) ( >a0_kbk = ( )aobo =1=(a+b).
= \k 0

Induktionsschritt: Angenommen die Behauptung gilt fiir ein n € N, also

iy § ()i

k=0

Wir miissen zeigen, dass sie dann auch fiir n+ 1 gilt, d.h.

n+1 1
(@a+b)t' =Y <anr >a"+1—’<b’<. (2.3)
k=0

Dies erhalten wir aber unter Anwendung der Summenformel in Satz 2.5 aus

a " — (a+b)(a+b)" = (a (" a"Fpk
(a+5)""1 = (a+b)(a-+b) <+b>kzo<k) b

_ i (”) ntl—kpk 4 <”) n—kpk+1
=0 \k k:O k
n
—1)pk
)

womit die Behauptung durch vollstindige Induktion fiir alle n € Ny bewiesen
ist. U

2.1.3 Minima, Maxima und Prinzip des kleinsten Verbrechers

Definition 2.7 (Minimum und Maximum)
Sei M C R.
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2.1. NATURLICHE ZAHLEN UND VOLLSTANDIGE INDUKTION

» Existiert ein Element x_ € M mit x_ < x fiir alle x € M, dann nennen wir x_
das Minimum (auch: kleinstes Element) von M und schreiben x_ = minX.

» Existiert ein Element x € M mit x,. > x fiir alle x € M, dann nennen wir x_
das Maximum (auch: grofites Element) von M und schreiben x; = max X.

Wenn eine Menge ein Maximum besitzt, dann ist es offenbar eindeutig. Gleiches
gilt fiir das Minimum.

Mengen besitzen aber nicht immer ein groBtes oder kleinstes Element. Z.B. ent-
hilt die Menge M := R beliebig groBie und beliebig kleine Elemente und deshalb
weder Maximum noch Minimum. Aber auch die nach oben und unten beschrénkte
Menge

M:={xeR: 0<x<1}

enthélt weder ein Maximum noch ein Minimum. Eine Zahl gréBer als Null kann
nicht das Minimum sein, denn sie wird von Mengenelemente unterschritten. Eine
Zahl kleiner gleich Null liegt nicht in der Menge und ist deshalb nicht das Mini-
mum. Die Menge M besitzt daher kein Minimum und analog folgt, dass sie auch
kein Maximum besitzt.

In der diskreten Mathematik ist die Existenz von Minima und Maxima meist durch
den folgenden Satz und die anschlieBende Folgerung sichergestellt.

Satz 2.8
(a) Jede endliche Teilmenge 0 + M C R besitzt ein kleinstes Element min M.

(b) Jede Teilmenge O #+ M C N besitzt ein kleinstes Element min M.
Beweis: (a) Zum Beweis werden wir die Aussage
A(n) : Jedes M C R mit [M| = n Elementen besitzt ein kleinstes Element.

fiir alle n € N beweisen. Wir verwenden dazu die Methode der vollstindigen
Induktion.

A(1) gilt, da in einer einelementigen Menge M = {x} gilt minM = x.

Zum Beweis von A(n) = A(n+ 1) nehmen wir an, dass A(n) gelte und miis-
sen zeigen, dass dann auch jede n + 1-Elementige Menge ein Minimum be-
sitzt. Sei also M C R mit |M| = n+ 1. Wir wihlen ein x € M und definieren
M’ := M\ {x}. Dann hat M’ nur noch n Elemente und besitzt daher (wegen
der Induktionsannahme A(n)) ein kleinstes Element minM’. Falls x > minM’,
dann ist min M’ auch das kleinste Element in M, ansonsten ist x das kleinste
Element in M. M besitzt also auch ein Minimum.
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KAPITEL 2. DISKRETE MATHEMATIK

(b) Sei®# M C N. Angenommen, M besitzt kein kleinstes Element. Wir werden
folgende Aussage fiir alle n € IN per vollstindiger Induktion zeigen:

A(n): M {l,...,n} =0.
Damit ist dann gezeigt, dass M NN = @ und damit M = 0 ist, was M # 0
widerspricht.

A(1) gilt, da im Falle 1 € M die 1 auch das kleinste Element von M wire.
Angenommen A(n) gilt, also M enthilt keine der Zahlen 1,... ,n. Dann kann
M aber auch nicht die Zahl n + 1 enthalten, da die sonst das kleinste Element
von M wire. Also gilt auch A(n+1). O

Folgerung 2.9
(a) Jede endliche Teilmenge M C R besitzt ein grofites Element max M.

(b) Jede nach unten beschrdnkte Teilmenge M C 7. besitzt ein kleinstes Element
minM.

(c) Jede nach oben beschrinkte Teilmenge M C 7. besitzt ein grofites Element
max M.
Beweis: (a) Sei M C R mit |M| < co. Wir definieren
—M :={—x: xeM}.
Dann hat auch —M nur endlich viele Elemente und deshalb nach Satz 2.8(a)

ein kleinstes Element. Die Negation des kleinsten Element von —M ist dann
aber das grofite Element von M.

(b) Da M nach unten beschrinkt ist, existiert ein a € IN, so dass x > —a fiir alle
x € M. Fir die Menge

M+a={x+a: xe M}

gilt deshalb, dass M +a C N und nach Satz 2.8(b) existiert also ein kleinstes
Element von M + a. Dieses Element minus a ist dann aber kleinstes Element
von M.

(c) folgt aus (b) mit dem gleichen Argument wie in (a). [

Die Existenz eines Minimums lédsst sich im folgenden Prinzip des kleinsten Ver-
brechers (auch: Prinzip des kleinsten Elements) ausnutzen.

Folgerung 2.10 (Prinzip des kleinsten Verbrechers)

Gilt eine Aussage nicht fiir alle n € N, dann existiert ein kleinstes n, fiir das die
Aussage nicht gilt.

Beweis: Die Menge aller n € N, fiir die die Aussage nicht gilt, muss geméif
Satz 2.8(b) entweder leer sein oder ein kleinstes Element besitzen. O
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2.2. TEILBARKEIT GANZER ZAHLEN

2.2 Teilbarkeit ganzer Zahlen

2.2.1 Teilbarkeit und Division mit Rest

Definition 2.11 (Teilbarkeit)
Seien a,b € 7 und b # 0. a heifit durch b teilbar, wenn

dgeZ: a=bgq.

Wir sagen auch ,,b teilt a“und schreiben kurz ,,bla*“.

Beachte, dass nach dieser Definition Teiler sowohl positiv als auch negativ sein
konnen und jede Zahl ein Teiler der Null ist (also «|0 fiir alle a € Z), aber die Null
keine Zahl teilt.

Satz 2.12
Seien a,b,c € 7\ {0}
(a) Aus a|b folgt |a| < |b|.

(b) Es gilt immer
lla, —1la, alaund —ala.

Wir nennen {—a,—1,1,a} die trivialen Teiler von a.
(c¢) Aus a|b und b|c folgt alc.

(d) Aus a|b und b|a folgt a € {—b,b}. Fiir a,b € N folgt aus alb und b|a, dass
a=>o.

(e) Aus alb und a|c folgt a|(b+ ¢).

Beweis: Leichtes Nachrechnen. ]

Ist b nicht durch a teilbar, dann ist der Quotient g nur noch eine rationale aber
keine ganze Zahl. In einigen Anwendungen ist es sinnvoller stattdessen mit der
Division mit Rest zu arbeiten. Um dazu la’ nach oben oder unten auf die nichstge-
legene ganze Zahl runden zu konnen, fithren wir ein:

Definition 2.13 (Floor- und Ceiling-Funktion)
Fiir eine reelle Zahl x € R bezeichnen wir die ndchstkleinere und ndichstgrofiere
ganze Zahlen mit

 |x|:=max{k € Z: k <x} (Floor-Funktion)
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KAPITEL 2. DISKRETE MATHEMATIK

* [x]:=min{k € Z : k > x} (Ceiling-Funktion)

Statt | x| schreibt man auch floor(x) und statt [x| schreibt man auch ceil(x). In
der mathematischen Literatur schreibt man statt | x| auch [x] (GauBklammer).

Fiir positive Zahlen entsprechen die Ceiling- und Floor-Funktionen gerade dem
Auf- und Abrunden. Fiir negative Zahlen liefert floor ebenfalls die ndchstkleinere
(also noch negativere) und ceil die ndchstgroflere (also weniger negative), z.B.

3.5]=3, [35]=4, |-35]=-4, [-35]=-3.
Die Rundung zur Null hin bezeichnet man auch als Fix-Funktion:

| floor(x) firx>0
fix((x): = { ceil(x) firx<0

Damit gilt dann fix(3.5) = 3, fix(—3.5) = 3.

Wir fassen einige niitzliche Eigenschaften der Floor- und Ceiling-Funktionen zu-
sammen:

Satz 2.14
Fiir x € R gilt

(a) |x] <x<[x].
(b) 0<x—|x] <1
(c) 0<[x]—x<1

Beweis: (a) folgt sofort aus den in Definition 2.13 verwendeten Mengen. Damit
sind auch die unteren Abschitzung in (b) und (c) gezeigt. Zum Beweis der oberen
Abschitzung in (b) nehmen wir an, dass sie nicht gelten wiirde, also x — [x| > 1
wire. Dann wire aber k := |x| 4+ 1 € Z eine ganze Zahl, die groBer wire als | x|
und trotzdem immer noch x > k erfiillt. Das wiirde der Maximalitit von |[x| wi-
dersprechen. Die obere Abschitzung in (b) muss also doch gelten. Analog folgt
die obere Abschitzung in (c) aus der Minimalitit von [x|. O

Definition und Satz 2.15 (Division mit Rest)
Seien a € 7, und b € N. Wir definieren

q:= EJ und r:=a—bxgq.
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Dann sind q,r € 7,
a=bg+r, und 0<r<b-—1.
q heifst Ganzzahlquotient und r heifst Rest der Division. Wir schreiben
a:b=gq Rest r

oder auch
adivb=¢qg, amodb=r

Beweis: Setze g := L%J und r := a — b * g. Damit ist
bxq+r=bxq+(a—bxq)=a.

Da die Floor-Funktion nur ganzzahlige Ergebnisse hat sind g, r € Z. AuBBerdem ist

r_a _a LGJ
b b 175 b

und damit wegen Satz 2.14(b)
0§£<L

und damit 0 < r < b. O

Bemerkung 2.16

Wir haben in Definition und Satz 2.15 nur positive Divisoren b € IN betrachtet,
aber der Dividend a € 7 darf positiv oder negativ sein. Der enstehende Rest
a mod b ist nach unserer Definition immer nicht-negativ, z.B. ist

—9:4 = -3 Rest 3.

Diese Definition heifit auch die mathematische Variante der Division mit Rest.

Verwendet man bei der Definition der Division mit Rest statt der Floor-Funktion
die Fix-Funktion, so ergibt sich fiir positive a,b € N der gleiche Wert bei der
Division mit Rest, aber

—9:4=-2 Rest —1.

Diese Definition heifit (aufgrund der Symmetrie zu 9 : 4 = 2 Rest 1) auch die
symmetrische Variante der Division mit Rest.

In Programmiersprachen wird das nicht einheitlich gehandhabt. Beispielsweise
verwendet Python die mathematische Variante und der Befehl

o)

print (-9 % 4) ergibt 3,
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aber C verwendet die symmetrische Variante und
printf (”%d”,-9 % 4); ergibt —1.

In Matlab heif3it die mathematische Variante mod und die symmetrische Variante
rem.

Mit den gleichen Formeln ldsst sich auch fiir negative Divisoren eine Division mit
Rest definieren. Dabei liefert die mathematische Variante (mit Floor-Funktion)
negative Reste und die symmetrische Variante (mit Fix-Funktion) positive Reste.
Wir werden in dieser Vorlesung die Division mit Rest immer nur in der mathema-
tischen Variante und nur fiir positive Divisoren verwenden. Der Rest ist dadurch
immer nicht-negativ.

Wir haben die Division mit Rest iiber explizite Formeln definiert. Die darin vor-
kommende Floor-Funktion macht Rechnungen mit diesen Formeln aber schwie-
rig. Oft ist es einfacher, stattdessen die folgende dquivalente definierende Eigen-
schaft zu verwenden:

Satz 2.17
Seien a € 7 und b € IN. Die beiden Zahlen

a
=a div b= L—J
q :=a div 5

r:=amod b=a—bx L%J

sind das einzige Zahlenpaar (q,r) € Z? mit der Eigenschaft, dass
a=bg+r, und 0<r<b-—1. 2.4)

Beweis: Das ¢ :=a div b und r := a mod b die beiden Eigenschaften in (2.4)
erfiillen haben wir in Definition und Satz 2.15 gezeigt. Angenommen, es gibe
noch zwei weitere Zahlen §,7 € 7, mit § # g oder 7 # r, so dass diese auch (2.4)
erfiillen, also

a=bg+7, und 0<7F<b-—1.

Dann wire
b(G—q)+7F—r=a—a=0. (2.5)

Wir werden zeigen, dass dies in allen moglichen Féllen 7 > r, 7 = r und 7 < r zum
Widerspruch fiihrt:

(a) 7> r: Dannist b > 7 —r > 0. Wir unterscheiden die Fille § > gund § < ¢
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(i) § > g: Dann wire b(G— q) +F7—r > F—r > 0. Dies widerspricht (2.5).
(i) § < q: Dann wire § — g < —1 und damit
b(G—q)+7—r>F—r<—-b+7—r<b—->b=0.
Dies widerspricht (2.5).

(b) 7 = r: Dann wire b(§ — q) = und damit § = g. Dies widerspricht unserer
Annahme, dass § # g oder 7 # r.

(c) 7 < r:Dies fiihrt genau wie in (a) zu einem Widerspruch.

q =a div b und r = a mod b ist also das einzige Paar ganzer Zahlen, das (2.4)
erfiillt. U

Der folgende Satz zeigt, dass bei der Addition und Multiplikation von Zahlen die
Restbestimmung sowohl vor als auch nachher durchgefiihrt werden kann.

Satz 2.18
Seien ay,ay € 7, b € N. Dann gilt

(a; mod b) mod b =a; mod b,
ay+ay; mod b = ((aymod b)+ (aymod b)) mod b,
aya; mod b = ((ajmod b) * (a mod b)) mod b.

Beweis: Es seien
q1 :=ay div b, r; :=a; mod b,

Dannistry =0*xri+ry mit0 € Z, r; € Zund 0 < r; < b— 1. Da diese Eigen-
schaften nach Satz 2.17 nur das Zahlenpaar r; div b und r; mod b besitzt, folgt
also dass

rpdivb=0 und r; modb=r

und damit ist die erste Aussage bewiesen.

Um die zweite Aussage zu zeigen definieren wir noch

q2 :=ap div b, r :=ap mod b,
q+ :=r1+ry div b, ry :=ry+r, mod b.

und argumentieren wieder mitttels Satz 2.17. Es ist
a1 +ay =bqi+ri+bgx+r2 =b(q1+q2) tri+nr
=b(q1+q2) +bg +ri =bla1+aqx+q4)+rs
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unddag)+qg2+q+ € Z,r € Zund 0 < ry <b—1 folgt aus Satz 2.17

ar+ay divb=q1+qr+ry,
ay+a; mod b=ry =r;+r, mod b= ((agmod b)+ (aymod b)) mod b.

Die dritte Behauptung zeigen wir analog der zweiten. Wir setzen
g« :=r1rp div b, ry ;= rirp mod b.
Damit ergibt sich

ajay = (bqy +r1)(bqa +r2) = bq1bgs +bqir2 + ribgy +r1r2
=b(qig2b+qira+r192) +rira = b(q1qab+ g1 +r192) + qb+ 1
=b(qig2b+qir2+r1qa+qs) +rs

undda g qg2b+q1ra+rigr+q« € Z,ri € Zund 0 < r, < b—1 folgt aus Satz 2.17

ajay div b= q1qab+q1r2 +r1q2 + gs,
ajap mod b =r, =ryr, mod b= ((rymod b)* (r,mod b))mod b.

Damit sind beide Behauptungen bewiesen. 0

Ausdriicke der Form a”" fiir gegebene a,n € N lassen sich effizient berechnen,
indem man ausnutzt, dass fiir n > 2 gilt

n [ dPxa? fiir n gerade,
T axamV25q D2 figr g ungerade.
Wir miissen also zur Berechnung von a" also nur rekursiv a"? und eine weitere
Multiplikation bzw. rekursiv a""1/2 und zwei weitere Multiplikationen berech-
nen. Diese Vorgehen nennt man bindre Exponentiation oder auch Square-and-
Multiply.

Beispiel 2.19
Wir berechnen 2%0. Es ist

220 _ 510,510

210 =272
25 —2x22 %22
22 —2x%2
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Einsetzen von unten nach oben liefert deshalb

22 =2x2=4

20 =2x4%x4=32

210 = 32432 =1024

220 = 1024 % 1024 = 1048576

220

und wir haben somit 2°° mit lediglich 5 Multiplikationen berechnet.

Ausdriicke der Form a" mod m fiir gegebene a,n,m € N lassen sich damit noch
effizienter berechnen, da bei jeder Multiplikation die Restbestimmung schon auf
den Faktoren durchgefiihrt werden kann (wodurch immer nur mit Zahlen < m
gerechnet werden muss).

Beispiel 2.20
Wir berechnen die letzte Dezimalziffer von 123%. Zundichst nutzen wir aus, dass

123% mod 10 = (123 mod 10)* mod 10 = 3%° mod 10.
Dieses berechnen wir jetzt mit (modularer) bindrer Exponentiation:

3% mod 10 = 3 % (3'2 mod 10) % (3'?> mod 10) mod 10
312 mod 10 = (3° mod 10) % (3° mod 10) mod 10
3% mod 10 = (3% mod 10) * (3* mod 10) mod 10
33 mod 10 =3 (3 mod 10) % (3 mod 10) mod 10

Einsetzen von unten nach oben liefert deshalb

33 mod 10 =3%3%3 mod 10 =27 mod 10 =7
3% mod 10 =7%7 mod 10 =49 mod 10=9
312 mod 10 =9%9 mod 10 =81 mod 10 =1
3% mod 10 =3%1%1 mod 10 = 3.

Die letzte Dezimalziffer von 123% ist also eine 3.

2.2.2 Primfaktorzerlegung

Mit dem Begriff der Teilbarkeit konnen wir Primzahlen definieren.
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Definition 2.21 (Primzahl)
Eine Primzahl ist eine Zahl a € N\ {1}, die nur die trivialen Teiler {—a,—1,1,a}
besitzt. Insbesondere ist die Zahl 1 keine Primzahl.

Satz 2.22 (Primfaktorzerlegung)
Fiir jede Zahl a € N, a # 1, existieren endlich viele Primzahlen py,...,pn € N,
m € N, so dass

aA=prxpr*x...%DPp.

Beweis: Wir fithren den Beweis mit dem Prinzip des kleinsten Verbrechers aus
Folgerung 2.10. Wenn es natiirliche Zahl auler Eins gibt, die keine Primfaktor-
zerlegung besitzen, dann muss es eine kleinste solche Zahl geben. Wir werden
dies zum Widerspruch fithren, womit dann gezeigt ist, dass es gar keine solchen
Zahlen geben kann.

Sei also a diese kleinste natiirliche Zahl aufler Eins, die keine Primfaktorzerle-
gung besitzt. Dann kann a selbst schon keine Primzahl sein, denn sonst wiirde
die Behauptung einfach mit p;y = a, n = 1 und e; = 1 gelten. Da a also keine
Primzahl ist, existiert ein nicht-trivialer Teiler b € IN. Es gibt also ein g € N mit
a = bq. Da b kein trivialer Teiler ist, gilt 1 < b < @ und damit auch 1 < g < a (g
ist also auch ein nicht-trivialer Teier von a). Da b und g beide kleiner sind als a
(und ungleich 1), miissen sie wegen der kleinstmdglichen Wahl von a beide eine
Primfaktorzerlegung besitzen. Es existieren also Primzahlen ry,...,r; (I € N) und
Fly...,7 (k€ N) mit

b=rix...xr; und qg="7F*...xF.
Damit ist aber auch
a=bg=rix...xrpxFx... %P}

ein Produkt von Primzahlen. Dies widerspricht der Tatsache, dass a keine solche
Zerlegung besitzt. Es gibt also gar keine natiirliche Zahl auBer Eins, die keine
Primfaktorzerlegung besitzen, und damit ist die Behauptung bewiesen. 0

Bemerkung 2.23
Man kann zeigen, dass fiir eine Primzahl p € N und zwei Zahlen a,b € N stets
gilt:

plab = pla V p|b. (2.6)

Daraus folgt dann auch, dass die Primfaktorzerlegung bis auf die Reihenfolge der
Faktoren eindeutig ist. Gilt also fiir eine Zahl a € N, a # 1,

a=pip2:--Pn und auch a=qiq- - qm,
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mit (der Grofle nach sortierten) Primzahlen p; < pr» < ... < p, und (ebenfalls
sortierten) Primzahlen q1 < g2 < ... < gm, n,m € N, dann istm =nund p; = q;
fiiralle j=1,...,n.

Ublicherweise fasst man in der Primfaktorzerlegung gleiche Primzahlen zusam-

men und schreibt
er e

a=pypy- P’
mit verschiedenen Primzahlen py < p> < ... < p, und Exponenten ey,...,e, € N.

Damit folgt dann, dass die positiven Teiler von a genau die Zahlen der Form
dy d
b= pllpzz i 'PZ"
mit 0 < dj <e;j (fiiralle j € {1,...,n}) sind.

2.2.3 Der ggT und der Euklidische Algorithmus

Definition 2.24
Seien a,b,c € N. Wenn c|a und c|b, dann heifit c gemeinsamer Teiler von a und b.
Die grofite solche Zahl heifst grofiter gemeinsamer Teiler ggT(a,b).

Falls a|c und b|c, dann heifst ¢ gemeinsames Vielfaches. Die kleinste solche Zahl
heifit kleinstes gemeinsames Vielfaches kgV (a,b).

Entsprechend unserer Konvention, dass jede Zahl die Null teilt, aber die Null
selbst keine Zahl teilt, definieren wir fiir a,b € IN:

geT(a,0):=a und ggT(0,b):=D. 2.7)

Fiir einen spditer (in (2.9)) gezeigten Zusammenhang zwischen ggT und kgV ist
es niitzlich, auf3erdem folgendes zu definieren:

kgV(a,0):=0, kgV(0,b):=0, ggT(0,0):=0, kgV(0,0):=0. (2.8)

Da die Zahl 1 jede andere Zahl teilt, gilt immer
ggT(a,b) > 1 fiiralle a,b € N.

Zwei Zahlen a,b € N mit ggT(a,b) = 1 heilen auch teilerfremd.

ggT(a,b) und kgV(a,b) lassen sich leicht aus der Primfaktorzerlegung von a € N
und b € N ablesen. Wir sortieren die Primfaktoren von a und b, so dass die ersten

ke 1N0 Faktoren ijbereinstimmen, also
€1 ,€2 €k .Ck+1 e
a=pypy - Px Pryy Pr
di dy dp  dii e
b—P1 Py Py i+ oy
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Dann gilt offenbar

oeT(a,b) = prlnin(el,dl)prznin(ez,dz) - 'plr(nin(ek,dk)
keV(a,b) = prlnax(ehdl)prznax(ez,dz) - ‘pznax(ebdk) i1 pen quﬁl g,
Wegen min(d},e;)max(dj,e;) = e;d; folgt daraus auch
ggT(a,b) *kgV(a,b) = ab. (2.9)

Wegen (2.7), (2.8) gilt dies auch fiir a = 0 oder b = 0.

Die Berechnung der Primfaktorzerlegung einer gro3en Zahl ist aber sehr aufwin-
dig. Effizienter ldsst sich der ggT zweier Zahlen (und damit wegen (2.9) auch das
kgV) mit dem Euklidischen Algorithmus bestimmen. Der Algorithmus beruht auf
der folgenden Beobachtung.

Satz 2.25
Seien a,b € N.

(a) Ist a > b, dann ist ggT(a,b) = ggT(a— b,b).
(b) Ist b > a, dann ist ggT(a,b) = ggT(a,b—a).

Beweis: Wir miissen nur (a) beweisen. (b) folgt dann aus ggT(a,b) = ggT(b,a).
Im Falle a = b stimmt die Behauptung, da

geT(a,b) =a=b=ggT(0,b) = ggT(a—b,b).

Sei also @ > b. Da ggT(a,b) sowohl a als auch b teilt, teilt ggT(a,b) auch a — b
(siehe Satz 2.12(d)). ggT(a,b) ist also ein gemeinsamer Teiler von a — b und b
und da ggT(a — b, b) der groBte solche ist, folgt ggT(a,b) < ggT(a—b,b).

Umgekehrt ist aber ggT(a — b,b) ein Teiler von a — b und von b und damit auch
ein Teiler von a = a — b+ b (siehe wieder Satz 2.12(d)). ggT(a — b, b) ist also ein
gemeinsamer Teiler von a — b und b und da ggT(a,b) der groBte solche ist, folgt
ggT(a—b,b) < ggT(a,b). Insgesamt gilt also ggT(a — b,b) = ggT(a,b). O

Mit Satz 2.25 ldsst sich die Berechnung des ggT zweier Zahlen auf die ggT Be-
rechnung kleinerer Zahlen reduzieren. Dabei verringert sich immer eine der bei-
den Zahlen, aber ohne das sie negativ wird. Da dies nur endlich oft méglich ist,
wird eine der Zahlen irgendwann Null und der ggT kann (in der anderen Zahl)
abgelesen werden. Algorithmus 1 formuliert das Vorgehen in Pseudocode in einer
rekursiven Variante. Wir sparen uns dabei den unnétigen letzten Schritt, in dem
eine Zahl gleich Null wird, und fangen direkt den davor auftretenden Fall a = b
ab.
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Algorithm 1 Euklidischer Algorithmus (klassisch und rekursiv)
Gegeben a,b € N
function ¢ = ggT(a,b)
if a > b then
c:=ggT(a—b,b)
else if a < b then
c:=ggT(a,b—a)
else

Cc.—a
end if
return c.

end function

Beispiel 2.26
Der klassische Euklidische Algorithmus berechnet den ggT(143,117) mit den fol-
genden Schritten:

ggT(143,117) = ggT (143 - 117,117)
= ggT(26,117) = ggT (26,117 —26)
= ggT(26,91) = ggT (26,91 —26)

= ggT(26,65) = ggT (26,65 —26)

— 0oT(26,39) = goT(26,39 — 26)

= ggT(26,13) = ggT(26 —13,13)

= geT(13,13) = 13.

Ist @ > b dann kann durch wiederholte Anwendung von Satz 2.25 a so oft um
b verringert werden, bis ein Rest verbleibt, der kleiner ist als b. Dies entpricht
gerade der Division mit Rest, und wir konnen die Reduktion auch gleich damit
formulieren.

Satz 2.27
Seien a,b € N.

(a) Ista > b, dann ist ggT(a,b) = ggT(a mod b,b).
(b) Ist b > a, dann ist ggT(a,b) = ggT(a,b mod a).

Beweis: Wieder miissen wir nur (a) beweisen und (b) folgt dann aus der Symme-
trie ggT(a,b) = ggT(b,a). Im Falle a = b ist a mod b = 0 und die Behauptung
stimmt wegen

ggT(a,b) =a=>b=ggT(0,b) = ggT(a mod b,D).
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Sei also a > b. Nach Definition und Satz 2.15 ist a mod b = a — bg € Ny mit
q := | %] € No. Durch mehrmalige Verwendung von Satz 2.25 erhalten wir des-
halb

ggT(a,b) = ggT(a—b,b) = ggT(a—2xb,b) =... = ggT(a—(q—1)xb,b)
=ggT(a—qg=*b,b) =ggT(a mod b,b).

Damit ist (a) bewiesen. L]

Algorithm 2 Euklidischer Algorithmus (modern, rekursiv)

Gegeben a,b € Ny
function ¢ = ggT(a,b)
if a = 0 then
c:=>b
else if » = 0 then
c:=a
else if a > b then
¢ :=ggT(a mod b,b)
else
¢ :=ggT(a,b mod a)
end if
return c.
end function

Beispiel 2.28
Der moderne Euklidische Algorithmus berechnet den ggT(143,117) mit den fol-
genden Schritten:
ggT(143,117) = ggT(143 mod 117,117)
= ggT(26,117) = ggT (26,117 mod 26)
= ggT(26,13) = ggT(26 mod 13),13)
= ggT(0,13) = 13.

2.2.4 Lemma von Bézout und erweiterter Euklid

Wir werden noch eine Erweiterung des Euklidischen Algorithmus bendtigen. Da-
zu formulieren wir zunichst das Lemma von Bézout.

Satz 2.29 (Lemma von Bézout)
Fiir alle a,b € Ny existieren s,t € Z, so dass

ggT(a,b) = sa+tb.
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Beweis: Wir entwickeln im Rest des Abschnitts einen Algorithmus zur Konstruk-
tion von s und ¢. Damit ist dann auch das Lemma gezeigt. U

Den gewiinschten Algorithmus zur Berechnung von s und ¢ enthalten wir aus dem
Euklidischen Algorithmus. Wir betrachten dazu nochmal Beispiel 2.28:

Beispiel 2.30
Der moderne Euklidische Algorithmus berechnet den ggT(143,117) mit den fol-
genden Schritten:
ggT(143,117) = ggT (143 mod 117,117)
= ggT(26,117) = ggT(26,117 mod 26)
= ggT(26,13) = ggT(26 mod 13),13)
=ggT(0,13) = 13.
Die dabei durchgefiihrten Divisionen mit Rest lauten ausgeschrieben:
143 =1x117+26
117=4%26+13
26 =2%13+0.

Lost man die vorletzte Zeile nach dem ggT 13 auf und setzt das jeweils in die
vorherigen Zeilen ein, dann erhdlt man

13=117—-4%26=117—4% (143 —1%117) =5x 117 — 4% 143.

Dies ist gerade die gewiinschte Darstellung.

Wir formulieren diese Idee in einem rekursiven Algorithmus, der zu gegebenen
Zahlen a,b € Ny nicht nur ¢ = ggT(a,b) sondern auch zwei Zahlen s,¢ € 7 mit
¢ = sa+tb berechnet. Im Rekursionsschritt verwenden wir dabei fiir a > b wie im
Euklidischen Algorithmus, dass

ggT(a,b) = ggT(a mod b,b)
gilt. Zusitzlich verwenden wir, dass sich aus einer Bézout-Darstellung der Form
ggT(a mod b,b) = 5" * (a mod b) +1'*b
wegen a mod b =a—bx*(a div b) auch eine Bézout-Darstellung von ggT(a,b)
ergibt, ndmlich
ggT(a,b) = ggT(a mod b,b) =5 * (a mod b) +1' xb

=s"%(a—bx*(a div b))+t xb

=s'xa+ (' —s" *(a div b)) xb = sa+1tb,
mit s :=s und 7 :=¢ — 5" * (a div b). Analoges gilt fiir a < b. Als Rekursionsan-

fang verwenden wir wieder ggT(a,0) = a und a = 1 xa+ 0% b sowie die analogen
Formeln fiir ggT(0,b).
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Algorithm 3 Erweiterter Euklidischer Algorithmus

Gegeben a,b € Ny
function [c,s,7] = erweiterter_ggT(a,b)
if a = 0 then
c:=b,5:=0,t:=1
else if » = 0 then
c:=a,s:=1,t:=0
else if a > b then
c,s',1'] := erweiterter_ggT(a mod b,b)
s:=s',t:=1—5*(a div b)

else
[c,s',t'] :=:= erweiterter_ggT(a,b mod a)
t:=t,s:=5—t'x(b div a)

end if

return [c, s,1].
end function

2.2.5 Chinesischer Restsatz

Zum € N und a € Z besitzt die Gleichung
x mod m =a mod m

fiir x die Losungen a, atm, a=+2m, ...

Schwieriger ist es, eine Zahl x € Z zu finden, die mehrere solcher Gleichungen
erfiillt. Wir betrachten zunéchst den Fall zweier solcher Gleichungen.

Satz 2.31 (Chinesischer Restsatz fiir zwei Gleichungen)
Seien my,my € N, ay,ap € 7. Ist ggT(my,my) = 1, dann existiert eine Losung
x € Z von

x mod m; =a; mod my, (2.10)
x mod my = ar mod m;. (2.11)
Mit den Zahlen s,t € 7 aus der Bézout-Darstellung'
1 =ggT(my,mp) = smy +tmy
ist eine Losung gegeben durch
X = ajtmy + arsmj

und die Menge aller Losungen ist {x,x =+ M ,x£2M, ...} mit M := mymy.

Yalso mit Algorithmus 3: [1,s,¢] = erweiterter_ggT (my,m;)
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Beweis: x:= ajtmy + arsm erfiillt

x mod m; = ajtmy mod m; = aj(1 —sm;) mod m

=aj —aysm; mod m; = a; mod m;.

und genauso folgt
x mod my = ar mod my.

x 16st also die beiden Gleichungen (2.10) und (2.11).
Sei ¥ € Z eine weitere Losung der Gleichungen (2.10) und (2.11). Dann gilt

x—X mod m; =a; —a; mod m; =0,

x—X mod my = a, —ap; mod my =0,

also sowohl m|(x — %) als auch m;|(x — %). Da m; und m; teilerfremd sind folgt
dass auch M := mmy die Differenz x — X teilt, und daher ist X = x + kM mit einem
k € 7. Umgekehrt ist offensichtlich auch jedes solche X = x + kM eine Losung
Losung der Gleichungen (2.10) und (2.11). ]

Die Aussage von Satz 2.31 bedeutet, dass die Losungsmenge der beiden Glei-
chungen (2.10) und (2.11) libereinstimmt mit der Losungsmenge der Gleichung

x mod (mymy) = ajtmy + azsm; mod (mymy). (2.12)

Es gilt also
(2.10) A 2.11) = (2.12).

Damit konnen wir den Chinesischen Restsatz leicht auf mehr als zwei Gleichun-
gen erweitern. Wir kombinieren dazu die ersten zwei Gleichungen zu einer Glei-
chung, dann die enstandendene Gleichung mit der dritten Gleichung und die dann
enstandendene mit der vierten und fahren so fort, bis wir alle Gleichungen kom-
biniert haben. Die Kombination setzt dabei jeweils voraus, dass die betrachteten
modulo Gleichungen zu teilerfremden Divisoren stattfinden. Dazu miissen die Di-
visoren der urspriinglich gegebenen Gleichungen paarweise teilerfremd sein.

Fiir nicht teilerfremde Divisoren ist die Losbarkeit nicht immer gesichert. Zum
Beispiel existiert keine Losung x € Z von

xmod2=1 und x mod4=0,

da jede durch 4 teilbare Zahl auch durch 2 teilbar ist. Man kann aber zeigen, dass
die Gleichungen

xmod m; =a; mod m; und x mod my = ap; mod my
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genau dann 16sbar sind, wenn
a; mod ggT(mi,my) = ar mod ggT(my,ms)

und auch hierfiir eine explizite Losungsformel angeben (allgemeiner Chinesischer
Restsatz) und dies mit der oben skizzierten Ideen auch auf mehr als zwei Glei-
chungen anwenden.

Beispiel 2.32
Wir betrachten das Problem eine Zahl zu finden, die durch 2, 3, 4, 5 und 6 jeweils
mit Rest 1 teilbar ist und durch 7 ohne Rest teilbar ist.> Wir suchen also x € 7, mit

x mod 2 =1, x mod 4 =1, x mod 6 =1,
xmod 3=1, xmod 5=1, x mod 7=0.

Die ersten fiinf Gleichungen sind dquivalent dazu, dass
2l(x—1) A 3J(x—1) A 4|(x—1) A 5[(x—1) A 6|(x—1).

Da jede Zahl, die durch 2 und 3 teilbar ist, auch durch 2 x3 = 6 teilbar ist, und
jede durch 4 teilbare Zahl auch durch 2 teilbar ist, ist dies dquivalent zu

3(x—1) A 4(x—1) A 5|(x—1)

und dies ist wegen der Teilerfremdheit von 3, 4 und 5 genau dann erfiillt, wenn
x—1 durch 3x4 x5 = 60 teilbar ist. Die ersten fiinf Gleichungen sind also dqui-
valent zu

x mod 60 =1

und wir suchen daher eine Losung von
xmod 60=1 wund xmod7=0 (2.13)

und konnen dazu (wegen ggT(60,7) = 1) Satz 2.31 anwenden.

Dazu benotigen wir zundichst eine Bézout-Darstellung der Form
1=s5%x60+1x7.

Mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus (oder geschicktem Ausprobieren)
erhalten wir
1=2x60—17%x7, also s=2,t=—17.

’https://de.wikipedia.org/wiki/Eieraufgabe_des_Brahmagupta
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Mit Satz 2.31 folgt dass die Losungen von (2.13) gegeben sind durch
X, xEM,x+2M,...

mit M = 60%7 :=420 und x := 1% (—=17)« 7+ 0% 2% 60 = —119. Die kleinste
natiirliche Losung von (2.13) ist daher —119 4+ 420 = 301 und dies erfiillt damit
auch unsere sechs Gleichungen

301 mod 2 =1, 301 mod 4 =1, 301 mod 6 =1,

301 mod 3 =1, 301 mod 5 =1, 301 mod 7 =0.

2.3 Restklassenarithmetik

2.3.1 Restklassenring und Primzahlkorper

Sei m € N. In Satz 2.18 haben wir gezeigt, dass wir bei der Berechnung der Sum-
me und des Produktes zweier Zahlen modulo », auch schon vorher die Summan-
den bzw. Faktoren modulo m berechnen konnen, um so mit kleineren Zahlen zu
rechnen. Bisher haben wir das explizit ausgeschrieben:

(a+b) mod m = ((a mod m)+ (b mod m)) mod m,

ab mod m = ((a mod m) x (b mod m)) mod m.
Der Vorteil dieser Schreibweise ist, dass alle Rechnungen in Z stattfinden (wo die
bekannten Rechenregeln fiir ganze Zahlen gelten) und die Divisionen mit Rest
explizit genannt werden. Gerade fiir lingere Rechnungen, bei denen nur das End-
ergebnis modulo m interessiert, wire es zur besseren Lesbarkeit wiinschenswert,
solche langen Ausdriicke mit hidufigen Wiederholungen von mod m zu vermei-

den. Deshalb sind in der Literatur noch andere Schreibweisen fiir die Modulo-
Rechnung gebriuchlich.

(a) Integration ins Gleichheitszeichen: Statt a mod m = b mod m schreiben wir
a=b (mod m)

Wenn aus dem Kontext klar ist, beziiglich welcher Zahl der Rest gebildet wird,
schreiben wir auch noch kiirzer: a = b. In der Literatur wird auch manchmal
a =, b geschrieben. = heilt Aquivalenzrelation, da es die folgenden drei vom
Gleichheitszeichen bekannten Eigenschaften besitzt: Fiir alle a, b, c € 7 gilt:
a=a (Reflexivitit)
a=b <= b=a (Symmetrie)
a=bANb=c = a=c (Transitivitit).
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(b)

(c)

40

Aufgrund von Satz 2.18 gilt auBerdem fiir alle a, b, c € 7Z

a=b — a+c=b+c
a=b = ac=bc.
Wir kdnnen also mit dem Symbol = statt dem Gleichheitszeichen und den aus

7. gewohnten Rechenregeln zur Multiplikation und Addition rechnen, wenn
uns das Ergebnis nur modulo m interessiert.

Integration ins Verkniipfungssymbol: Die Reste einer Division durch m liegen
immer in der endlichen Menge

Lom =1{0,1,...,m—1}.

Auf diesen Zahlen konnen wir auch gleich die Addition und Multiplikation
so definieren, dass die anschlieBende Restbildung durchgefiihrt wird. Wir de-
finieren also die Verkniipfungen & : Z,,;, X Zy, — Zpyy und Q : Ziyy X Liy — i
durch

a®b=a-+b mod m
a®b=ax*xb mod m.

Dies entspricht der normalen Addition und Multiplikation in Z,, mit der MaB3-
gabe, dass bei einem Uberlauf iiber m — 1 hinaus, es wieder mit 0 losgeht. Z.B.
fiihren Drehungen um ganze Gradzahlen in natiirlicher Weise auf die Menge

Zae0 = {0,1,...,359}.

Eine Drehung um 359 Grad gefolgt von einer um 1 Grad entspricht einer
effektiven Drehung um 0 Grad, und 37 Drehungen um jeweils 10 Grad ent-
sprechen einer Drehung um 10 Grad.

Integration in die Zahl: Die dritte Moglichkeit, besteht darin, die Zahl a € Z
zu ersetzen durch die Menge aller Zahlen, die den gleichen Rest modulo m
besitzen. Wir bilden

la] . ={...,a—2m,a—m,a,a+m,a+2m,...}.

[a] heiBt auch Aquivalenzklasse oder Restklasse. a heiBt Reprisentant der
Restklasse. Es gilt

a|=b] < a=b (modm) <= a—bemz,

wobei mZ = {mz: z € 7.}. Die Menge aller solcher Restklassen bezeichnen
wir auch mit Z/mZ. Auf den Restklassen definiert man die Addition und
Multiplikation durch

[a] +[b] := [a+ D], [d][b] := [ab].
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Im Folgenden verwenden die Schreibweise aus (b) und zeigen, dass die endliche
Menge 7Z,, mit der modulo m gebildeten Addition & und Multiplikation ® fiir
allgemeine m ein Ring und fiir Primzahlen m sogar ein Korper ist. Alle folgenden
Ergebnisse gelten genauso auch fiir Z/mZ.

Satz 2.33
(Zm, ®) ist eine kommutative Gruppe, d.h es gilt

(G1) Assoziativitit: Fiir alle a,b,c € Z, gilt

(adb)®c=ad(b®c) =a+b+c mod m.

(G2) Existenz des neutralen Elements:

ad0=0®a=a fiiralleac Zy.

(G3) Existenz inverser Elemente: Fiir alle a € Z,, \ {0} ist
Ga=—-amod m=m—a€ Zy,

das additiv inverse Element zu a, d.h. es gilt aca = 0. 0 € Z,, ist zu sich
selbst inverses Element, denn 00 = 0.

(G4) Kommutativitit:
adbb=b®a fiirallea,becZ,,.
Beweis: Durch wiederholtes Anwenden von Satz 2.18 erhalten wir

(a®b)@c=((a+b mod m)+c) mod m
= (a+b mod m)+ (¢ mod m)) mod m
= ((a+b)+c mod m)) mod m
=a+b+c mod m.

Genauso folgt
a®(bdc)=a+b+c mod m,

so dass (G1) gezeigt ist.
(G2) und (G3) folgen durch einfaches Nachrechnen, und wegen

adb=a+bmod m=b+amod m=bDa

folgt auch (G4). O
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Satz 2.34
(Zm,®,®) ist ein kommutativer Ring mit Eins, d.h.

(R1) (Zm,®) ist eine kommutative Gruppe.
(R2) (Z,®) ist eine Halbgruppe.
(R3) Distributivitdt: Fiir alle a,b,c € 7., gilt:

a®(bdc)=(a®b)d(a®c)
(a®b)Rc=(a®c)PD(bRc),

(Zm, ®) ist kommutativ und 1 € 7Z,, ist neutrales Element beziiglich ®.

Beweis: Leichtes Nachrechnen. L]

In 7, lassen sich Additionen und Multiplikationen leicht durchfiihren, da sie ein-
fach in Z durchgefiihrt werden konnen und danach der Rest modulo m berechnet
wird. Die Rechnung ist iiblichweise sogar einfacher als in Z, da schon Zwischen-
ergebnisse durch Restbildung verkleinert werden kdonnen, wodurch mit kleineren
Zahlen gerechnet werden kann. Die Subtraktion (also das Inverse zur Addition
@a) kann ebenso einfach entweder durch Subtraktion in Z und anschlieBende
Restbildung durchgefiihrt werden.

Um in Z,, auch dividieren zu konnen, miissten Elemente in Z,, auch eine mul-
tiplikative Inverse besitzen, d.h. Z,, miisste sogar ein Korper sein. Dies ist aber
nicht immer der Fall. Beispielsweise ist in Z4 = {0,1,2,3}

022=0, 1®2=2, 2®2=0, und 3®2=2,
0©3=0, 1®3=3, 2®3=2, und 3®3=1.

2 besitzt daher in Z4 kein multiplikatives Inverses (durch 2 konnen wir also in 74
nicht teilen), aber 3 besitzt in Z4 das multiplikative Inverse 3 (durch 3 zu teilen ist
in Z4 das gleiche, wie mit 3 zu multiplizieren).

Das erscheint erstmal nicht iiberraschend, da ja auch Z keine multiplikatives In-
versen enthilt (also nur ein kommutativer Ring mit Eins aber kein Korper ist). Erst
die Menge der rationalen Zahlen (Q enthilt z.B. das multiplikativ Inverse 27! = %

zur ganzen Zahl 2.

Der folgende Satz gibt ein Kriterium, wann eine Zahl in 7, doch ein multiplika-
tives Inverses besitzt.
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Satz 2.35 (Diskretes multiplikatives Inverses)
Sei m € N. Eine Zahl a € Z,, besitzt genau dann ein multiplikatives Inverses in
Lim, wenn

ggT(a,m) = 1. (2.14)

Gilt (2.14) und ist
1 =ggT(a,m) =sxa+txm

mit s,t € 7 die zugehorige Bézout-Darstellung, dann ist
s mod m € Z,,
die multiplikative Inverse von a in Z.,.

Beweis: Seim € N. a € Z,, besitze ein multiplikatives Inverses b € Z,,, dann gilt
also
1=a®b=ab mod m.

Es existiert also ein ¢ € 7 mit

ab=gm+1 unddamit 1=ab—gm.

Jeder gemeinsame Teiler von a und m muss daher auch ein Teiler von 1 sein und
der einzige positive gemeinsame Teiler ist daher ggT(a,m) = 1.

Gilt umgekehrt ggT(a,m) = 1, dann existieren nach dem Lemma von Bézout (Satz
2.29) Zahlen s,t € Z mit

1 =ggT(a,m) =sxa+t+m.

Es ist also
(s mod m)®a = ((s mod m)+a) mod m
=sxa mod m= (1 —t*m) mod m=1.
a besitzt also ein multiplikatives Inverses und dieses ist s mod m. U
Folgerung 2.36

In Z,, besitzt genau dann jedes Element ein multiplikatives Inverses, falls m ei-
ne Primzahl ist. Fiir jede Primzahl p € N ist (Z;,®) mit Z, := Z, \ {0} eine
kommutative Gruppe und daher (Z,,®,®) ein Korper (der sogenannte Primzahl-
korper). Addition, additive Inverse und Multiplikation konnen wie in 7. berechnet
werden (gefolgt von der Restbildung modulo m). Die multiplikative Inverse kann
gemdf} Satz 2.35 iiber den erweiterten Euklidischen Algorithmus bestimmt wer-
den.
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Beispiel 2.37
Gemdif Folgerung 2.36 ist 7y = {0, 1} ein Korper. Dabei ist
00p0=0, 0pl=1, 160=1, 161=0,
0®0=0, 0®1=0, 10=0, 1x®1=1.
2 Werden 0 und 1 als Wahrheitswerte interpretiert, dann entspricht die Addition
@ in 7y also gerade der XOR-Verkniipfung und die Multiplikation der AND-

Verkniipfung. 0 und 1 sind in Z; jeweils zu sich selbst additiv invers, und 1 ist zu
sich selbst multiplikativ invers.

2.3.2 Diskrete Wurzel und diskreter Logarithmus

Sei p € N eine Primzahl und a,b € Z,. Konnen wir ein x € Z,, finden, dass die
Gleichung
x*mod p=b oder da" mod p=»b

erfiillt, d.h. kdnnen wir in 7, die a-te diskrete Wurzel zichen?

Die diskrete Wurzel existiert nicht immer, z.B. gilt in Z3
0®0=0, 1®l=1, 2®2=1.

Die Gleichung x*> mod 3 = b besitzt also fiir b = 0 eine eindeutige Losung, fiir
b =1 zwei Losungen und fiir b = 2 keine Losung. Diskrete Wurzeln kénnen daher
nur unter zusitzlichen Annahmen gezogen werden.

Genauso konnen wir versuchen, ein x € Z, zu finden, dass
X _
a mod p=>b

erfiillt, d.h. den diskreten Logarithmus zur Basis a zu bilden. Auch auferhalb der
Trivialfille a = 0, a = 1 oder b = 0 ist dies aber im Allgemeinen nicht eindeutig
16sbar. In 75 gilt beispielsweise

2! mod 5 =2, 3! mod 5 =3, 4! mod 5 =4,
2?mod5=4, 3mod5=4, 4’>mod5=1,
Pmod5=3, 3mod5=2, 4% mod5=4,
2*mod5=1, 3*mod5=1, 4*mod5=1.
Die Gleichung 2* mod 5 = b sowie die Gleichung 3* mod 5 = b besitzt also fiir al-
le b € Zs\ {0} eine eindeutige Losung x € Zs \ {0}. Die Gleichung 4* mod 5 =b
besitzt hingegen fiir » = 1 und b = 4 jeweils zwei Losungen und fiir » = 2 oder

b = 3 keine Losung in 7Zs \ {0}. Auch der diskrete Logarithmus kann also nur
unter Zusatzannahmen eindeutig gebildet werden.
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2.3.3 Eulersche phi-Funktion und Satz von Euler-Fermat

Zur Einfithrung der RSA-Verschliisselung bendtigen wir noch den Satz von Euler-
Fermat. Wir zeigen zunichst eine einfachere Version.

Satz 2.38 (Kleiner Satz von Fermat)
Sei p € N eine Primzahl und a € 7 nicht durch p Teilbar, dann gilt
a” ' mod p=1.
Beweis: Seia:=a mod p € Z,. Dann ist @ # 0, da a nicht durch p teilbar ist. @
hat deshalb ein multiplikatives Inversesa~! € Z,\ {0},dh.a '®a=1=axa !

Wir definieren die Funktion
f:Z,\{0} = 7Z,\{0}, x—a®x.
Aus f(x) = f(y) folgt a ® x = a®y und damit auch

x=lox=@ '®aex=a '®@wx)=a ' f(x)
—a'efy)=a 'o@oy) =@ 'vaoy=10y=y.
Die Funktion f ist also injektiv, und da Z, \ {0} nur endlich viele Elemente ent-

hilt, ist f sogar bijektiv. Die p — 1 Werte f(1),...,f(p— 1) sind also genau die
p—1Zahlen 1,..., p—1 (nur eben in anderer Reihenfolge). Deshalb gilt

12®..0p—-1=f(1)0f2)®..f(p—1)
=@®)®@ER2)®..®@x(p-1))
=(@®..a0)R1R2®...Qp—1.
———
p—1 mal
Da 1,2,...,p— 1 alle multiplikative Inverse in Z, besitzen konnen wir die Glei-

chung von rechts mit der Inversen von p — 1, dann dem von p — 2, usw., multipli-
zieren und erhalten schlieflich

1=(@a®...0a)=a""'! modp=a’"! mod p.
—_——
p—1 mal

Damit ist die Behauptung bewiesen. U

Wir skizzieren nun, wie sich der kleine Satz von Fermat nun auf den Fall der Rest-
bildung modulo m erweitern ldsst, wobei m keine Primzahl sein muss. Im Beweis
von Satz 2.38 war die Primzahleigenschaft von p entscheidend dafiir, dass sowohl
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a € 7, als auch alle daran multiplizierte Zahlen 1, ..., p — 1 jeweils multiplikati-
ve Inverse besitzen. Zur Existenz der Inversen von a in 7, geniigt die Forderung
ggT(a,m) = 1. Die im Beweis definierte Funktion f : x +— a ®x wenden wir dann
nur auf diejenigen natiirlichen Zahlen 1 < x < m an, die ebenfalls multiplikative
Inverse besitzen, also auf die Menge

Z:={xe{l,...,m}: ggT(x,m)=1}.

Fiir jedes x € Z besitzt auch f(x) = a@ ® x ein multiplikatives Inverses (ndmlich
x'®a~!. Esgiltalso f: Z— Z und wie zuvor folgt, dass f weiterhin eine injek-
tive und damit auch bijektive Abbildung ist, und damit die Zahlen aus Z lediglich
in eine andere Reihenfolge bringt. Genau wie im Beweis von von Satz 2.38 folgt
deshalb

a®..Qa=1,

allerdings ist die Anzahl der Faktoren auf der linken Seite dieser Gleichung jetzt
nicht mehr p — 1, sondern nur noch die Anzahl |Z| der Zahlen mit 1 < x < m mit
ggT(x,m) =1 (also die Anzahl der zu m teilerfremden Zahlen < m). Wir geben
dieser Anzahl einen Namen.

Definition 2.39
Die Eulersche Phi-Funktion ¢ : IN — N ist definiert durch

o(m):=|{xe{l,...,m}: ggT(x,m) =1}|.

Mit der obigen Beweisskizze zur Erweiterung des kleinen Satzes von Fermat er-
halten wir den folgenden Satz.

Satz 2.40 (Satz von Euler-Fermat)
Sind a,m € N und ggT(a,m) = 1, dann gilt

a®™ mod m = 1.

Beweis: Dies folgt mit dem oben skizzierten Anpassungen wie im Beweis von
Satz 2.38. O

Wir haben am Ende von Abschnitt 2.2.1 schon gesehen, wie wir durch binédre mo-
dulare Exponentiation Ausdriicke der Form a" mod m mit a,m,n € N effizient
berechnen konnen. Dabei haben wir ausgenutzt, dass wir in einem Produkt schon
vor der Multiplikation die Restbildung durchfiihren konnten (und damit kleinere
Zahlen multiplizieren mussten). Der kleine Satz von Fermat und der allgemeinere
Satz von Euler-Fermat erlauben es unter gewissen Bedingungen auch den Expo-
nenten selbst schon durch Restbildung zu reduzieren:
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Satz 2.41
Ist p € N eine Primzahl, und a € N eine Zahl, die nicht von p geteilt wird, dann

gilt fiir alle n € N

n mod (p—1)

a*mod p=a mod p

Allgemeiner gilt: Sind a,m € N teilerfremd, dann gilt fiir alle n € N.

n mod @(m)

a" mod m=a mod m.

Beweis: Mitg:=n div(p—1)undr:=n mod (p—1)istn=(p—1)g+rund
damit
a'=aP V1 = (ap_l)qar.

Aufgrund des kleinen Satz von Fermat (Satz 2.38) ist
@’ mod p=1
und damit

a" mod p = ((a”1)? mod p)(a” mod p)
= ((a”~! mod p)? mod p)(a” mod p) = (19 mod p)(a” mod p)

=d" mod p

und dies ist die erste behauptete Aussage.

Genauso folgt mit ¢ (m) statt p— 1 die allgemeinere zweite Aussage aus dem Satz
von Euler-Fermat (Satz 2.40). O

Zur praktischen Anwendung fehlt uns noch eine Moglichkeit, die Eulersche Phi-
Funktion effizient zu berechnen. Fiir unsere Zwecke geniigt dazu das folgende
Resultat:?

Satz 2.42
Fiir alle Primzahlen p,q € N, p # g, gilt.
(@) ¢(p)=p—1

(b) 9(pq)=(p—1)(g—1)=0(p)o(q).

3Mit einem schwierigeren Beweis kann man zeigen, dass @(ab) = @(a)@(b) sogar fiir alle
teilerfremden a,b € IN gilt.
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Beweis: Zu einer Primzahl p € N sind alle Zahlen 1,2,...,p — 1 teilerfremd.
Daher gilt (a).

Fiir jedes 1 <z < pq gilt entweder ggT(z, pq) = 1, g¢T(z, pq) = p, g¢T(z,pq) = q
oder ggT(z, pq) = pq. Es gilt also

{1,....pa} ={z€{l,...,pq} : ggT(z,pq) =1} U{z=kp, 1 <k<q—1}
U{z=kq, 1 <k<p—1}U{pq}

und die drei Mengen sind paarweise disjunkt. Daher ist

o(pg) ={ze{1,...,pq} : ggT(z,pq) = 1}|
=|{1,....pq}|—{z=kp, 1 <k < g—1}|
~H{z=kq, 1 <k < p—1}—{pg}|
=pq—(q-1)—(p—-1)-1=pg—q—p+1=(1-p)(1—q)

und damit ist auch (b) gezeigt. U

2.4 Kryptographie

2.4.1 Das RSA-Verfahren

Der Empféanger wihlt zwei (groe und ungleiche) Primzahlen p und g und be-
rechnet

N = pq.

Wegen Satz 2.42 gilt dann @(N) = (p — 1)(¢ — 1). Diese Zahl berechnet der
Empfinger ebenfalls und wihlt dann eine zu @(N) teilerfremde Zahl e € N mit
I <e<@(N).

Zu e berechnet er das multiplikativ Inverse in Z gy, also eine Zahl d mit
ed mod @(N) = 1.

Das Tupel (e, N) gibt er als 6ffentlichen Schliissel bekannt. Das Tupel (d,N) bildet
den privaten Schliissel. d wird dazu geheim gehalten werden (und ebenfalls die
dafiir verwendeten ZwischengroBen p, g, @(N)).

Ein Sender kann nun eine Nachricht M < N mit dem Offentlichen Schliissel ver-
schliisseln, indem das Chiffrat

C:=M°mod N
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berechnet und C an den Empfinger verschickt wird.

Der Empfinger kann aus dem empfangenen Chiffrat C die urspriingliche Nach-
richt berechnen mit der Formel

M =C% mod N.

Wir beweisen die Korrektheit dieser Entschliisselungsformel in dem folgenden
Satz.

Satz 2.43
Es gilt M = C% mod N.

Beweis: Da N = pg Produkt zweier Primzahlen ist und M < N gilt entweder
geT(M,N) =1, ggT(M,N) = p oder ggT(M,N) = q.

(a) ggT(M,N) = 1: Dann gilt mit unserer Folgerung aus dem Satz von Euler-
Fermat in Satz 2.41:

¢? mod N = (M° mod N)? mod N = M* mod N
= M4 mod ¢(N) 1od N=M" mod N =M,

wobei das letzte Gleichheitszeichen wegen M < N gilt.

(b) ggT(M,N) = p: Dann ist M ein Vielfaches von p, es gilt aber (wegen M < N)
immer noch ggT(M,q) = 1. Wir kénnen Satz 2.41 deshalb zwar nicht auf
Rechnungen modulo N anwenden, aber auf Rechnungen modulo q.

Mit k := M° div N gilt
M® =kN+ (M°® mod N) =kpg+C (2.15)
und daher ist M* mod g = C mod ¢g. Wir erhalten nun mit Satz 2.41
¢4 mod g = (C mod ¢)¢ = (M® mod ¢)¢ = M mod ¢
= pmed mod ¢N) od g =M mod q.

Dies zeigt g|(C? — M), also C? — M = g mit einem [ € 7. Aus p|M folgt mit
(2.15) auch p|C und daher muss auch [ ein Vielfaches von p sein, also [ = jp
mit einem j € 7. Damit ist aber dann C? — M = jpg = jN und daher

C? mod N=M mod N =M,
wobei das letzte Gleichheitszeichen wieder wegen M < N gilt.

(c) ggT(M,N) = g: folgt aus (b) durch Vertauschung von p und q. O
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2.4.2 Ausblick: Aufwand und Sicherheit des RSA-Verfahren

Wir geben noch einen oberflachlichen Ausblick zum Aufwand und zur Sicherheit
des RSA-Verfahrens und verweisen fiir tiefere Einblicke auf die Spezialvorlesun-
gen zur Komplexititstheorie und Kryptologie.

Zur Implementierung des RSA-Verfahrens miissen zunidchst zwei grofle und un-
gleiche Primzahlen p und ¢ gefunden werden sowie eine zur (p — 1)(g — 1) tei-
lerfremde Zahl e. Es sind sehr effiziente Algorithmen zur Erzeugung einer zufil-
ligen Primzahl bekannt (z.B. basierend auf dem sogenannten Miller-Rabin-Test).
Daher wird typischerweise zunichst e gewdhlt (in vielen Implementierungen ist
e := 65537 = 2!9 4 1), und dann solange groBe zufillige Primzahlen generiert,
bis die Teilerfremdheitsbedingung erfiillt ist. Die Zahl d kann als multiplikativ
Inverses von e effizient mit dem erweiterten Euklidschen Algorithmus berech-
net werden. Die Verschliisselung (mit dem 6ffentlichen Schliissel) und die Ent-
schliisselung (mit dem privaten Schliissel) benodtigen jeweils eine Potenzbildung
M¢ mod N bzw C? mod N. Diese kann sehr effizient wie am Ende von Ab-
schnitt 2.2.1 berechnet werden.

Mogliche Ansitze zur Entschliisselung ohne Kenntnis von d wéren:

* Berechnung von M aus C = M® mod N durch Bildung der e-ten diskreten
Wurzel modulo N. Fiir die diskrete Wurzelbildung ist jedoch kein effizientes
Verfahren bekannt.

* Verschliisselung einer selbstgewihlten Nachricht M und Berechnung von d
aus M = C¢ mod N durch Bildung des diskreten Logarithmus (zur Basis C
und modulo N). Fiir die Bildung des diskreten Logarithmus ist jedoch kein
effizientes Verfahren bekannt.

* Berechnung von ¢@(N) aus N. Hierfiir ist jedoch kein effizientes Verfahren
bekannt.

* Berechnung der Primfaktorzerlegung von N = pq. Hierfiir ist jedoch kein
effizientes Verfahren bekannt.

Alle diese Angriffe lassen sich prinzipiell durch einfaches Durchprobieren aller
natiirlichen Zahlen bis N (fiir die Primfaktorzerlegung reicht sogar Durchprobie-
ren bis v/N) durchfiihren. Fiir eine k-Bit-Zahl sind dazu 2¥ (bzw. V2K = 2K/ 2)
Moglichkeiten zu priifen. Diese Anzahl wichst also exponentiell mit der Bitldnge
der eingegeben Zahl und wir haben dabei noch nicht einmal beriicksichtigt, wie
aufwindig die Priifung dieser Zahl ist. Fiir die angegebenen vier Angriffsmog-
lichkeiten ist kein Algorithmus bekannt, der dies mit beziiglich der Bitlinge von
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N polynomiellem Aufwand berechnen konnte. Die Sicherheit des RSA-Verfahren
beruht daher auf der Tatsache, dass fiir hinreichend grof3e verwendete Schliissel
die Schliisselgenerierung, Ver- und Entschliisselung (mit privatem Schliissel) sehr
effizient mit wenig Rechenleistung moglich ist, wihrend die Entschliisselung oh-
ne privaten Schliissel aufgrund des immensen Rechenaufwands nicht durchfiihr-
bar ist.4

Die hier eingefiihrte einfache Version des RSA-Algorithmus (auch: Textbook-
RSA genannt) hat allerdings den Nachteil, dass aus der gleichen Nachricht M
immer das gleiche Chiffrat C generiert wird. Ein Angriffer kann sich die ver-
schliisselten Version vieler naheliegender Nachrichten (wie ,,ja”, ,,nein”, etc.) be-
rechnen und mit dem empfangenen Chiffrat vergleichen. In der Praxis wird die
RSA-Verschliisselung deshalb mit sogenannten padding-Verfahren noch zusétz-
lich randomisiert.

4Fiir die Diskussion der moglicherweisen Losung des Problems in polynomieller Zeit auf zu-
kiinftigen Quantencomputern mittels des Shor-Algorithmus verweisen wir auf Vorlesungen zur
Quanteninformatik.
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Kapitel 3

Lineare Algebra

3.1 Vektorrechnung

3.1.1 Vektorriaume

Viele Anwendungen fiihren auf eine geordnete Zusammenstellung von Zahlen in
Tupeln (vgl. Abschnitt 1.1.3)

R":==RxRx...xR={(vi,v2,...,vn) : v;ERVj=1,....n}.

Solche Tupel konnen auf natiirliche Weise miteinander addiert werden (indem alle
jeweiligen Eintrige addiert werden) und sie kdnnen mit einzelnen Zahlen multi-
pliziert werden (indem jeder Eintrag mit der einzelnen Zahl multipliziert wird).

Beispiel 3.1

(a) Deutschland holte 2016 in Rio de Janeiro (17,10,15) Gold-, Silber- und Bron-
zemedaillen und 2020 in Tokio (10,11,16) Gold-, Silber- und Bronzemedail-
len. Dies sind zusammen

(10,11,16) + (17,10,15) = (10+ 17,11 4+ 10,16 + 15) = (27,21,31).

Wiirden wir anstreben, die Medaillenzahl aus Tokio zu verdoppeln, dann wd-
ren dafiir notig

2% (10,11,16) = (2% 10,25 11,2 16) = (20,22,32).

(b) Die Koeffizienten des quadratischen Polynoms p(x) := 3x% +2x + 1 lauten
(3,2,1). Fiir p(x) = 3x*> 4+ 2x+ 1 und q(x) = 5x> +3 ist

p(x) +q(x) =32 +2x+ 1452 +3 =8x> + 2x+ 4
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und es ist
5p(x) = 5% (3x* +2x+1) = 158 + 10x + f.

Dies konnten wir auch direkt aus den Koeffizienten berechnen:

(3,2,1)+(5,0,3) = (8,2,4) und 5x(3,2,1) = (15,10,5).

(c) In der zweidimensionalen Ebene bezeichne das Tupel (a,b) einen Schritt um
a nach rechts und b nach oben. Der Schritt (1,2) gefolgt vom Schritt (3,3)
entspricht insgesamt dem Schritt

(1,2)+(3,3) = (4,5)
und dreimal den Schritt (1,2) auszufiihren, entspricht insgesamt dem Schritt

3%(1,2) = (3,6).

Beziiglich der Addition gelten dabei die iiblichen Rechenregeln einer kommuta-
tiven Gruppe (also Assoziativitit, Existenz des neutralen und des inversen Ele-
ments, sowie Kommutatitivitit). Die Multiplikation ist aber nicht wie in einem
Ring fiir zwei Tupel, sondern fiir eine Tupel und einer einzelnen Zahl aus dem
Korper R (im Folgenden auch Skalar genannt) definiert. Aber auch fiir die Multi-
plikation gelten natiirliche Regeln wie Assoziativitit, Distributivitéit und zur Mul-
tiplikation mit 1. Wir geben solchen Strukturen einen Namen:

Definition 3.2
Es sei K ein Korper. Ein Vektorraum (V,+,*) besteht aus einer kommutativen
Gruppe (V,+) und einer skalaren Multiplikation'

x: KxV =V, (a,v)=axv firalleacK,vevV,
so dass fiir das Einselement des Korpers 1 € K und alle a,b € K und v,w €'V gilt:
(V1) Assoziativitit a*(b*v)=(a*b)*y,
(V2) Einselement [ *v=y,

(V3) Distributivitit I a*(v+w)=(a*v)+(a*w),

'Ein Produkt bezeichnet das Ergebnis einer Multiplikation. In Vektorriumen bezeichnen je-
doch die Begriffe skalare Multiplikation und Skalarprodukt etwas Verschiedenes. Die hier einge-
fiihrte skalare Multiplikation verkniipft ein Skalar mit einem Vektor zu einem Vektor (das Skalar
wird multipliziert). Das spéter (in Abschnitt 3.1.3) eingefiihrte Skalarprodukt verkniipft zwei Vek-
toren zu einem Skalar (d.h. das Produkt ist ein Skalar).
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(V4) Distributivitat II (a+b)*v=(a*v)+(b*v).

Wir definieren auch die Rechtsmultiplikation v xa = a v und schreiben statt a x v
auch a-v oder av (und entsprechend va oder v - a). Insbesondere gilt damit auch
axvxb = (ab)v. Entsprechend der iiblichen Konvention ,, Punkt- vor Strichrech-
nung” lassen wir die Klammern auf der rechten Seite von (V3) und (V4) auch weg,
also a(v+w) = av+aw und (a+b)v = av+bv.

Beispiel 3.3

(a) Sei K ein Korper. Wir definieren auf der Menge der n-Tupel K" die Addition
zweier Tupel und die Multiplikation mit einem Skalar aus R wie folgt: Fiir
alle (vi,...,vy) € K", (wi,...,wy) € K" und a € R ist

Vi) + (Wi, ywy) = (vi+wi, .. v+ wy) €K™
ax(vi,...,vp) = (a*vy,...,axv,) € K"

Man rechnet leicht nach, dass K" mit diesen Operationen ein Vektorraum ist.
Das neutrale Element (Nullelement) der Addition ist dabei (0, ...,0) € K" und
das additiv Inverse zu (vy,...,v,) € K" ist (—vi1,...,—v,) € K"

(b) Die Menge der quadratischen Polynome
IL := {p(x) =ax’+bx+c: a,b,c € R}

bildet einen Vektorraum iiber dem Korper R beziiglich der punktweisen Ad-
dition und skalaren Multiplikation

(p+q)(x) :=px)+q(x), (axp)lx)=ax(pkx)), pqgell,ack.
Gleiches gilt fiir die Menge aller Polynome vom Grad n € N
0, :={p(x) =ax"+ a1 X" '+.. . 4aix+ag: ay,...,a, € R},

fiir die Menge aller Polynome beliebigen Grades 11 (auch: R|x]) und sogar
fiir die Menge aller Funktionen

Z:={f: R>R}.

(c) Eine Zeichenkette aus insgesamt n € N Nullen und Einsen konnen wir als
Element des Vektorraums 775 auffassen. Fiir die Addition gilt dann (vgl. Bei-
spiel 2.37)

(Viy-eeyvn)+ (wi,...,wy) = (vi XOR wy,...,v, XOR wy)
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und fiir die skalare Multiplikation gilt
ax(vi,...,vy) = (a AND vy,...,a AND v,),
also

Ox(viyoooyvy) =(0,...,0) und 1x(vi,...,vy) = Vi, , V).

Die Elemente eines Vektorraums nennen wir Vektoren. Der Begriff beruht auf der
geometrischen Vorstellung, ein Tupel (v{,v;) € R? (oder analog im R?) wie in
Beispiel 3.1 als Schritt von einem Punkt der Ebene um v nach rechts und v, nach
oben aufzufassen. Dieser Schritt wird als Pfeil gemalt. Die Addition zweier Vek-
toren entspricht dann geometrisch der Hintereinanderausfithrung zweier solcher
Schritte bzw. das Hintereinanderhidngen zweier Pfeile und die skalare Multiplika-
tion die entsprechende Verldngerung (mit Umorientierung bei Multiplikation mit
negativen Elementen), vgl. die in der Vorlesung gemalten Skizzen. Der Begriff
des Vektorraums wurde erst im 19. und 20. Jahrhundert in die Mathematik einge-
fiihrt, um geometrische Erkenntnisse und Vorstellungen auf andere Strukturen zu
erweitern.

In den Anwendungen ist es iiblich, Vektoren durch eine dariiberliegenden Pfeil
oder durch Fettdruck zu kennzeichnen, z.B. schreibt man

V=(v1,...,v,) oder v=(vi,...,v).
Entsprechend schreibt man fiir das Nullelement im R”
0=(0,...,0) oder 0=(0,...,0).

In der Mathematik ist so eine Kennzeichnung nicht iiblich. Wir schreiben ohne
weitere Kennzeichnung v = (v1,...,v,) € R” und 0 bezeichnet sowohl das Tupel
0=(0,...,0) € R" als auch das Skalar 0 € R. Mehr noch: Mit vi,vs,...,v, € K
bezeichnen wir die Komponenten eines Vektors v € K", wir verwenden die gleiche
Notation aber auch zur Kennzeichnung mehrerer Vektoren, also z.B.

vi=(1,23)eR? wv=(23,5) R’

Wenn wir sowohl mehrere Vektoren als auch ihre Komponenten bezeichnen wol-
len, dann stellen wir den Index auch nach oben und setzen ihn zur Unterscheidung
von einer Potenz in Klammern. Wir wiirden also beispielsweise drei Vektoren im
R? bezeichnen mit v(!) , v , v(3) € R? und sie komponentenweise schreiben als

oD — (Vgl),vél)) € R2, L2 — (vgz)’vgz)) € R2, NE - (V§3),Vg3)) c R2.

Aus (V1)—(V4) ergeben sich weitere naheliegende Rechenregeln in Vektorridu-
men:
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Satz 3.4
Es sei 'V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Dann gilt fiir alle v €V und a € K
ax0=0
Oxv=0
(=) *xv=—v
Beweis: Einfaches Nachrechnen. U

3.1.2 Basis und Dimension

Wir betrachten im Folgenden nur noch Vektorrdume iiber dem Korper R (soge-
nannte reelle Vektorriume). Alle Ergebnisse gelten aber analog auch iiber dem in
den spiteren Vorlesungen eingefiihrten wichtigen Korper der komplexen Zahlen
C. AuBerdem schreiben wir die Eintrige von Tupeln v = (v ]');!:1 € R ab sofort
untereinander, also

Vi
V2
v=| .| eR" statt v=(v,...,vy) € R"

Vn

Diese Schreibweise ist sperriger, ermoglicht aber jetzt schon die einfachere sche-
matische Durchfithrung der Addition und skalaren Multiplikation

Vi w1 V1 +wq V1 avy

%) wo Vo +Ww) Vo avy
+1 . | = . ) al .| =

Vi Wy Vv, +wy Vi avy

und ist noch vorteilhafter im Zusammenhang mit der in Abschnitt 3.2 eingefiihrten
Matrizenrechnung.

Definition 3.5

Sei V ein reeller Vektorraum. Eine Teilmenge U C 'V heifst Unterraum (auch: Un-
tervektorraum), falls U beziiglich der Addition und skalaren Multiplikation aus V
selbst ein Vektorraum ist.

Da alle Elemente aus U auch Elemente von V sind, ist die Addition und skalare
Multiplikation auch auf den Elementen von U definiert und erfiillt auch die glei-
chen Regelnregeln wie in V. Trotzdem ist nicht jede Teilmenge U C V auch ein
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Unterraum, denn die Addition und skalare Multiplikation von Elementen aus U
konnten ein Ergebnis aulerhalb U liefern oder U konnte nicht das neutrale Ele-
ment der Addition 0 € V oder das zu einem Vektor u € U additiv Inverse —u
enthalten.

Satz 3.6
Sei V ein reeller Vektorraum und O #+ U C V. U ist genau dann ein Unterraum
von V, wenn fiir alle uy,up € U und a € R gilt

up+uyelU und au €U. (3.1)

Beweis: Ist U ein Unterraum, dann bildet die Addition und die skalare Multipli-
kation nach U ab, es muss also (3.1) gelten.

Gelte nun umgekehrt (3.1). Beziiglich der Addition gilt dann die Assoziativitit
(G1) und die Kommutativitit (G4), da sie in V gelten. Fiir jedes u € U ist wegen
(3.1) auch 0 =0u € U und —u = (—1)u € U, also enthilt U auch die neutralen
Elemente und die inversen Elemente der Addition, so dass auch (G2) und (G3)
erfiillt sind. (U,+) ist also eine kommutative Gruppe. Die zusitzlichen Vektor-
raumaxiome (V1)—(V4) aus Definition 3.2 gelten wiederum, da sie in V gelten. []

Da wir nach Satz 3.4 das neutrale Element durch Multiplikation mit 0 € R und
das Inverse durch Multiplikation mit —1 € R erhalten konnen, ist U C V genau
dann ein Unterraum, wenn fiir alle u;,uy, € U, a € R gilt

Beispiel 3.7
(a) Betrachte die Mengen

Vi Vi
Uy := vwl:vi,meR CR? und U, .= 21:vieR CR3.
0 0

U, bildet einen Unterraum von R3. U, bildet keinen Unterraum von R3.

(b) Die quadratischen Polynome 11, bilden einen Unterraum der kubischen Po-
lynome 113, diese bilden fiir n > 3 einen Unterraum von 11, dieser einen
Unterraum von I1 und dieser einen Unterraum des Vektorraums aller reller
Funktionen 7.

Wir kénnen eine Menge von Vektoren um ihre Summen und skalare Vielfachen
ergdnzen, um so einen Unterraum zu erhalten.
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Definition 3.8
Sei V ein reeller Vektorraum und vy, ...,v, € V. Ein Vektor der Form
n
v = ajvj=ayvi+...+ayy, mitay,...,a, €R
Jj=1
heifit Linearkombination der Vektoren vy,...,v,. Die Menge aller solcher Linear-
kombinationen

span{vy,..., vy} :={v=avi+...+ayv,: ai,...,a, € R}

heifst Erzeugnis (engl.: span) der Vektoren vy, ..., v,. Anstelle von span{vy,...,v,}
schreibt man auch (vy,...,v,).

Man iiberzeugt sich leicht, dass U := span{vy,...,v,} C V ein Unterraum von
V ist und zwar der kleinste, der alle Vektoren vy,...,v, enthélt. Die Vektoren
{v1,...,vn} heiBen auch Erzeugendensystem dieses Unterraums. Die Linearkom-
bination 0 = Ovy +. ..+ Ov,, nennen wir auch triviale Linearkombination.

Beispiel 3.9

(a) Jeden Vektor v € R3 kénnen wir schreiben als
121 1 0 0
v=|v|=vi|O0O]4+w|1]4+v]0
V3 0 0 1

Dabher ist
1 0 0
span O |,{1],[0] » =R?
0 0 1

(b) Wir konnen jeden Vektor v € R3 auch schreiben als

Vi 1 0 0 5
v=|w]l=wll|+0va=v) [l ]|+W—=v)[O0]|+0]|7
V3 1 0 1 2

Daher ist auch

—
)
o O
(9)]

Ju—
=)
—_
[\
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(c) Fiir Uy aus Beispiel 3.7 gilt

Uy = span 0,11 C R

(d) Jedes quadratische Polynom p(x) = ax? +bx+ c € I, ist eine Linearkombi-
nation der Monome 1 € Iy, x € I1, und x*> € T1,. Also ist I, = span{1,x,x*}.

In Beispiel 3.9(b) enthielt das Erzeugendensystem einen unnotigen vierten Vektor,
der auch schon in der Linearkombination der anderen enthalten war. Wir geben
dieser Eigenschaft einen Namen:

Definition 3.10

Sei V ein reeller Vektorraum. Eine Menge von Vektoren vi,vs,...,v, €V heift li-
near unabhdngig, falls nur die triviale Linearkombination den Nullvektor erzeugt,
d.h. fiir alle ay,ay,...,a, € R gilt

avi+ayva+...+av, =0 — a=ary=...=a,=0

Ansonsten heifsen die Vektoren linear abhiingig.

Beachte, dass fiir linear abhéngige Vektoren vy,...,v, € V eine Linearkombinati-
on existiert mit

aivi +avr+...+a,v, =0,

wobei aber mindestens einer der Koeffizienten a;, ay,..., a, nicht Null ist. Sei
dies der j-te, also a; # 0, dann ist
1 n
1% = Z agVy.
aj =i
k#j

Der Vektor v; kann also als Linearkombination der anderen n — 1 Vektoren darge-
stellt werden und es gilt

span{vi,...,va} =span ({vi,...,v;_1,vj,vjt1,...va} \{vj})-

Umgekehrt ist eine Menge von Vektoren, bei der ein Vektor Linearkombination
der anderen ist, offenbar linear abhingig. Lineare unabhingige Vektoren bilden
daher ein minimales Erzeugendensystem, bei dem kein Vektor weggelassen wer-
den kann ohne den erzeugten Unterraum zu veridndern. Mehr noch: Jeder Vektor
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im Erzeugnis linear unabhéngiger Vektoren kann nur auf genau eine Art und Wei-
se als Lienarkombination der linear unabhingigen Vektoren dargestellt werden,
denn aus

v=avi+...+a,v, =bvi+...b,v,

folgt
(ap —by)vi+...+(ay—bp)vy =0

und damit a; = by, ...a, = b,,.

Man zeigt leicht, dass die Erzeugendensysteme in Beispiel 3.9(a),(b) und (d) linear
unabhingig sind.

Definition 3.11
Sei V ein reeller Vektorraumund vy, ... ,v, € V. Ist {vy,...,v,} linear unabhiingig
und span{vy,...,v,} =V, dann heifit {vy,...,v,} eine (endliche) Basis von'V.

Oft ist auch die Reihenfolge der Basiselemente wichtig, in dem Fall bezeichnet
man eine Basis statt mit {vy,...,v,} CV auch mit (v;,...,v,) €V XV x-xV.

Fiir die Menge der Polynome vom Grad n € N ist die Menge der Monome
{1,x,x*,...,x"} CII,

offenbar ein Erzeugendensystem. Man kann zeigen, dass dieses auch linear unab-
hingig ist und deshalb eine Basis von I, ist. Der Vektorraum IT der Polynome
beliebigen Grades besitzt keine endliche Basis. Man kann die Begriffe Erzeugnis
und lineare Unabhingigkeit auch auf unendliche Mengen erweitern, indem das Er-
zeugnis alle endlichen Linearkombinationen umfasst und lineare Unabhiingigkeit
bedeutet, dass der Nullvektor nicht als nicht-triviale endliche Linearkombination
geschrieben werden kann. Damit ldsst sich dann zeigen, dass jeder Vektorraum
eine (endliche oder unendliche) Basis besitzt, im Falle der Polynome belieben
Grades wire das beispielsweise die unendliche Menge aller Monome beliebig ho-
hen Grades

{x": ne Ny} CIL

Diese Form der Behandlung unendlicher Mengen als Basis (mit endlichen Line-
arkombination) nennt man auch Hamelbasis. Daneben gibt es auch Definitionen,
die unendliche Linearkombination zulassen (z.B. die sogenannte Schauderbasis).

Wir werden in dieser Vorlesung nur Vektorraume mit endlicher Basis betrachten.
Ein wichtiger Satz zeigt, dass es zwar mehrere mogliche Basen gibt, die Anzahl
der Basiselemente aber immer gleich ist.
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Definition und Satz 3.12

Sei B :={vi,...,vy} CV, n €N, eine Basis eines reellen Vektorraums V. Dann
hat auch jede andere Basis von 'V genau n Elemente und jede linear unabhdingi-
ge Menge von n Vektoren ist eine Basis. n heifst die Dimension des Vektorraums
V. Wir schreiben dimV = n und nennen Vektorrdume mit endlicher Basis auch
endlich-dimensional (kurz: dimV < oo),

Beweis: Wir skizieren nur die grundlegende Idee. Gegeben zwei Basen von V
kann man zeigen (Austauschlemma von Steinitz), dass ein Basiselement der er-
sten Basis gegen eines der zweiten ausgetauscht werden kann ohne dass die Ba-
siseigenschaft verlorengeht. Wiirde eine Basis weniger Elemente als die andere
enthalten, so konnten wir in der ersten Basis nacheinander alle Elemente gegen
solche aus der zweiten Basis austauschen und hitten damit eine Basis die aus einer
Teilmenge der zweiten Basis bestiinde. Alle verbleibenden Elemente der zweiten
Basis miissten sich dann aber als Linearkombination dieser Teilmenge schreiben
lassen, was der linearen Unabhingigkeit widerspricht. Die beiden Basen miissen
daher die gleiche Anzahl von Elementen haben. 0

Bemerkung 3.13
Sei V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum und n = dimV. Mit der glei-
chen Beweisenideen wie in Satz 3.12 kann man auch zeigen:

(a) Jedes linear unabhdngige Teilmenge von 'V besitzt hochstens n Elemente. Jede
linear unabhdngige Teilmenge mit genau n Elementen ist auch ein Erzeugen-
densystem und damit eine Basis von'V.

(b) Jedes Erzeugendensystem von'V besitzt mindestens n Elemente. Jedes Erzeu-
gendensystem mit genau n Elementen ist auch linear unabhdngig und damit
eine Basis von V.

(c¢) Jeder Unterraum U von V ist endlich-dimensional mit dimU < dimV. Je-
de Basis {uy,...,ux} C U des Unterraums U, k := dimU, kann durch n —k
Elemente vy 1,...,vy €V zu einer Basis {uy, ..., ug,Viyi1,-..,vn} des Vektor-
raums 'V ergdnzt werden (Basisergidnzungssatz). Falls dimU = dimV, so ist
U=V.

Beispiel 3.14
(a) Offenbar besitzt der Raum R die Dimension n und eine Basis des R'* bilden
die Einheitsvektoren

1 0 0
1
er:=|.|, ee=1.1, ...,en:=1.1. (3.2)
0 0 1
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(b) Der Raum T1,, besitzt Dimension n+ 1 und die Monome {1,x,x*,...,x"} bil-
den eine Basis des 11,,.

(c) Fiir einen Vektorraum V betrachten wir die einelementige Menge {0}, die
nur den Nullvektor O € V enthdlt. Diese Menge erfiillt ebenfalls die Vektor-
raumaxiome, sie bildet also einen Unterraum von V. Wir nennen {0} den
Nullvektorraum, auch hierfiir ist die Abkiirzung 0 = {0} iiblich.

Beispiel 3.15 (Quadratische Interpolation)
Wir betrachten das Problem zu drei vorgegebenen Punkten

(.X],y]>, (x27Y2), (X37Y3) € ]R,z

mit paarweisen verschiedenen x1,x3,x3 € R ein quadratisches Polynom (Para-
bel) zu finden, das durch diese drei Punkte verlduft (man sagt auch: diese Punkte
interpoliert).

Wir definieren die folgenden drei Polynome (Lagrange-Grundpolynome):

l(x) == (0 =) (41 —x3) €Iy,
(x —ax1)(x—x3)

h(x):= Ty — €Iy,

I3(x) == (x_xlggx_”) e IL.

l] (X1) = 1, ll(XQ) = O, l] (X3) = 0,
12<X1> = 0, lQ(Xz) = 1, 12<X3) = 0,
I(x1) =0, L(x)=0, [(x3)=1

Das Polynom
p(x) = y1li(x) +y202(x) +y3l3(x)
besitzt daher die gewiinschte Eigenschaft

p(x1) =y1x1+yx0+y3x0=yy,
p(x2) =y1#0+yrx14+y3%0 =y,
p(x3) =y1*04+y2%0+y3x 1 =y;3.

Mehr noch: {l1,l,,13} ist eine Basis des Il und jedes Polynom p € I, liisst sich
schreiben als Linearkombination

p(x) = arh(x) +azla(x) +azlz(x)  mita; = p(x1), ax = p(x2), az = p(x3).
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3.1.3 Normen und Skalarprodukte

Fiir einen Vektor v € R heif3t

Ivly = /¥ 3 +... 2 eR

die euklidische Norm des Vektors. Im R? und R3 entspricht dies nach dem Satz
des Pythagoras gerade der Linge der zugehorige Strecke.

Die euklidische Norm erfiillt die folgenden Eigenschaften:
* Definitheit: ||v||, > O fiir alle v € R" und
[, =0 <= v=0.
* Homogenitit: Fiir alle v € R" und r € R gilt
lvlly = [Vl
* Dreiecksungleichung: Fiir alle v,w € R" gilt
v+wlly < [vllp+lIwll, -

Allgemein nennen wir jede Abbildung ||| : V — R auf einem reellen Vektorraum
V, die diese drei Eigenschaften erfiillt eine Norm. Wichtige weitere Normen auf
dem R”" sind:

* Die Maximumsnorm: ||v||,, := max;—i__ [vil.

* Die Summennorm: ||v||; := |vi|+|v2|+ ...+ |val.

* Die p-Norm: [|v]|,, := (/vf-l—vg—i—...—i—vﬁ mit 1 < p < oo,

Das Euklidische Skalarprodukt (auch: Standardskalarprodukt) zweier Vektoren
v,w € R" ist definiert durch

(v,w) :=viw +vowp + ...+ VW,

Statt (v,w) schreibt man auch v-w oder v/ w (siehe Abschnitt 3.2). Geometrisch
gilt

(vw) =[]l [[wll; cos @
wobei o der Winkel zwischen den Vektoren v und w ist.

Das euklidische Skalarprodukt erfiillt die Eigenschaften:
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e Linearitit in jeder Komponente: Fiir alle u,v,w € R", r € R gilt

(u+v,w) = (u,w) + (v,w), (ru,v) = r{u,v),
(u,v+w) = (u,v) + (u,w), (u,rv)y = r{u,v).

e Symmetrie:
(u,v) = (v,u) firalle u,v € R".

* Positive Definitheit: Fiir alle v € R” ist (v,v) > 0 und

(wy)y=0 <= v=0.

Allgemein nennen wir jede Abbildung (-,-) : V xV — R auf einem reellen Vek-
torraum V, die diese drei Eigenschaften erfiillt ein Skalarprodukt.

Offenbar gilt
Ivll, =+/(v,v) fiiralleveR"

und genauso definiert auch im allgemeinen Fall ein Skalarprodukt auf einem reel-
len Vektorraum immer eine Norm (induzierte Norm). Es ist aber nicht jede Norm
von einem Skalarprodukt induziert, z.B. existiert zu ||-[| , fiir p # 2 kein zugehdri-
ges Skalarprodukt.

Zwei Vektoren v,w € V mit (v,w) = 0 heilen orthogonal. Die Koeffizienten einer
Linearkombination orthogonaler Vektoren lassen sich durch Orthogonalprojekti-
on besonders einfach bestimmen. Sind namlich vy,...,v; € V paarweise ortho-
gonale Vektoren in einem reellen Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-) und davon
induzierter Norm ||-|| und ist w € V eine Linearkombination dieser Vektoren

w=avi+avy+...+apvi €V,
dann gilt
(vji,w) = (vj,aivi +aova+ ...+ agvy)
=ai(vj,vi)+ax(vj,va) +...+ax(vj,vi) = a;j(vj,vj) :aijsz.

Das zeigt insbesondere auch, dass paarweise orthogonale Vektoren immer linear
unabhingig sind. Eine Basis vy,...,v, von V mit paarweise orthogonalen und
normierten Vektoren, d.h.

[0 firj#k
<V/’V">_{1 fiir j = k,

heifft Orthonormalbasis (ONB) von V.
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3.2 Lineare Abbildungen und Matrizen

3.2.1 Der Vektorraum der Matrizen

Eine Matrix A € R"*" ist eine tabellarische Anordnung von insgesamt mn reellen
Zahlen in m Zeilen und n Spalten (m,n € IN). Wir bezeichnen den Eintrag in der
i-ten Zeile und j-ten Spalte mit a; ; € R und schreiben

aj] aip o Aip

a1 axp -+ Ayp
A = . . . — (ai,j)l—l ..... m,
...... n.

am1 Am2 -~ dmn

Oft lassen wir das Komma im Index auch weg und schreiben g;; statt g; j und z.B.
app statt ap ». Statt

schreiben wir auch kurz
A= (aij) e R™",

Fiir m = n nennen wir die Matrix quadratisch.

Definition 3.16
Fiir A € R™" definieren wir die transponierte Matrix AT € R™™ durch Vertau-
schung der Zeilen und Spalten, d.h. der Eintrag in der i-ten Zeile und j-Spalte von

AT (i=1,...,n, j=1,...,m)istalso aj; und es ist
ail a1 o amd
AT _ d%,z a%,z 61n.1,2
Alp A2n " Ama

Definition 3.17 (Matrix-Vektor-Produkt)
Sei x = (x;)}_; € R" und A = (ajj)i=1... € R"*" (die Anzahl der Spalten von A

1;1',..‘,
stimmt also mit der Anzahl der Eintrige in x iiberein). Dann definieren wir das
Matrix-Vektor-Produkt

ap aiz - Aaip X1 aynxi+apxy+...+axa

al axp - day b)) ay xy+axpxy+...+axyx,
Ax=| . . } = )

Aml Am2 *°° Amn Xn Am1X1 + QX2 + ... + AppXn

Der i-te Eintrag von Ax € R ist also gegeben durch 2?21 ajjxj.
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Vektoren konnen wir als Matrizen mit einer Spalte auffassen. Entsprechend gilt
fir x,y € R"

Y1

y2
Ay=(a x o) |7 | =xvi+xy+ o xyn = ().

Yn

und ||x]3 = x"x.

Wegen des in Abschnitt 3.2.3 diskutierten Zusammenhangs zwischen Matrizen
und linearen Abbildungen nennt man das Matrix-Vektor-Produkt auch Anwen-
dung einer Matrix auf einen Vektor.

Wir betonen nochmal, dass wir dabei vorausgesetzt haben, dass die Anzahl der
Spalten von A mit der Anzahl der Eintriige in x iibereinstimmt. Fiir A € R™" und
x € R"™ mit r # n ist das Matrix-Vektor-Produkt Ax nicht definiert!

Beispiel 3.18
(a) Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem (LGS) mit drei Unbekannten.
Suche x1,xp,x3 € R, so dass

X1+ 2x + 5x3 =8,
3x1 —x0+2x3 =1,
xp —x3 =0.

In Matrix-Vektor-Schreibweise lautet das LGS: Finde x = (xj)§:] € R?, so

dass
1 2 5 X1 8
—1 2 X2 = 1
0 1 —1 X3 0

(b) Die Spiegelung eines Punktes (x1>

X2

€ R? in der zweidimensionalen Ebene an

der x1-Ebene ergibt den Punkt

()= (25) =6 %) ()

Die folgende Eigenschaft nennen wir auch Linearitdit des Matrixanwendung. Wir
werden in Abschnitt 3.2.3 sehen, dass wir jede lineare Abbildung durch eine Ma-
trix beschreiben konnen.
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Satz 3.19 (Linearitit der Matrixanwendung)
Fiiralle A € R, x,y € R" und A € R™*" gilt:

(a) Additivitit: A(x+y) = Ax+ Ay,
(b) Homogenitit: A (Ax) = A(Ax).

Beweis: Leichtes Nachrechnen. |

Bemerkung 3.20
Fiir die Einheitsvektoren ey, ... e, € R" aus (3.2) gilt

an arn ain

a an axy
Ael - . 9 Aez - . b Aen - . 9

ami am? Amn

Aej ergibt also gerade die j-te Zeile der Matrix und A ist durch Kenntnis von Aey,
Aey, ..., Ae, bereits eindeutig bestimmt.

Definition 3.21
Fiir zwei Matrizen gleicher Dimension A = (a;j) € R™*", B = (a;;) € R™*" defi-
nieren wir die Summe durch

ain+bir app+bip - ap+bi
Aipo— | ‘.|‘b21 azszzz . asz.rbZn c R
aml +bm1 a2 +bpo - Qun+ b

Fiir eine Matrix A = (a;;) € R™" und eine reelle Zahl A € R definieren wir
auflerdem die skalare Multiplikation

Aayy Aap -+ Aai,
YT e B R )
Aapi Aawmy -+ Adp

Satz 3.22 (Vektorraum der Matrizen)
R™*"™ bildet mit dieser Addition und skalare Multiplikation einen Vektorraum.
(R™*" +) ist also eine kommutative Gruppe:

(G1) Assoziativitiit:

A+ (B+C)=(A+B)+C fiiralle A,B,C € R™".
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3.2. LINEARE ABBILDUNGEN UND MATRIZEN

(G2) Existenz des neutralen Elements:

0O --- 0
Mit 0:=|: -. gilt - A+0=0+A=A VAecR™"

(G3) Existenz inverser Elemente: Sei A € R™*".

_all DEEEEY _aln
A= . erfiillt (—A)+A=A+(—-A)=0.

—p  —dn
(G4) Kommutativitdt:
A+B=B+A fiiralle A,Bc R™",
un die sklare Multiplikation erfiillt
(V1) Assoziativitdit:
A(HA) = (An)A  fiiralle A,u € R, A € R™",
(V2) Einselement: Fiir die skalare Eins 1 € R gilt
1xA=A fiiralle A c R™",

(V3) Distributivitdit I:

A(A+B) = (AA)+ (AB) fiiralle A € R, A,B€ R™",
(V4) Distributivitdt I1:

(A+u)A = (AA)+ (UA)  fiiralle A,u € R, A€ R™".

Beweis: Einfaches Nachrechnen. O

Wie iiblich definieren wir auch die skalare Multiplikation von rechts durch
AL :=AA firalle A € R, A € R™",
schreiben die Addition des additiv Inversen kurz als

A—B:=A+(-B) fiiralleA,Be R™"
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und folgen der Konvention ,,Punkt- vor Strichrechnung”, also
(ALA)+ (AB)=AA+AB und (AA)+ (uA)=AA+puA

(firalle A, € R, A,B € R™*",

Zusitzlich zu (G1)—(G4), (V1)—(V4) gelten die folgenden Vertriglichkeitseigen-
schaften fiir das Matrix-Vektor-Produkt.

Satz 3.23
Fiiralle A € R, vyw € R" und A,B € R™*" gilt:

(a) (A+B)v=Av+By,
(b) A(v+w) = Av+Aw,
(c) (AA)v=A(Av).

Beweis: Einfaches Nachrechnen. ]

3.2.2 Die Multiplikation von Matrizen

Bemerkung 3.24 (Motivation der Matrixmultiplikation)
Wir betrachten nun den Fall, dass wir eine Matrix A auf einen Vektor y = Bx an-
wenden, der wiederum aus einem Matrix-Vektorprodukt entstanden ist, berechnen
also

Ay = A(Bx).

Wir werden sehen, dass wir dies auch in eine Matrix C zusammenfasen konnen,
also eine Matrix C finden, so dass

Cx = A(Bx).

Diese Matrix werden wir das Produkt von A und B nennen, C = AB. Mit der so
definierten Matrixmultiplikation gilt dann also

(AB)x = A(Bx).

Das geht nur wenn die Dimensionen zueinander passen. Die Matrix A € R™*"
konnen wir nur auf einen Vektor y € R" anwenden. y = Bx besitzt soviele Eintrdige,
wie B Zeilen besitzt, und x muss soviele Eintrige besitze, wie B Spalten besitzt.
A(Bx) ist also nur definiert fiir

AeR™", BeR™", xeR’
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und entsprechend konnen wir das Matrix-Produkt AB nur bilden fiir A € R™*",
B € R™*" (die Anzahl der Spalten der linken Matrix muss also gleich der Anzahl
der Zeilen der rechten Matrix sein).

Um C so zu definieren, dass tatsiichlich Cx = A(Bx) gilt, nutzen wir aus, dass
gemdifs Bemerkung 3.20 die k-te Spalte von C durch Cey. gegeben ist. Der (i,k)-te
Eintrag von C muss also der i-te Eintrag von Ce; = A(Bek) sein. Wiederum nach
Bemerkung 3.20 ist
b1k
y:=Be=|
bnk
und daher muss gelten
n n
cik =Y aiyj= Y aijbj.
j=1 j=1

Definition 3.25 (Matrixmultiplikation)
Fiir
A= (aij) ceR™" und B= (bkl) c R™”

definieren wir das Produkt AB durch AB := (cj) € R™*" mit

n
Cik -— Z a,-jbjk.
J=1

Es ist also
ayjy ap - A byy by -+ by
ax ap - ay by by -+ by
AB=] . . ) . }
aml Am2  **° Amn by by - by
anbi +apby +...+awby anbntanbnt...tanbny - anbintanbyt ..+ awmbar
a1 by +axnby +...+awby  aybpptanbnt+...taywbpy - axbiyt+anby+ ...+ aubyy
a1 bi1 +amabo + ...+ apnbp am1b12 + b + ...+ apnbpo ce A1 b1y + amabar + ...+ Ay

Wir betonen nochmal, dass fiir Definition 3.25 die Anzahl der Spalten in der linken
Matrix A mit der Anzahl der Zeilen in der rechten Matrix B libereinstimmen muss.
Das Ergebnis ist eine Matrix mit der Zeilenanzahl der linken Matrix A und der
Spaltenanzahl der rechten Matrix B. Fiir andere Kombinationen von Matrizen ist
die Matrixmultiplikation nicht definiert.
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Vektoren im R” kénnen wir auch als Matrizen mit n Zeilen und 1 Spalte auffas-
sen, also als Elemente von R”*!. Das in Definition 3.17 definierte Matrix- Vektor-
Produkt ist damit ein Spezialfall des hier definierten Matrix-Matrix-Produktes.

Ein weiterer wichtiger Spezialfall ist die Multiplikation einer 1 x n Matrix (lie-
gender Vektors) mit einer n x 1-Matrix (stehender Vektor):
X1
(a1 an) : =a1x1+...+ayx,.

Xn

Der (i, k)-te Eintrag des Matrix-Produkts ist

" b1k
cik =Y, aijbjy = (an -+ an)
j=1 o b
=i-te Zeile von A nk
———

=j-te Spalte von B

Die Zuordnung lésst sich mit dem folgenden Schema leicht merken:

by by - by,
byy by - by
bnl bn2 bnr
ap ap - di ci1 €2 vt Clr
ay axp - axy €21 € o C
azi ax - az ca el - o3

Aml Am2 " Amn Cml Cm2 - Cmr

Eine weiter niitzliche Beobachtung ist, dass sich die j-te Spalte von C = AB gerade
durch Anwendung von A auf die j-te Spalte von B ergibt, also

ayy ap o A by C1j
a axp -+ axy by C2j
aml am2 " dmn bnj Cmj

Satz 3.26 (Rechenregeln fiir das Matrixprodukt)
(a) FiirAe R™", Be R" P, C € RP*" gilt das Assoziativgesetz

(AB)C = A(BC).
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(b) Fiir A,B € R™" und C,D € R™*P gelten die Distributivgesetze

(A+B)C=AC+BC und A(C+D)=AC+AD.

(c) Fiir die (n X n)-Einheitsmatrix

I:: ERan

gilt AI = A fiir jede Matrix A € R"™*" und IB = B fiir jede Matrix B € R"*P.
(d) Fiir A€ R™" B e R"7 gilt
(AB)T = BTAT ¢ RP*™,
Beweis: Seien
A=(a;j) eR™", B=(bj) e R"™” und C=(cy)ec R

AB ist nach Definition 3.17 eine (m x p)-Matrix und ihr (i,k)-ter Eintrag lautet
n
Y aijbje firallei=1,....m, k=1,...p.
=1

(AB)C ist daher nach Definition 3.17 eine (m x r)-Matrix und ihr (i,/)-ter Eintrag
lautet

n
) (Zaijbjk> cy firallei=1,....m,[=1,...r.

k=1 \Jj=1

BC ist nach Definition 3.17 eine (n x r)-Matrix und ihr (j,)-ter Eintrag lautet
P
Y bjxew firalle j=1,....n,1=1,...r.
k=1

A(BC) ist daher nach Definition 3.17 eine (m x r)-Matrix und ihr (i,/)-ter Eintrag
lautet

n p
Zaij (ijkckl> firallei=1,....m,[=1,...r.
=1 k=1
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Dafirallei=1,...,mund/=1,...r

I Mu

n n p
X X abien =Y, X aibien
: ]: k=1

)

stimmen die (i,/)-ten Eintrige von (AB)C und A(BC) jeweils iiberein, also ist
(AB)C = A(BC). Damit ist (a) gezeigt.

(b), (c) und (d) folgen dhnlich (aber einfacher) aus Definition 3.17. O

I
T M:

Bemerkung 3.27
(a) Das Matrixprodukt ist nach Satz 3.26 assoziativ, aber dies gilt nur wenn die
Dimensionen passen. Seien beispielsweise

A:=(1 2)eR"? B:= (i) eR™!, C:= (2) e R,

Dann ist
ame= (10 9() () () ()
A(BC)= (1 2) ((i) (2)) ist nicht definiert,

da die Anzahl der Spalten von (i) nicht mit der Anzahl der Zeilen von (g)

aber

libereinstimmt.

(b) Fiir die Multiplikation von Matrizen gilt im Allgemeinen nicht das Kommuta-
tivgesetz AB = BA. Seien beispielsweise

() ()

dann ist AB = (;;) , aber BA ist nicht definiert.

A:=(1 2), B:= (2)

Fiir das Beispiel
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gilt

AB=(1 2) (2) =17eR"™!, BA= (2) (1 2)= <Z }g) e R¥?

sind AB und BA beide definiert aber nicht mal ihre Dimensionen stimmen
iiberein.

Fiir das Beispiel mit quadratischen Matrizen

(11 2%2 _ (01 2%2
A.—<O 0>ER , B.—(O I)E]R
gilt

I 1)\ /0 1 0 2 0 1\ /1 1 00
=0 0) (0 1)=(0 0): =(5 1) 0)= (0 o)
AB und BA sind also von gleicher Dimension, aber AB # BA.

(c) Das letzte Beispiel aus (b) zeigt auch das die Matrixmultiplikation nicht null-
teilerfrei ist, d.h. fiir A # 0 und B # 0 kann trotzdem AB = 0 sein.

3.2.3 Lineare Abbildungen

Definition 3.28
Sei f: V. — W eine Abbildung zwischen zwei reellen VektorrdumenV und W. f
heifst lineare Abbildung (kurz: f ist linear), falls gilt

(a) Additivitit: f(u+v) = f(u)+ f(v) fiir alle u,v € V.
(b) Homogenitit: f(av) =af(v) fiiralleac R, veV.
Fiir eine lineare Abbildung f : V — W definieren wir
(a) Kernvon f (engl.: Nullspace):

N(f)={veV: f(v)=0}CV.
(b) Bild von f (engl.: Range):

R(f) = f(V) = {f(v): vEV}CW.

Satz 3.29
Sei f: V. — W eine lineare Abbildung zwischen reellen VektorriumenV und W.
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(a) N (f) ist Untervektorraum von V und Z(f) ist Untervektorraum von W.
(b) f ist surjektiv, genau dann wenn Z(f) =W.

(c) f ist injektiv, genau dann wenn N (f) = 0 (d.h. wenn N (f) nur den Null-
vektor O € V enthdilt).

Beweis: (a) rechnet man mit Satz 3.6 leicht nach. (b) folgt sofort aus der Defini-
tion von Surjektivitédt in Abschnitt 1.2.3.

Zum Beweis von (c) bezeichnen wir abweichend von der bisherigen Notation den
Nullvektor in V und W mit O € V und O € W und die reelle Null mit 0 € R. Da f
linear ist, gilt

£(0) = f(0+0) =0+ £(0) =0.
Fiir jedes u € A4/(f) gilt daher f(u) = 0 = f(0). Falls f injektiv ist, dann folgt
daraus u = 0, also A (f) = {0}.

Sei nun umgekehrt .4 (f) = {0}. Um zu zeigen, dass f injektiv ist, miissen wir
zeigen, dass fiir u,v € V gilt

f)=fw) = v=u
Seien also u,v € V mit f(v) = f(u). Dann ist
f(u—V)zf(u+(—1)V)=f(u)+f((—1)V)zf(u)+(—1)f(z)
= fu)—f(v) =0,
alsou—v e A (f) = {0} und damit u — v = 0, womit u = v gezeigt ist. O

Satz 3.30 (Dimensionsformel)
Sei f: V. — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen reellen
Vektorrdumen V und W. Dann gilt

dimV =dim A (f) +dimZ(f).

Beweis: Wir skizzieren nur die grundlegende Idee. Es bezeichne n := dimV und
k:=dim.4(f). AuBerdem sei {uy,...,u;} eine Basis von .4 (f). Da A4 (f) ein
Unterraum von dimV ist, gilt wegen Bemerkung 3.13(c) £ < n und wir kénnen
Vektoren vy 1,...,v, € V finden, die die Basis von .4'(f) zu einer Basis

{ul,...,uk,vk+1,...,vn} QV

von V ergdnzen. Man kann zeigen, dass dann die Vektoren
{fOrs1)se o fon)} CR2(f) CW
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eine Basis von Z( f) bilden. Damit folgt dann
dimZ(f) = n—k = dimV — dim 4 (f).

und damit ist die Dimensionsformel bewiesen. O

Definition 3.31
Eine Matrix A € R™*" definiert eine Abbildung

R*"— R"™, x+— Ax.

und nach den Rechenregeln fiir die Matrix-Vektormultiplikation in Satz 3.19 ist
diese Abbildung linear.

Wir verwenden die Begriffe aus Definition 3.28 fiir die Matrix A, wenn sie fiir
diese zugehorige lineare Abbildung x — Ax gelten, also

(a) Kernvon A (engl.: Nullspace):
N (A):={xeR": Ax=0} CR"
(b) Bild von A (engl.: Range):

Z(A) :={Ax: xeR"} CR™

Entsprechend nennen wir eine Matrix A injektiv bzw. surjektiv, wenn die Abbil-
dung x — Ax injektiv bzw. surjektiv ist.

Folgerung 3.32
Sei A € R™".

(a) Satz 3.29 zeigt:

Aist injektiv. <— AN (A) =0,
A ist surjektiv <— Z(A)=R".

(b) Aus der Dimensionsformel in Satz 3.30 folgt
dim.A"(A) +dimZ(A) = n.

(c¢) Eine Matrix mit mehr Zeilen als Spalten (also m > n) ist nicht surjektiv.

(d) Eine Matrix mit mehr Spalten als Zeilen (also m < n) ist nicht injektiv.
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(e) Fiir eine quadratische Matrix A € R"" (also m = n) gilt

A injektiv <= A surjektiv <= A bijektiv.

Man nennt rang(A) := dim%(A) auch den Rang der Matrix A. Die Dimensions-
formel heif3t deshalb auch Rangformel.

Beweis: (a) folgt aus Satz 3.29.
(b) folgt aus Satz 3.30.

(c) Aus (b) folgt auch dass dimZ(A) < n. Fiir m > n kann also nicht Z(A) = R™
gelten und daher A nicht surjektiv sein.

(d) DaZ(A) CR™ gilt dimZ(A) < m. Fir m < n folgt aus (b) deshalb
dim A (A) =n—dimZ(A) >n—m >0,
und damit .#"(A) # 0, also (nach (a)) A nicht injektiv.
(e) Ist A injektiv, dann gilt nach (b)
dimZ(A) = n—dim.A (A) =n—0=n = dimR"
und daher Z(A) = R”, also ist A auch surjektiv und damit auch bijektiv.
Ist A surjektiv, dann gilt
dim A (A) =n—dimZ(A) =n—n=0,

also .4 (A) = 0 und damit ist A auch injektiv und daher auch bijektiv. O

Bemerkung 3.33

Eine Matrix A € R™" definiert eine lineare Abbildung zwischen den Vektor-
raumen R und R™. Umgekehrt ldsst sich aber auch jede lineare Abbildung
f: V= W zwischen zwei endlich-dimensionalen reellen Vektorriumen V und W
mit dimV = n und dimV = m als Matrix A € R"™*" schreiben. Wir demonstrieren
dies am Beispiel der quadratischen Polynome

I, :={px) = ax’*+bx+c: ab,ce R}.
Beziiglich der Basis der Monome pi(x) = x%, p2(x) = x, p3(x) = 1 konnen wir

jedes Polynom p(x) = ax* +bx + c € I, identifizieren mit dem Vektor (Z) cR3.
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Entsprechend wird die Ableitung p'(x) = 2ax+ b € I, identifiziert mit dem Vektor
0
(21;4) € R3 und der Ableitungsoperator

I, - 1L, p(x)— p'(x).

entspricht beziiglich dieser Identifikation der Matrixanwendung

0 00 a 0
200 bl =|2a
010 c b

Die Spalten dieser Matrix ergeben sich dabei gerade aus den Vektoren mit de-
nen die Ableitung der verwendeten Basiselemente identifiziert werden p'y(x) = 2x

0 0 0
entspricht (3) Ph(x) = 1 entspricht ((1)) und pl(x) = 0 entspricht (8).

Man beachte beim Ubergang von allgemeinen linearen Abbildungen zu Matrizen
aber, dass die Identifikation eines allgemeinen Vektors v € V mit seinen Entwick-
lungskoeffizienten und daher auch das Aufstellen der Matrix von der Wahl der
Basen der Vektorrdume V und Wund auch von der Reihenfolge der Basiselemente
abhdangt.

3.2.4 Lineare Gleichungssysteme und die inverse Matrix

Wir haben in Beispiel 3.18 schon gesehen, dass sich lineare Gleichungssysteme
(LGS) in Matrix-Vektor-Schreibweise schreiben lassen. In einem LGS mit m Glei-
chungen und n Unbekannten suchen wir xq,x2,...,x, € R, so dass

apxy+apxy+...+amx, = yi
arixy+ayx>+...+axyx, =y

Am1X1 + QX2 + . .. + QunXn = Ym,

wobie die Koeffizienten g;; € R, i =1,...,m, j = 1,...,n und die rechten Sei-
ten yi,...,ym € R gegeben seien. Dies entspricht der Suche nach einem Vektor
x = (x;) € R", der die Matrix-Vektor-Gleichung

Ax=y
mit gegebener Matrix A = (a;;) € R™*" und rechter Seite y = (y;) € R™ lost.
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Satz 3.34
Seien A = (a;j) € R™ " und y = (y;) € R™

(a) Das LGS Ax =y besitzt genau dann (mindestens) eine Losung, wenn'y € Z(A)
gilt.

(b) Das LGS Ax =y ist genau dann eindeutig losbar (also losbar mit genau einer
Losung), wenn'y € Z(A) und A (A) =0 gilt.

(c) Ist X € R" eine Losung des LGS Ax =y, dann ist die Menge aller Losungen
gegeben durch

{(xeR": Ax=y} = {x+x: XV e r(4)}.
Beweis: (a) folgt aus der Definition von Z(A). (b) folgt, da wegen Folgerung
3.32 A4 (A) = 0 dquivalent zur Injektivitdt von A ist.
Zum Beweis von (c) sei AX =y und Ax =y, dann gilt A(f —x) = At — Ax =0, also

£—x e ./ (A). Umgekehrt gilt fiir A% =y und x(©) € _#"(A) auch

AR+x9) =A% +4xO =y +0=y.

Aufgrund der Bedeutung von .#'(A) fiir die Eindeutigkeit der Losung definiert
man folgenden Begriff:

Definition 3.35
Fiir 0 # y heifit Ax =y auch inhomogenes LGS.

Die Vektoren im A (A), also diejenigen x\0) = (x&o)) € R" mit Ax©) =0, d.h.

anxgo) +a12x§0) +... —|—a1nx£,0) =0

a21x§0) +a22x§0) +...+ aznxflo) 0

Clmlxgo) + amQXgO) +...+ amnxgl()) Oa

heiflen auch Losungen des zugehorigen homogenen LGS.

Zwei Losungen eines inhomogenen LGS unterscheiden sich also gerade um eine
Losung des zugehorigen homogenen LGS. Das homogene LGS Ax = 0 besitzt
natiirlich immer die Losung x = 0, diese nennt man auch die triviale Losung des
homogenen LGS.

Mit den Ergebnissen des letzten Abschnittes erhalten wir die folgende Charakte-
risierung der Losungen eines LGS.
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Satz 3.36

(a) Besitzt ein LGS mehr Gleichungen als Unbekannte, dann existieren rechte

Seiten, fiir die keine Losung existiert.

(b) Besitzt ein LGS mehr Unbekannte als Gleichungen, dann ist die Losung (falls

(c)

sie denn existiert) nicht eindeutig.
Fiir ein LGS mit gleich vielen Unbekannten wie Gleichungen sind dquivalent:

(i) Das zugehorige homogene LGS besitzt nur die triviale Losung.
(ii) Das LGS besitzt fiir jede rechte Seite eine Losung.
(iii) Das LGS besitzt fiir jede rechte Seite eine Losung und diese ist eindeutig.

Beweis: (a) Besitzt ein LGS mehr Gleichungen als Unbekannte, dann besitzt die

(b)

(c)

zugehorige Matrix mehr Zeilen als Spalten, kann also nach Folgerung 3.32
nicht surjektiv sein, und damit gibt es rechte Seiten, die nicht im Bild der
Matrix liegen, also fiir die (nach Satz 3.34) das LGS nicht 16sbar ist.

Besitzt ein LGS mehr Unbekannte als Gleichungen, dann besitzt die zuge-
horige Matrix mehr Spalten als Zeilen, kann also nach Folgerung 3.32 nicht
injektiv sein, und daher ist (nach Satz 3.34) die Losung nicht eindeutig.

Besitzt ein LGS gleich viele Unbekannte wie Gleichungen, dann ist die zu-
gehorige Matrix quadratisch und nach 3.32 ist sie daher injektiv genau dann
wenn sie surjektiv ist (und damit ist sie dann auch bijektiv). Da Injektivitit
dquivalent zu (1), Surjektivitit dquivalent zu (ii) und Bijektivitét dquivalent zu
(iii) ist, folgt (c). Il

Systematische und auch fiir groe LGS effizient auf dem Computer implementier-
bare Losungsalgorithmen fiir lineare Gleichungssysteme lernen Sie in den Vorle-
sung zur Numerik kennen. Wir geben aber schon ein einfaches Beispiel fiir die
Bedeutung von Satz 3.36.

Beispiel 3.37

(a)

Betrachte eine lineare Gleichung mit drei Unbekannten
X1 +x2+x3 =3. 3.3)

Die Losung x| = xp = x3 = 1 fallt sofort ins Auge. Diese kann aber nicht die
einzige Losung sein, da das LGS mehr Unbekannte als Gleichungen enthdilt.

Das zugehorige homogene LGS lautet

xgo) +x§0) —|—ng) =0.
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Die Menge aller Losungen des inhomogenen LGS (3.3) lautet daher

NG
1
L)+ [0 | erP: o+ 42 =0
1)\
3

(b) Betrachte das inhomogene LGS

X]—XxXp —x3 =3,
X —X3 = 7,
X1 —2)62 — X3 = 12.

Das zugehorige homogene LGS lautet

(0) )

Xl X

)

) )

— go —xgo 0
ng) — ng) 0,
x§0) — ngo —xgo 0

Ziehen wir die dritte Gleichung von der ersten ab, so erhalten wir x§0) =0.

(0)

Daraus folgt dann mit der zweiten Gleichung auch xy~ = 0 und dann mit der
ersten auch x&o) = 0. Das homogene LGS besitzt also nur die triviale Losung.

Das inhomogene LGS ist deshalb eindeutig losbar.

In der folgenden Definition bezeichnet I wieder die Einheitsmatrix in R"*".

Definition und Satz 3.38
(a) Sei A € R™" bijektiv. Dann exisitiert eine Matrix A~' € R"™ " mit der Eigen-
schaft, dass
AATV =1 und AT'A=1L

A~ heifit die zu A inverse Matrix. Eine bijektive Matrix A nennt man deshalb
auch invertierbar.

Auch A" ist wiederum bijektiv und es gilt (A~')~! = A.
(b) Seien A,M € R"*". Gilt
AM =1 oder MA=I,

dann sind A und M bijektiv und es gilt A~' = M und M~ = A. Insbesondere
ist die inverse Matrix eindeutig bestimmt.
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(c) Sind A,B € R"*" bijektiv, dann ist auch AB € R™" bijektiv und es gilt
(AB)"'=B71A71.
(d) Fiir A € R™" gilt genau dann AT = A~!, wenn die Spalten von A eine ONB

des R" bilden. In diesem Fall heifst A unitir und es gilt ||Ax||, = ||x||, fiir alle
xe R™

Beweis: (a) Wegen der Bijektivitit von A ist das LGS Ax =y fiir jede rechte Seite
y € R" eindeutig 16sbar.

Bezeichne

€l . y €2= . yeres€n = .
0 0 1
die Basis aus Einheitsvektoren des R". Fiir j=1,...,nseiv; € R" die Losung
von Av; = e und bilde damit spaltenweise die Matrix

A= (vi ... vp) ER™

Dann ist nach den Regeln der Matrixmultiplikation die j-te Spalte von AA~!
gegeben durch Av; = e; und damit

AA = (e1 ... ey) =T€R™™.
A~ ist auch injektiv, denn aus A~!x = 0 folgt x = AA~'x = 0. Da A~! qua-
dratisch ist, ist es damit auch bijektiv. Mit dem bereits bewiesenen existiert

deshalb eine Matrix (A~!)~! € R"™", so dass A~!(A~!)~! = I. Damit folgt
dann aber auch, dass

A=AI=AA"1 A T=(a"1)"!
und damit A"'A =A"1 (A" )1 =1.
(b) Ist M € R™" eine Matrix mit AM = I, dann gilt fiir jedes x € R”
x=1Ix=AMx=A(Mx) € Z(A).

A ist also surjektiv und damit ist A auch bijektiv. Mit (a) folgt auBerdem, dass
M=A""TAM=A"".

Ist M € R™*" eine Matrix mit MA = I, dann gilt fiir jedes x € R”

Ax=0 =— x=MAx=M0=0.
A ist also injektiv und damit ist A auch bijektiv. Mit (a) folgt aulerdem, dass
M=MAA""=A"".
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(c) Mit M := B~ 1A~ ! gilt
(ABM =ABB 'A~' =1
Wegen (b) ist daher AB bijektiv und es gilt (AB) ! =M =B~ 1A~
(d) Bezeichne vy,...,v, € R" die Spalten von A. Dann sind vlT, vl e R die
Zeilenvektoren von AT und der (j, k)-te Eintrag von AT A ist v]T-vk € R. Daher
ist ATA genau dann die Einheitsmatrix /, wenn
dn={ o it
Ist A unitér, dann gilt
1Ax|13 = (Ax)T (Ax) = xTATAx = xTIx = xTx = ||x])3
fiir alle x € R™. O

Folgerung 3.39
Die Losung eines LGS Ax = b mit invertierbarer Matrix A lautet x = A~ 'b.

Zur effizienten Losung eines LGS nutzt man aus, dass sich die Losung nicht 4n-
dert, wenn wir

(a) zwei Gleichungen vertauschen, oder
(b) eine Gleichung mit einer Zahl 0 # r € R multiplizieren, oder
(c) eine Gleichung zu einer anderen addieren, oder

(d) ein (von Null verschiedenes) Vielfaches einer Gleichung zu einer anderen ad-
dieren.

Durch Vertauschung lédsst sich sicherstellen, dass die erste Gleichung die erste
Unbekannte enthilt. Durch Addition geeigneter Vielfache der ersten Gleichung
auf die anderen Gleichungen lisst sich die erste Unbekannte aus der zweiten bis
letzten Gleichung eliminieren. Dieses Verfahren wiederholt man mit der zwei-
ten Gleichung und eliminiert so die zweite Unbekannte aus der dritten bis letzten
Gleichung. So fihrt man fort bis das resultierende LGS Dreiecksgestalt besitzt.
Dann kann der Wert der letzten Unbekannten aus der letzten Gleichung abgele-
sen werden, damit dann der Wert der vorletzten Unbekannten aus der vorletzten
Gleichung berechnet werden und damit der vorvorletzte Wert usw.

Dieses Vorgehen heiflit GauB3-Verfahren und damit lédsst sich eine Matrix A auch
auf Invertierbarkeit iiberpriifen und A~! praktisch berechnen. Dieses und weitere
Methoden zur effizienten Losung linearer Gleichungssysteme sind Gegenstand
der Numerik-Vorlesungen.
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3.3 Die Determinante

Wir werden in diesem Abschnitt eine Funktion kennenleren, die (fiir beliebige
Dimension n € N) jeder quadratischen Matrix jeweils eine reelle Zahl zuordnet

det: R"" — R.

Fiir A € R™" heit detA die Determinante der Matrix A. Die Determinante wird
die folgenden Eigenschaften besitzen:

(a) detA # 0 gilt genau dann, wenn A invertierbar ist.

(b) detA entspricht dem Volumen des n-dimensionalen Korpers, den die n Spal-
tenvektoren von A aufspannen.

Fiir eine 1 x 1-Matrix (also eine einzelne Zahl) A € R'*! ist detA diese Zahl. Fiir
A € R?*? ist detA der Flicheninhalt des von den beiden Spalten aufgespannten
Parallelograms, fiir A € R3*3 ist detA das Volumen des von den drei Spalten von
A aufgespannten Spats.

Die wichtigsten Methoden zur Definition und Berechnung von detA stellen wir in
den folgenden Abschnitten vor.

3.3.1 Die Leibniz-Formel

Wir definieren die Determinante mittels der sogenannten Leibniz-Formel und be-
schreiben diese zunichst mit Worten. Sei A € R"*". Wir wihlen in jeder Zeile
von A genau ein Element aus und wéhlen dabei aber jedesmal eine andere Spalte
(also wenn wir in der 1. Zeile das 2. Element ausgewihlt haben, dann nehmen wir
in den anderen Zeilen jeweils nicht das 2. Element, usw.).

Fiir eine n x n-Matix wird in jeder der n-Zeilen eine der Spalten 1,...,n aus-
gewdhlt und keine Spalte mehrfach gewéhlt. Dies entspricht dem Ziehen ohne
Zuriicklegen der n Zahlen 1,...,n, oder dquivalent der Vertauschung dieser Zah-
len. Die Auswahlmoglichkeiten heien deshalb auch Permutationen und fiir eine
n x n-Matrix gibt es nach Abschnitt 2.1.2 n! solche Permutationen.

Fiir n = 2 gibt es 2! = 2 Permutationen:

a2 ai
az ann
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Fiir n = 3 gibt es 3! = 6 Permutationen:
a2y

air ar [@iE\
ann (123 azy azs
asp asp asn asi ass
ar a3
anl a22 ann

a31 azz ass

Fiir jede dieser Permutationen bilden wir das Produkt der ausgewéhlten Elemen-
te. AuBBerdem zihlen wir die sogennanten Fehlstinde jeder Permutation, d.h. wie
oft ein ausgewihltes Element weiter links steht als ein zuvor ausgewihltes Ele-
ment. Dabei beriicksichtigen wir die Vielfachheit, d.h. ein Element das weiter
links steht als k zuvor ausgewihlte Elemente zihlt k-fach. Ist diese Anzahl unge-
rade, so schreiben wir ein Minus vor das zugehorige Produkt, ansonsten ein Plus.
Die Determinante der Matrix ist dann die Summe aller so erhalten Terme.

a2 aty
azy ano

0 Fehlstinde 1 Fehlstand
+ajiax —al2daz]

Fiir n = 2 ergibt sich:

und damit

aji; ap
det = ajiax —apay.
a axp

Fiir n = 3 ergibt sich:

ary as ail ap2
ay a3z azy a3z
asr as asi ass

0 Fehlstidnde 1 Fehlstand 2 Fehlstinde
+ajaxasz;z —apaz1as3 +apzaziaz
app as aiy ais ai
as| asj asy ass
1 Fehlstand 2 Fehlstinde 3 Fehlstinde
—a)1a23a3? +aazzaz; —aj3a22a3y,
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und damit (die sogenannte Regel von Sarrus)

apl ap a3
det | ax1 ax ax3 | = +ajjaxnazy +apaxas +ajzaziazn
asy azy ass
—aj|3aasz| —ap1az3azy — aja14d3;3.

Die Regel von Sarrus kann man sich gut merken, indem man die ersten beiden
Spalten der Matrix nocheinmal rechts neben die Matrix schreibt und dann jeweils
das Produkt der Elemente der drei nach unten rechts verlaufenden Diagonalen mit
Plus und der drei nach unten links verlaufenden Diagonalen mit Minus versehen

aufaddiert:
12 d13 ap] app at 13 apy ap apy ap apy ap
az 23 a) ax azy ax a) ax dap) daz azs 22
aszy as as) as asy aszp ass 32 asz) asz ass asy

+aiaxassz +anazzasg +azazas

ap aj ap arz apy ap a3 12 app ap2 a3 ai|
az] 23 az) ax azy ay az) ax az) azy azs 22
32 433 asz; as asy| 33 as) as as) as as) asz

—a13a2203] —aj1a3azn —ajpa21a33

Werden die Matrixeintrige ausgeschrieben, dann schreibt man die Determinante
auch kurz als
ayl ... dip ail ... Qaip
= det

apl ... dpn apl ... dpp

Diese Schreibweise ist allerdings nur fiir n > 2 sinnvoll, da fiir negative Zahlen
a1 <0

det(a11) =daji 75 |a11|.

Um die Leibniz-Formel fiir allgemeines A € R"*" in Formelsprache auszudriicken
definieren wir die verwendeten Begriffe mathematisch prizise.

Definition 3.40
(a) Eine (n-stellige) Permutation ist eine bijektive Abbildung

o: {l,....,n} = {1,...,n}.

Die Menge der n-stelligen Permutationen bezeichnen wir mit
Sp:={o: {1,...,n} = {1,...,n}, o bijektiv}.
Nach Abschnitt 2.1.2 gilt |S,| = n!.
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(b) Fiir eine Permutation o heifst ein Tupel (i, j) € {1,...,n}* Fehlstand (auch:
Inversion) von o falls

i<j und o(i)>o()).

Die Menge aller Fehlstinde einer Permutation 6 bezeichnen wir mit

inv(o) :={(i,j) € {1,...,n}*: i< j Ao(i) > oc(j)}.
Die Anzahl der Fehlstiinde einer Permutation betrdgt entsprechend |inv(o)]|.

(c) Fiir eine Permutation © heifst

sen(o) = (—1 >|inv(6)| _ +1  falls Anzahl der Fehlstinde gerade,
—1  falls Anzahl der Fehlstinde ungerade,

das Signum (auch: Vorzeichen oder Paritdit) der Permutation ©.

In Formelsprache lautet die Leibniz-Formel dann fiir allgemeines A € R <"

detA := Z sgn(G)Haw(i). (3.4)
i=1

ocS,

Offenbar hitten wir die gleichen Permutationen auch dadurch erhalten konnen,
dass wir nicht in jeder Zeile sondern in jeder Spalte ein Element auswihlen. Man
kann auBBerdem zeigen, dass es auch fiir das Signum der Permutation keine Rolle
spielt, ob die Fehlstiinde spalten- oder zeilenweise gezidhlt werden. Daher dndert
Vertauschung der Spalten und Zeilen die Determinante nicht und es gilt

detA = detA” .

Die Leibniz-Formel besitzt den Vorteil einer expliziten Formel. Zur praktischen
Berechnung der Determinante ldsst sich die Leibniz-Formel aber nur fiir sehr klei-
ne n verwenden, da die Formeln sehr schnell sehr lang werden. Schon fiir n = 4
entsteht eine Summe aus 4! = 24 Summanden (die jeweils Produkte von vier Fak-
toren sind) und es ist dafiir keine einfache Merkregel mehr bekannt. Fiir n = 10
entsteht eine Summe aus 10!, d.h. iiber 3.5 Millionen Summanden.
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3.3.2 Der Laplacesche Entwicklungssatz

Fiir (etwas) groBere Matrizen lédsst sich die Determinante mit der folgenden re-
kursiven Formel berechnen. Fiir A € R"*" und i,j € {1,...,n} bezeichnen wir
mit A;; € R"=D*(=1) diejenige (n — 1) x (n — 1)-Matrix, die sich aus A durch
Streichung (d.h. Loschung) der i-ten Zeile und der j-ten Spalte ergibt. Fiir

all a17j_1 alj a17j+1 aln
ai—1,1 --- di-1j-1 4i—1,;j 4i—1,j+1 --- CQi—1n
nxn

A= ai| S G a;j a; j+1 ... Qip eR

ai+1,1 .-+ Gitlj—1 di+l,j Qi+l,j+1 --- Qitln

an,1 . an’j_l a,,yj an,j+1 ce An.n

ist also

all al’j_l a17j+1 aln

a;— e i1 5— ai—1.j e aij— _ —
Aij: i—1,1 i—1,j—1 i—1,j+1 i—ln E]R(n 1)x(n 1)‘

ai+1,1 --- Ai4l,j-1 Qi1 j+1 ... Qitln

an,l e an’j_l an7j_._1 e an.n

Satz 3.41 (Entwicklungssatz von Laplace)
Sei A € R™".

(a) Fiirallei=1,...,n gilt
detA = i(—l)i+jaijdetAij,
j=1
Diese Formel heifit auch Entwicklung nach der i-ten Zeile.
(b) Fiiralle j=1,...,n gilt
detA = zn"(—l)iﬂaijdem,-j.
j=1

Diese Formel heifit auch Entwicklung nach der j-ten Spalte.

Beweis: Mit vollstindiger Induktion kann man beweisen, dass die Formel aus (a)
das gleiche Ergebnis liefert wie die zur Definition der Determinante verwendete
Leibniz-Formel. (b) folgt dann aus detA = detAT . O

89



KAPITEL 3. LINEARE ALGEBRA

Beispiel 3.42
Wir berechnen die folgende 4 x 4-Determinante durch Entwicklung nach der 2.
Zeile

; é 3 g 2 3 4 1 3 4
=(=1)>"%5%| 8 7 4 |+(=1)*2%0%|9 7 4
28 7 4 2 33 3 3 3
323 3| g ) _ )
2. Zeile, 1. Spalte gestrichen 2. Zeile, 2. Spalte gestrichen
1 2 4 1 23
(=¥ %759 8 4 | +(=1)>Tx0%]|9 8 7
323 323
2. Zeile, 3. Sg;c;te gestrichen 2. Zeile, 4. Sp:;te gestrichen

Die beiden 3 x 3-Determinanten, die mit Null multipliziert werden, miissen wir
erst gar nicht berechnen. Fiir die anderen beiden 3 x 3-Determinanten erhalten
wir jeweils mit der Regel von Sarrus

234

87 4| =2x7T*3+3%4%x24+4%x8+x3—4x7*x2—-2%x4%x3—-3%x8x3 =10,
233

124
984|=1%8%x34+2%4+3+4%9%x2—4*%8x3—1%x4%x2—-2x9x3=—-38.
323

Insgesamt ist also

=—5%x10—7%(—38) =216.

W O U —
\S Jle N ev i \}
W3 3 W
Wk~ O s

Bei der Anwendung des Entwicklungssatzes von Laplace ist es vorteilhaft eine
Zeile oder Spalte auszuwihlen, die moglichst viele Nullen enthilt, damit mog-
lichst wenige kleinere Determinanten ausgerechnet werden miissen. In dem Fall
lasst sich damit auch die Determinante (etwas) groerer Matrizen berechnen. Im
Allgemeinen wichst aber auch mit dem Entwicklungssatz von Laplace der zu lei-
stende Rechenaufwand sehr schnell an (wiederum ca. wie n!) und die Berechnung
der Determinante groflerer Matrizen ist auch damit nicht praktikabel.

3.3.3 Rechenregeln und Interpretation als Volumenfunktion

Die Determinante erfiillt die folgenden Rechenregeln.
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Satz 3.43
Fiir A,B € R™" gilt:

(a) Fiir eine rechte obere Dreiecksmatrix

a ar2 ... Alp-1 Al
0 ap ... aypu1 a,
A — . . .
0 0 cer p—1n—1 An—-1n
0 o ... 0 An

ist die Determinante das Produkt der Hauptdiagonalelemente, d.h.
detA =ay 1 *az2*...%apy.
Gleiches gilt fiir linke untere Dreiecksmatrizen und insbesondere gilt auch
det/ =1.
(b) det(AB) = det(A) xdet(B)

(c) Ist A invertierbar, dann gilt detA # 0 und det(A™") = ;1.

Beweis: (a) Die in der Leibniz-Formel gebildeten Produkte ergeben Null, wenn
in einer Zeile ein Element links der Hauptdiagonale (also eine Null) gewihlt
wurde. Sie ergeben aber auch Null, wenn in einer Zeile ein Element rechts
der Hauptdiagonale gewihlt wurde. Geschieht dies ndmlich in der i-ten Zeile
erstmalig, dann muss ein Element in der i-ten Spalte in einer spiteren Zeile
gewihlt werden und dort steht es dann links der Hauptdiagonale, ist also Null.
Alle Produkte, bei denen nicht das Element auf der Hauptdiagonalen gewihlt
wurden ergeben also Null. Die in der Leibniz-Formel gebildeten Summe al-
ler Produkte enthélt nur das Produkt der Hauptdiagonalelemente als von Null
verschiedenen Summanden (und zwar ohne Vorzeichenwechsel, da diese Aus-
wahl keine Fehlstinde besitzt).

(b) kann durch Einsetzen der Formel fiir das Matrixprodukt in die Leibniz-Formel
hergeleitet werden.

(c) Ist A invertierbar, dann folgt aus (a) und (b)

1 =detl =detA 'A = det(A~!) xdet(A).

Daher muss det(A) # 0 sein und es folgt det(A~!) = £ O
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Eine dhnlich einfache Formel fiir det(A + B) existiert nur fiir den Spezialfall, dass
in A und B alle bis auf eine Zeile (oder alle bis auf eine Spalte) iibereinstimmen.

Satz 3.44
Seien (a;j) € R™", (v;) € R", und r € R. Dann gilt:

(a) Die Determinante ist multilinear in den Zeilen, d.h. beziiglich jeder einzelnen
Zeile linear. Fiiri=1,...,n ist

ai a2 ain ai a2 ain ap i a2 ain
ai-11  ai-12 .- di-ln ai-11  ai-12 ... di-ln ai—11  4i-12 .- Qi-1pn
aj) aip .. ain || W V2 . W = | ai1+vi aGipg+va ... Gintvn
ajy1,1 Ait12 - ditln ajy1,1 Ait12 - ditlp aivil 4iv12 .- Qifln
ap,1 Aan2 “ee An.n an,1 Aan2 . An.n dn,1 Aan2 e Ann
und
aipl a2 ain aipi aip ain
ai-11  ai-12 ... di-ln aj—11  4i-12 ... di-ln
raj raip rain =r ai| ain Qjn
aiy1,1 Aiy12  --- ditln dir1,1  diy12 .- ditln
dn,1 anp o An.n (278 an2 cee Ann

(b) Die Determinante ist alternierend in den Zeilen, d.h. sie ist Null, falls zwei
Zeilen identisch sind. Fiiri,j=1,...,nist

ail arp aln
ai—1,1 ai—1,2 <o di-1n
Vi Vo Vi
Ai+1,1 ai+1,2 N S )
aj-1,1 aj-12 ... Gj-1n
V1 Vv Vi
ajy11 Ajy12 .- Qjpla
dn,1 anp2 cee Ann

(c) Die Determinante ist auch mulilinear und alternierend in den Spalten, d.h.
analoge Formeln gelten spaltenweise.

Beweis: Die Aussagen lassen sich mit der Leibniz-Formel zeigen. Fiir (a) nutzt
man dabei aus, dass das in der Leibniz-Formel gebildete Produkt iiber in jeder
Zeile ausgewihlte Elemente beziiglich eines einzelnen Faktors linear ist.
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Fiir (b) nutzt man aus, dass die Auswahl des k-ten Elementes in der oberen der
beiden identischen Zeilen und des /-ten Elements in der unteren dieser Zeilen das
gleiche Produkt ergibt, wie die umgekehrter Auswahl (also des /-ten Elements in
oberen und des k-ten in der unteren der identischen Zeilen). Man iiberlegt sich
leicht, dass sich die Anzahl der Fehlstinde zwischen diesen Auswahlmoglichkei-
ten um eine ungerade Zahl unterscheidet (ndmlich gerade um eins plus zweimal
die Anzahl der spalten- und zeilenweise zwischen diesen Elementen liegenden
ausgewdhlten Matrixeintragen). In der Summe der Leibniz-Formel kommt des-
halb jedes Produkt zweimal vor, jedoch mit unterschiedlichem Vorzeichen, was
sich gegenseitig ausgleicht und insgesamt Null ergibt.

(c) folgt wieder aus detA = detAT . ]

Beim Produkt einer Matrix A € R"*" mit einer Zahl r € R wird jeder Eintrag von
A (und damit jede der n-Zeilen) mit r multipliziert. Es gilt also

det(rA) = r"det(A).

Bemerkung 3.45

Der gerichtete Flicheninhalt des Parallelograms, das von zwei Vektoren aufge-
spannt wird ist ebenfalls multilinear und alternierend beziiglich dieser zwei Vek-
toren, vgl. die in der Vorlesung gemalten Skizzen. Analoges gilt fiir das (gerichtete)
Volumen eines dreidimensionale Volumen eines Spats, der von drei Vektoren des
R3 aufgespannt wird und es erscheint natiirlich, diese Eigenschaft auch von ei-
ner Verallgemeinerung des Volumensbegriffs im n-dimensionalen zu fordern. Eine
multilineare und alternierende Abbildung

R'x..xR"—= R
—_——

n-mal

heifst deshalb auch abstrakte Volumenfunktion.

Schreiben wir n-Vektoren aus dem R" spalten- oder zeilenweise in eine Matrix,
und wenden darauf die Determinante an, so ist dies wegen Satz 3.44 eine ab-
strakte Volumenfunktion. Man kann zeigen, dass die Determinante die einzige ab-
strakte Volumenfunktion ist, die dem von den n-Einheitsvektoren aufgespannten
Korper das Volumen 1 zuordnet (letzteres folgt aus Satz 3.43). Jede andere ab-
strakte Volumenfunktion unterscheidet sich von der Determinante nur um diesen
Normierungsfaktor.

Insbesondere ist die Determinante einer 2 X 2-Matrix der Flidcheninhalt des von
den beiden Spaltenvektoren aufgespannten Parallelograms und die Determinante
einer 3 X 3-Matrix ist das Volumen des von den drei Spaltenvektoren aufgespann-
ten Spats. Gleiches gilt beziiglich der Zeilenvektoren.
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Bemerkung 3.46
Mit Hilfe von Satz 3.44 kann man zeigen:

(a) Die Addition eines Vielfachens einer Zeile zu einer anderen Zeile dndert den
Wert der Determinante nicht.

(b) Die Vertauschung zweier Zeilen dndert das Vorzeichen der Determinante.

(c) Beides gilt auch analog fiir die Spalten der Matrix.

Durch Ausnutzung von (a) und (b) ldsst sich durch Vertauschungen und zeilen-
weisen Additionen wie beim Gauf3-Algorithmus zur LGS-Losung die Berechnung
einer Determinante auf die Determinate einer Dreiecksmatrix zuriickfiihren, und
dort kann sie dann einfach als Produkt der Hauptdiagonaleintrige abgelesen wer-
den. Man kann zeigen, dass so die Determinantenberechnung einer n X n-Matrix
nur ca. n° Rechenschritte erfordert.

In Satz 3.43(c) hatten wir bereits gezeigt, dass invertierbare Matrizen eine von
Null verschiedene Determinante besitzen. Mit den skizzierten Argumenten zur Zei-
lenumformung ldisst sich auch die Riickrichtung zeigen. Es gilt Es gilt

A invertierbar <= det(A) # 0.

Die Determinante von A zeigt, ob ein LGS mit Koeffizientenmatrix A eindeutig
losbar ist oder nicht.

3.4 Eigenwerte und Singulidrwerte

3.4.1 Eigenwerte und charakteristisches Polynom

Definition 3.47
Sei A € R"" eine quadratische Matrix. Eine Zahl A € R heifst Eigenwert der
Matrix A, falls ein 0 # v € R" existiert mit

Ay = Av.

v heifit ein zum Eigenwert A zugehoriger Eigenvektor.

Beispiel 3.48
(a) Fiir die Einheitsmatrix I € R"*" gilt

Iv=1v fiirallev e R".

I besitzt also den Eigenwert 1 und alle Vektoren O # v € R” sind zugehorige
Eigenvektoren.
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(b) Fiir eine Diagonalmatrix

d 0 0

D 0 d 0

0o - 0

0 0 d,
gilt Dej = djej. Die Diagonaleintriige dy,...,d, sind also Eigenwerte von
D und die Einheitsvektoren ey,...,e, € R" sind zugehorige Eigenvektoren.

Offenbar sind auch ae; fiir 0 # a € R ein Eigenvektor zu d; und im Falle
zweler libereinstimmender Diagonaleintriige d; = dy ist auch e+ ey (sowie
Jjede andere nicht-triviale Linearkombination) ein Eigenvektor zu d.

()
2(0)=G)=2(0) e 2= @) (V)

A besitzt also den Eigenwert 2 und G

(c) Fiir die 2 x 2-Matrix

gilt

) ist ein zugehoriger Eigenvektor, und

1

vektor. In beiden Fiillen sind auch wieder alle nicht-trivialen Vielfachen von

G) bzw. (_11> zugehorige Eigenvektoren.

A besitzt auflerdem den Eigenwert 0 und ist ein dazugehoriger Eigen-

Definition und Satz 3.49
A € R ist genau dann Eigenwert der Matrix A € R™", wenn

det(AI—A) =0.
Die Eigenwerte von A sind also genau die Nullstellen der Abbildung
pa: R—=R, x~ p(x):=det(x] —A).
pa ist ein Polynom vom Grad n und heifst charakteristisches Polynom.

Beweis: Ist A € R ein Eigenwert von A, dann existiert 0 # v € R”, so dass
Av = Av. Es ist also (Al —A)v = Av—Av = 0 und damit v € 4 (A] — A). Dies
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zeigt A (Al —A) # 0, nach Folgerung 3.32 ist also die Matrix A/ — A nicht injek-
tiv und deshalb (nach Bemerkung 3.46) det(Al —A) = 0.

Ist umgekehrt det(Al — A) = 0 dann ist (wiederum nach nach Bemerkung 3.46)
die Matrix A1 — A nicht bijektiv. Da A — A eine quadratische Matrix ist, folgt aus
Folgerung 3.32, dass sie nicht injektiv ist und daher .4 (Al —A) # 0 gilt. Es gibt
also ein 0 # v € A (Al —A) und dieses erfiillt dann (A —A)v = 0, also

Av = Av.

Die Eintrdge von x/ — A sind Polynome vom Grad 1. Die Leibniz-Formel (3.4)
zur Berechnung von py(x) = det(x] — A) enthélt daher Summanden, die jeweils
Produkte aus n Polynomen vom Grad 1 sind. Insgesamt ist deshalb p4 € IT,,. [

Beispiel 3.50
(a) Fiir
11
(1)
ist
-1 -1
pa(x) =det(x] —A) = x_l o1 ‘:(x—l)z—l.

Es ist
0=pa(x)=(x—12—1 = 1=(x—1)? <= x—1=+1 < xe{0,2}.

Die Eigenwerte von A sind also 0 und 2.

5=(i )

erhalten wir analog pg(x) = (x—1)? 4+ 1 und dieses besitzt keine reellen Null-
stellen. Mit einer in der Folgevorlesung eingefiihrten Erweiterung der reellen
Zahlen zu den sogenannten komplexen Zahlen, lassen sich fiir B jedoch kom-
plexe Eigenwerte angeben.

(b) Fiir

3.4.2 Eigenwert- und Singulirwertzerlegung

Wir stellen noch eine in der Informatik sehr wichtige Anwendung von Eigenwer-
ten vor.
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Die Eigenwertzerlegung symmetrischer Matrizen. Eine quadratische Matrix
A € R™" mit A = AT heiBt symmetrisch. Man kann zeigen, dass fiir eine symme-
trische Matrix n reelle (moglicherweise gleiche) Eigenwerte

M>>... >4
und zugehorige Eigenvektoren
Vi, v €RY, omit  Av; = Ajv;,
existieren, so dass die Vektoren vy, ...,v, eine ONB des R” bilden, d.h.

0 firj£k
T, _ /.. _ J s
vak—<vf’vk>—{1 fiir j— k.

Jedes x € R" ldsst sich in diese ONB entwickeln, also
x=xvi+xv2+...+x,v, mit xp,...,x, € R.
Aus der ONB-Eigenschaft folgt

vJT~x = va~(x1v1 +x0v2 4. X)) =X

Dabher ist
n n n n

Z lejVJT-x: Z ;Lijvj = ZA(ijj) —A ijvj — Ay

J=1 j=1 j=1 =1
Dies gilt fiir alle x € R", so dass

n
A=Y Ay €RV
j=1

Man nennt diese Darstellung die Eigenwertzerlegung oder Diagonalisierung der
symmetrischen Matrix A und schreibt sie auch in der Form

A - 0
A=VDVT wobei D=|: -.. :|eR™",
0 - A,
und V = (vi -+ v,) € R spaltenweise die Eigenvektoren vy,...,v, € R"

enthalt. Nach Definition und Satz 3.38(d) ist V unitir und VI = V! Insbesondere
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ist A invertierbar genau dann, wenn alle Eigenwerte von Null verschieden sind und
in dem Fall gilt

At=vD vl mit Dl'=|[: . | RV

Auch fiir manche nicht-symmetrische Matrizen lésst sich so eine Eigenwertzerle-
gung angeben. Dies ist (selbst nach Einfithrung komplexer Zahlen) jedoch nicht
immer moglich. Beispielsweise besitzt

01
(0 o)
nur den Eigenwert 0, deshalb wire in obiger Darstellung die Matrix D und damit

auch die Matrix VDV! immer die Nullmatrix.

Die Singulirwertzerlegung allgemeiner Matrizen. Auch fiir den allgemeinen
Fall moglicherweiser nicht-symmetrischer oder nicht-quadratischer Matrizen ldsst
sich eine weitgehend analoge Zerlegung herleiten. Diese beruht darauf, dass fiir
jedes A € R™*" die Matrix ATA € R™*" quadratisch ist und wegen Satz 3.26(d)

(ATA)T = AT (ATHT = AT 4,
die Matrix ATA € R™*" auch symmetrisch ist. Es gibt daher n Eigenwerte
M>h>... >4
von AT A und eine zugehorige ONB aus Eigenvektoren des R”
Vi,...,vp €R" mit ATAvj =Ajv;.

Firalle j=1,...,n gilt

0< HAVJH2 (Av;) (AVJ)—VTATAVJ—V (Ajv;) = At ivi=A4j,
die Eigenwerte A sind also alle nicht-negativ, aber moglicherweise Null. Bezeich-

ne p die Anzahl der von Null verschiedenen A ; und definiere fiir diese j=1,...,p
Eigenwerte

1
O'jizwlj>0 und uj::—AvjelRm.
Oj
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Die u; sind orthonormiert, da

u,{uj = %\/,{ATAVJ- = %v,{vj = { (1) 1{3; j i ]Z’
AuBerdem gilt

Avj=ocu; und A'uj=o; firallej=1,...,p.
Fiir k > p folgt aus A; = 0 auch

|Ave||3 = viATAvg = 4wl v =0 und damit Ay = 0.

Wie bei der Eigenwertzerlegung erhalten wir deshalb
p
A= Z Gjujvjr c R™"
j=1

und dies konnen wir auch in Matrixform schreiben als

op - 0
A=UDVT wobei D=|: -.. : | eRP*P,
() Gp

und U € R"™*P und V € R"*P spaltenweise die Vektoren uy,...,u, € R™ bzw.
Vi,...,vp € R" enthalten. Dies heif3t auch Singuldrwertzerlegung (SWZ)?

Eine unmittelbare Anwendung der SWZ besteht in der Beschleunigung der Ma-
trixmultiplikation. Die Multiplikation einer Matrix A € R™*" mit einem Vektor
x € R" benotigt mn Multiplikationen (der Einfachheit halber zidhlen wir nur die-
se). Besitzt A nur wenige von Null verschiedene Singuldrwerte 61 > ... > 6, >0
(oder lassen sich im Rahmen der benétigten Genauigkeit alle anderen auf Null
setzen), so bendtigen die Multiplikationen

x—=Vix—DVix—UDV x

nur np + p +mp Multiplikationen (und sogar nur (n+m)p, falls die Multiplikation
UD vorberechnet wird) und liefern das gleiche Ergebnis Ax = UDV ' x bzw. eine
gute Approximation falls kleine Singuldarwerte auf Null gesetzt wurden.

“Dies ist die sogenannte ¢konomische Variante der SWZ. Fiir manche Anwendungen ist es
zweckmiflig V mit den Spalten v, ,...,v, zu einer R"*"-Matrix zu erginzen, D mit Nullen zu
einer R™*"-Matrix aufzufiillen, und die u; zu einer ONB des ganzen IR zu ergédnzen und so U zu
einer R"*"-Matrix zu erweitern. U und V sind dann jeweils quadratisch und unitér.
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Die SWZ liefert auBerdem ein einfaches Verfahren zur Bildkomprimierung. Ent-
hilt A € R™*" die Werte eines Graustufenbildes mit m x n-Pixeln (oder eines
Farbkanal eines Farbbildes), und werden alle bis auf p Singuldrwerte von A durch
0 ersetzt, so miissen zur Speicherung von U, V und D nur mp +np + p Zahlen ge-
speichert werden. In der folgenden Abbildung komprimieren wir so ein Logo der
GroBe 600 x 326 an und verwenden nur die grofiten 50 Singuldrwerte. Die Anzahl
der (bei naiver pixelweiser Abspeicherung) zu speichernden Zahlen reduziert sich
dabei auf ca. 24% des urspriinglichen Wertes.

G G
UNIVERSITAT UNIVERSITAT

FRANKFURT AM MAIN FRANKFURT AM MAIN
Original p = 50 Singuldrwerte
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