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1 Numerische Quadratur

1.1 Einleitung

Numerische Mathematik: Wie lasst sich ein konkretes mathematisches Problem prak-
tisch l6sen?

Dabei ist meist:
e das Problem durch eine praktische Anwendung motiviert
e der Einsatz von Computern notwendig/sinnvoll
e die Losung nur ndherungsweise moglich

Ziel: numerischer Algorithmus, d.h. ein (rechnergestiitztes) Verfahren, das eine gegen
die Losung konvergierende Folge von Approximationen erzeugt.

Beispiel: Berechnung des Integrals (numerische Quadratur)

einer gegebenen integrierbaren (z.B. stetigen) Funktion f : [a,b] — R und Grenzen
a,be R, a<b.

Im Allgemeinen lassen sich Integrale nicht in geschlossener Form lésen, z.B. spielen in
der Stochastik Integrale der Form
b
/ e dzx

eine wesentliche Rolle. Fiir die Gaup-Funktion f(x) = e~ ist jedoch keine (elementare)
Stammfunktion bekannt. Dartiber hinaus ist in vielen Anwendungen die zu integrierende
Funktion f gar nicht explizit bekannt, sondern es existiert lediglich ein Algorithmus mit
dem f(z) fir ein gegebenes x ausgerechnet werden kann.

Naive Losungsansitze:
e Zeichnen der Funktion auf ein Blatt Papier, ausschneiden und abwiegen
— einfach, keine Programmierkenntisse erforderlich
— hoher manueller Arbeitsaufwand, schwer automatisierbar
— Genauigkeit nur begrenzt steigerbar

e Approximation von f durch einfach integrierbare (z.B. stiickweise konstante oder
stiickweise lineare) Funktionen
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— Computer-implementierbar

— prinzipiell beliebig hohe Genauigkeit moglich

1.2 Erste Quadraturverfahren
In diesem Kapitel seien stets a,b € R, a < bund f : [a,b] — R integrierbar.

1.2.1 Mittelpunkts- und Trapezformel

e Mittelpunktsformel:

[ fayar = (b - a)s ( . b) — Mlf

e Trapezformel:

Nb—a b—a

| f@)de ~ 252 fla) + 5

fb) =Tl

Zusammengesetzte Formeln: Zerlege [a,b] in n gleich grofie Teilintervalle:

h—
ri:=a+ (G—1)h, i=1,...,n+1, h:= ¢

n

e Zusammengesetzte Trapezformel:

Tit1

/abf(x)dx:i/xi f(x)dx
~ Z:L:W (f(zs) + f(2ig1))
- Zf(a) —f-hzn:f(wz) + Zf(b) = Tn[ﬂ

=2

Wir bezeichnen mit C*([a, b]), k € Ny die Menge aller auch iiber die Randpunkte hinweg
k-mal stetig differenzierbaren Funktionen, also

C*([a,8]) == {flp : [ € C*R)}.
AuBlerdem sei fiir f € C([a,b]) := C°([a, b))
£l 7= max |f ()]

a<z<b

die Mazimumsnorm iiber dem Interval [a, b][T]

In der Analysis zeigt man, dass dies tatsiichlich eine Norm auf dem Vektorraum C([a, b]) ist. C([a, b])
ist bzgl. dieser Norm vollstandig.
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Satz 1.1 (Fehler der Trapezformel)
Sei f € C*([a,b]). Dann gilt

"

1] - T <

Beweis: Wir betrachten zuerst n = 1. Es ist

M- = [ @) de — 52 (5(a) + 70)

-/ b ( f@+ [ 1w dt) dz — ”_2“<f<a> + £ ()
=P - g0+ [ [ P aras

{(z,t) : a<z<b a<t<z}={(x,t) : a<t<b t<x<b}

// dtdx_//f £) dzdt = /f )b —1)d

Zusammen mit f(a) — f(b) = — [7 f'(t) dt erhalten wir

z/abf’(t)< )dt NG (b” t)dt-

Nun verwenden wir, dass —i(t — a)(¢ — b) eine Stammfunktion von %% — ¢ ist, und
erhalten durch partielle Integration

Mit

folgt

1A=l =5 [ 70 - -5
und damit
1) = TS < G 1 [ 16— ) = B)]
= 1 [ = )~ p)a

1
= 15 1" oy (0 = 3ab® +30%b — a*) = ||f”|| (b= ).
Wir verwenden dieses Ergebnis jetzt fir jedes Teilintervall [z;, x;11], ¢ = 1,...,n und
erhalten
"1
1) = Tl £ 3 35 1 N B < 35 1 Ny o

b—a
= 19 ||f”H[a,b] h?. [



KAPITEL 1. NUMERISCHE QUADRATUR

1.2.2 Allgemeine Quadraturverfahren

Satz zeigt, dass der mit dem Trapezverfahren ermittelte Wert (im Grenzwert der
Verwendung unendlich vieler Teilintervalle) gegen den wahren Wert des Integrals konver-
giert. Dariiberhinaus erméglicht es Satz [I.1], die Konvergenzgeschwindigkeit abzuschét-
zen (zumindest asymptotisch, d.h. bis auf die oft unbekannte multiplikative Konstante
" H[a,b]): Eine Verdopplung der Anzahl der Teilintervalle bewirkt eine Viertelung des
Fehlers.

Um noch schnellere Verfahren zu entwickeln, betrachten wir einen allgemeinen Ansatz
fir eine Quadraturformel (). Es liegt nahe, dass () nur endlich viele Auswertungen der
Funktion f(x;) benutzen sollte (die Auswertungspunkte x; € [a,b], i = 1,...,m nennen
wir Knoten). AuBerdem sollte () linear von den Werten (f(z;))i=1,..» abhingen. Wir
machen daher den Ansatz

)= [ fa) e~ Y wf(a) = QLA

mit Gewichten w; € R.

Wie bei der Trapezformel erhalten wir aus einer Quadraturformel ein (zusammenge-
—a

setztes) Quadraturverfahren Q,, indem wir [a,b] in n-Teilintervalle der Linge h = bT
unterteilen, in denen wir jeweils die Quadraturformel anwenden.

Meist konnen wir ohne zusétzlich Aufwand das noch etwas allgemeinere Problem behan-
deln, ein Quadraturverfahren fiir Integrale der Form

b

0] = [ f@)w(e)do

a

mit einer festen Gewichtsfunktion w(x) zu entwickeln. Im gesamten Kapitel sei dabei
stets w € C([a,b]) und w(z) > 0 fir = € (a,b) [

Fir die Gewichtsfunktion w = 1 néhert die Trapezformel die zu integrierende Funktion
durch eine lineare Funktion (also ein Polynom vom Ho6chstgrad 1) an und verwendet das
Integral dieses Polynoms als Naherung an I[f]. Ist f selbst ein Polynom vom Grad 1, so
liefert dieses Vorgehen bereits den exakten Integralwert. Dies motiviert:

Definition 1.2
Fine Quadraturformel Q fir das Integral I[-; w] hat Exaktheitsgrad ¢, falls sie Polynome
vom Hochstgrad q exakt integriert, also

Qlp] = Ilp;w] Vp el

wobei 11, der Raum der Polynome (mit reellen Koeffizienten) vom Héchstgrad q ist.

Fiir die Gewichtsfunktion w = 1 besitzt die Trapezformel also Exaktheitsgrad ¢ = 1.

2Achtung: Zwischen den Gewichten w; der Quadraturformel und der Gewichtsfunktion w(z) besteht
kein unmittelbarer Zusammenhang. (Aber natiirlich wird in die Bestimmung optimaler Gewichte
die Aufgabenstellung und damit a, b und w(z) einflieBen.)
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1.3 Polynominterpolation

Um Verfahren hoheren Exaktheitsgrades zu konstruieren werden wir die zu integrierende
Funktion durch ein Polynom hoheren Grades approximieren. Dazu betrachten wir die
folgende Interpolationsaufgabe.

Gegeben seien m Knoten z; und Werte y;, i« = 1,...,m. Gibt es ein Polynom p, das
diese Werte interpoliert, d.h.

plz) =y Vie{l,...,m}?

Bemerkung 1.3 (Naheliegender Ansatz)
Wir schreiben das zu bestimmende Polynom als

p(z) = ap + arw + apr? + ..+ gt € T,

und versuchen die Koeffizienten «q,...,ar € R so zu bestimmen, dass die Interpolati-
onsbedingungen erfillt sind.

Wir erhalten m lineare Gleichungen

o+ onm a4+ apal =pl) =y, i=1,...,m,
fir die k + 1 Unbekannten ay,...,ar € R. Im Allgemeinen kénnen wir Losbarkeit ab
k+1 > m erwarten. Wir versuchen also k := m — 1 und schreiben das lineare Glei-
chungssystem in Matriz- Vektor-Form
L B ap m
R SR oy | o
20zl amt Q1 Ym

Die Matriz ist aus der Linearen Algebra bekannt als Vandermonde Matrix. Mit vollstin-
diger Induktion ldsst sich zeigen, dass ithre Determinante gegeben ist durch

T (ze—ay).

1<j<k<m

Sind die Knoten paarweise verschieden, dann ist die Matriz invertierbar. Das Glei-
chungssystem fiir die Koeffizienten von p besitzt dann also genau eine Lésung, d.h. es
existiert genau ein Interpolationspolynom p € 11,1 fiir m vorgegebene (paarweise ver-
schiedene) Interpolationswerte.

Der naheliegende Ansatz fiihrt also zum Erfolg. Es gibt aber einen noch einfacheren
und expliziteren Weg, das Interpolationspolynome zu konstruieren, wie wir im folgenden
zeigen.
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Definition 1.4
Zu einem Gitter aus m paarweise verschiedenen, aufsteigend angeordneten Knoten

A ={x1,x9,..., 25} CR, T < Xo < ... < Ty

definieren wir das Knotenpolynom

j=1 Li = Lj
G
Offenbar gilt fir allei,j =1,...,m
e =dyi={ o Hi2 )
und man rechnet leicht nach, dass
w(z)

Satz 1.5 (Interpolationspolynom)
Zu einem Gitter

A={x,29,...,2,} CR, T <29 < ... < Ty

und Werten y; € R, i = 1,...,m existiert genau ein Interpolationspolynom vom Hdchst-
grad m — 1, d.h. genau ein

pell,y mitplx)) =y, Yi=1,....m
namlich .
p(x) = yili(x).
i=1

Beweis: Aus (1.1]) folgt sofort, dass

p(x) = ﬁ:yzlz<x) ell,,

die Interpolationsaufgabe 16st.

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, seien p,q € I1,,_; zwei Interpolationspolynome. Dann
besitzt die Differenz p — ¢ € 1l,,_1 m verschiedene Nullstellen, p — ¢ muss also das
Nullpolynom sein. U
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Bemerkung 1.6
(a) Jedes Polynom p € 11,1 interpoliert seine eigenen Funktionswerte y; = p(x;). Aus

Satz[1.5 folgt also

m

p(x) =Y p(x:)li(x) Yp € Ty (1.2)
i=1
(b) Der Polynomraum 11, bildet offensichtlich einen Vektorraum der Dimension m.
Eine Basis bilden z.B. die Monome (2°, 21, 2%, ... 2™ 1).

Satz zeigt, dass auch die Lagrange-Grundpolynome (li(z),...,l,(z)) eine Ba-
sis des 11,,_1 bilden. (Die Erzeugendeneigenschaft folgt aus und die lineare
Unabhingigkeit aus (1.1).)

Satz 1.7 (Interpolationsfehler)
Sei f € C™([a,b]) und p € 1,,,_1 das Interpolationspolynom zu m paarweise verschiede-
nen Knoten
T1,..., Ty € la,b], T < Ty < ...< Ty,
und Werten y; = f(x;), 1=1,...,m.

Dann gibt es zu jedem x € [a,b] ein & € [min{x, z1}, max{x,z,,}| C [a,b] mit

Fm(g)
fa) — o) = T ).
Beweis: Fiir z = z; ist die Behauptung offenbar richtig. Sei also x # z;, i =1,...,m.
Betrachte (zu diesem festen ) die Funktion
w(t)
h(t) = f(t) — p(t) — ——= - t
(0= 10 =p) = S50 @) = ple). 1R

h € C™([a,b]) und h besitzt (mindestens) m + 1 verschiedene Nullstellen ¢ = z;, i =
1,...,mund t = x. Zwischen je zwei benachbarten Nullstellen, also an (mindestens) m
verschiedenen Werten im Intervall I := [min{x, 1}, max{z, x,,}], liegt nach dem Satz
von Rolle eine Nullstelle der Ableitung h’'(t). Zwischen je zwei benachbarten Nullstellen
der Ableitung, also an (mindestens) m — 1 verschiedenen Werten in /, liegt wiederum
nach dem Satz von Rolle eine Nullstelle der zweiten Ableitung h”. Wir fahren so fort
und erhalten m — 2 verschiedene Nullstellen von A", m — 3 verschiedene Nullstellen von
h® | usw., und schlieflich eine Nullstelle £ € I von h(™.

Wegen p € II,,,_; ist p(™ = 0. AuBerdem ist

w(z) = H(x —x;) =2 +q(z), mitqgell,
i=1

und damit w™ (z) = m!. Es folgt, dass

0="h" (&) = fr™(&) — ——(f(z) —plx)). O
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Bemerkung|1.8

(a)

(b)

Aus Satz|1.7 folgt nicht, dass der Interpolationsfehler fir m — oo gegen Null kon-
vergiert. Tatsdchlich lassen sich selbst auf dquidistanten Gittern Beispiele konstru-
ieren, bei denen das Interpolationspolynom nicht punktweise gegen die interpolier-
te Funktion konvergiert. In der Prazis beobachtet man bei hohem Interpolationsgrad
unerwiinschte starke Oszillationen zwischen den Interpolationspunkten (vgl. Ubungs-
aufgabe 4 auf Blatt 2).

Aus Satz[1.7 folgt aber

. H f(m) @bl m
£(2) — pla)] < b a

Fiir festes m konvergiert der Fehler also fiir kleiner werdende Intervallbreite (b—a) —
0 gegen Null, und m steuert, wie schnell dies geschieht.

In vielen Teilgebieten der Numerik werden deshalb Funktionen nicht global durch ein
Polynom maglichst hohen Grades angendhert, sondern auf maglichst kleinen Stiicken
durch Polynome vom festen (oder an die Grifle der Sticke angepassten) Grad ap-
prozximaiert.

Hermite-Interpolation: Die Interpolationsaufgabe lisst sich verallgemeinern zu der
Aufgabe zu f € C™([a,b]) und Knoten

1 <Te<...<Tny
ein Polynom p zu finden, das f und seine Ableitungen interpoliert, d.h.

p () = f9(z;), firallej=0,...,Ji—1€Ny, i=1,...,m.

Es ldsst sich zeigen, dass auch fir diese Aufgabe genau ein Interpolationspolynom
p € Iy _1 ewistiert, wobei der Hiochstgrad M — 1 € Ny der entsprechend der Anzahl
der Ableitungen mehrfach gezihlten Knotenanzahl entspricht,

Mit dem entsprechend definierten Knotenpolynom

m

w(z) = [](z — z;)" € Iy

i=1

folgt analog Satz[1.7] die Fehlerabschdtzung

(M)
£(@) — pla) = Ty

mit einem § = () € [min{z, zo}, max{z, z,}| C [a, b].
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1.4 Newton-Cotes Formeln

1.4.1 Konstruktion und Fehlerabschatzung

Es gelte weiterhin, dass a,b € R, a < b. f : [a,b] — R integrierbar seien und fiir
w € C([a,b]) gelte w(z) > 0 fir z € (a,b).

Wir kehren zurtick zur Aufgabe, eine Quadraturformel mit moglichst hohem Exaktheits-

grad zu entwickeln fiir
b

11f50] = [ flzyw(z) do.

a

Idee:

e Wir wihlen ein Gitter von Knoten

A ={x1,29,...,2n} C [a,b], T < Ty <...<Ty, meN.

e Wir interpolieren auf diesem Gitter die Funktionswerte durch ein Interpolations-
polynom, d.h. wir bestimmen

pell,y mit p(z)=[f(x) Yi=1,...,m.

o Wir verwenden das Integal {iber das Interpolationspolynom p als Naherung fiir das
Integral iiber die Funktion f:

b b

flayo()de ~ [ payw(@)da

a

1ifiu] = [

a

Mit der expliziten Darstellung von p aus|1.5|erhalten wir mit dieser Idee die Quadratur-
formel

=3 [ et de ) = 3w

=lw;

Aufgrund der Konstruktion erwarten wir, dass der Exaktheitsgrad von () (mindestens)
m — 1 betragt. Tatséachlich ist dies die einzige Moglichkeit (zu gegebenen Knoten) einen
so hohen Exaktheitsgrad zu erhalten:

Satz 1.9
Q] sei eine Quadraturformel mit Knoten

{z1,29,..., 2} C [a,b], T <x9 < ...< Ty, mEeN,
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und Gewichten w; € R, i =1,...,m, also
= Z w; f (%)
i=1
Q@ hat genau dann Ezaktheitsgrad ¢ > m — 1, wenn fir die Gewichte gilt, dass

w; :/abli(x)w(:c) de, i=1,...,m. (1.3)

Beweis: Die Quadraturformel habe Exaktheitsgrad ¢ > m — 1. Dann integriert sie
insbesondere die Lagrange-Grundpolynome [; € II,,_; exakt, also

/ab L(2)w(z)de = Q[l] = iwizj(xi) —w;, j=1,...,m.

Um die Riickrichtung zu zeigen, sei f € Il,,,_;. Dann ist f ein Interpolationspolynom zu
seinen eigenen Funktionswerten y; := f(z;), ¢ = 1,...,m. Aus Satz folgt, dass

:if(m li(z

i=1

Erfiillen die Gewichte die Bedingung (|1.3)), so folgt wie oben
Ml = [ feyw d:c—/zfxu () da
—Z/ x)dx f(z;) Zwl z;) = Q[f]

=w;

f €1l,, 1 wird also exakt integriert. O

Benlerkung 1.10
Satz|1.9 ldsst sich auch wie folgt interpretieren (und beweisen). Die Abbildungen

wl: f— /ab f(z)w(r)dz

Qll: fr f:lwzf(xz)

sind lineare Abbildungen von dem Vektorraum 11,,_1 nach R. Sie stimmen also genau
dann auf 11,1 tiberein, wenn sie auf einer Basis des I1,,_1 tibereinstimmen.

Die Bedingung ist dquivalent dazu, dass
Q] =Ili;w] Vi=1,...,m

und die Lagrange-Grundpolynome l; bilden nach Bemerkung (b) eine Basis des I1,, 1.

10



1.4. NEWTON-COTES FORMELN

Aus Satz[1.7] erhalten wir die folgende Fehlerabschitzung:

Satz 1.11
Set f € C™([a,b]) und Q[] sei eine Quadraturformel mit Knoten

{z1,29,..., 2} C [a,b], T <x9<...< Ty, meEN,
und Gewichten gemaf .
Dann gilt
|7
1750] - QLAY < = [ fu(a)
wobei w(x) =11t (z — x;) das Knotenpolynom ist.

Beweis: Sei f € C™([a,b]) und p € I1,,_; das Interpolationspolynom mit p(z;) = f(z;)
fur alle ¢ = 1,...,m. Aus Satz[L.7] folgt, dass

|7

(@) = pla)] < =P w(z)| Vo € [a,b]

Wegen Satz [1.9)ist Q[f] = Q[p] = I[p; w] und damit
1750) = QU = 11f — prll < [ 1) — pla)fun(r) da

Hf(m) b [°
< T/a lw(z)|w(z) de. O
Bemerkung 1.12

(a) Aus einer Quadraturformel Q@ erhalten wir ein (zusammengesetztes) Quadraturver-

fahren Q,, indem wir [a,b] in n-Teilintervalle der Linge h = b*Ta unterteilen, in

denen wir jeweils () anwenden. Mit Satz konnen wir den Fehler auf jedem der
n Teilintervalle abschdtzen durch

e

[a,b] m
Thh Hw“[a,b}

und wir erhalten die Fehlerabschdtzung

[I[f;w] = Qulf]] <

Fiir festes (hinreichend glattes) f fallt der Fehler (mindestens) so schnell wie h™.
Den Exponenten m bezeichnet man auch als Konsistenzordnung des Verfahrens.

Hw“[a,b} (b o a) (m)
m)! H

[a,0]

(b) Im Fall w = 1 und dquidistanter Knoten a = x1 < ... < x,, = b heiflen die gemdf
Satz aufgestellten Quadraturformeln (abgeschlossene) Newton-Cotes-Formeln.

(c) FEs ist nicht gesichert, dass die gemafs aufgestellten Gewichte positiv sind. Bei
den (abgeschlossenen) Newton-Cotes-Formeln treten ab m = 8 Knoten erstmalig
negative Gewichte auf.

11



KAPITEL 1. NUMERISCHE QUADRATUR

1.4.2 Beispiele: Trapez- und Simpsonformel

Die Trapezformel besitzt die Knoten 27 = @ und xo = b und integriert (bzgl. der Ge-
wichtsfunktion w = 1) Polynome 1. Grades exakt. Die Trapezformel ist also die abge-
schlossene Newton-Cotes-Formel mit zwei Knoten.

Wir bestimmen nun die abgeschlossene Newton-Cotes-Formel S[-| mit drei Knoten. Sie

besitzt die aquidistanten Knoten

a+b
2

und Gewichte gema$ (|1.3]). In diesem einfachen Fall lassen sich die Gewichte schneller
per Hand bestimmen, indem wir ansetzen

T =a, Ty= , x3=2"b

a+b

Sl = wnfla) + v

) + w3 f(b)

und wy, wo, w3 € R so bestimmen, dass

firp=1,p=(r—a)und p = (x — a)(x — b) gilt. Offenbar bilden auch diese drei
Polynome eine Basis des Iy, so dass aus der Linearitdt von S[-] und /]| dann der
gewiinschte Exaktheitsgrad 2 folgt (vgl. Bemerkung [1.10)).

Wir erhalten
Wy + wWo + w3 = S[l] I[[l]
b
= lde=b—a

wa(b— )/2 + ws(b— a) = Sz —a] = I[z — ]
- /ab(x—a)dx — (b—a)?/2
—wy(b—a)’/4 = S[(z — a)(x — b)] = I[(z — a)(z — )]
- /ab(x—a)(x— b)da = (a — b)*/6
und damit wy = 2/3(b — a), wy = 1/6(b — a) = w;. Insgesamt ergibt sich

/abf(x)dsz[f] = b;a (f(a)+4f (a;b> +f(b)>,

die sogenannte Simpson-Formel.

Fir das zusammengesetzte Simspon-Verfahren zerlegen wir [a, b] in n Teilintervalle und
wenden auf jedem Teilintervall die Simpsonformel an. Abweichend von der bisherigen
Notation nummerieren wir die Knoten tiber alle Teilintervalle hinweg und verwenden

h:=({b-a)/2n, undz;:=a+(i—1)h, i=1,....2n+1.
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Damit ist

h
3

/ab f(x)de ~ S (f(a) + 4f (v2) + 2f (w3) + 4f (x4) +

+2f(zan-1) + 4f (22n) + f (b)) =: Sn[f]

Die Simpson-Formel ist sogar noch besser als sich aus der Konstruktion erwarten lasst.
Sie hat aufgrund ihrer Symmetrie den Exaktheitsgrad 3. Es ist ndmlich

o))

Einen hoheren Exaktheitsgrad besitzt sie nicht, fiir a = —1 und b =1 ist

Iz% :/_11374dm: ? # ?) = S[aY.

Entsprechend erhalten wir auch eine héhere Konsistenzordnung;:

Satz 1.13
Sei f € CY([a,b]), n € N und h := %%, Dann gilt
b—a
_ e I C)) 4
1) = Sulfll < g |17y 2

Beweis: Sei [c,d] eines der n Teilintervalle der Breite 2h, auf die die Simpson-Formel
angewandt wird. Nach Ubungsaufgabe 2 auf Blatt 2 existiert ein Polynom p € I3 mit

wo=ro. »(57) =1 (57,
pr= @, o (0) = r (457,

Mit dem Knotenpolynom w = (x—c)(z—d) (x - #)2 folgt aus Satz|1.7|und Bemerkung
L8
A

@) =pla)] € = wl(@)| Vo€ led

und damit

( )Hf

Mit % = h folgt die Behauptung durch Summation tiber alle Teilintervalle. 0J

[a,b]

13



KAPITEL 1. NUMERISCHE QUADRATUR

1.5 GauB-Quadratur

1.5.1 Exaktheitsgrad und Orthogonalpolynome

Es gelte weiterhin, dass a,b € R, a < b, f: [a,b] — R integrierbar seien. Fiir die Ge-
wichtsfunktion gelte w € C([a, b)), w(z) > 0 fir z € (a,b) (beachte aber Bemerkung
am Ende dieses Abschnitts).

Wir betrachten wieder unseren allgemeinen Ansatz fir eine Quadraturformel Q']

m

[ F@yete)de = 11f0) ~ QY = S wf ()

i=1

mit Knoten
{x1,29, ..., 2} C [a, ], T <29 < ...< Ty, mEN,

und Gewichten w; € R, i=1,...,m.

Aus Satz wissen wir, dass wir fiir jede Wahl der Knoten stets mindestens Exakt-
heitsgrad m — 1 erreichen konnen und zwar genau dadurch, dass wir die Gewichte geméaf3
(1.3]) wéhlen.

In diesem Abschnitt untersuchen wir, welche Wahl der Knoten (zusammen mit geméaf
(1.3) gewéhlten Gewichten) optimalen Exaktheitsgrad liefert.

Wir benotigen noch ein Hilfsresultat aus der Analysis.

Lemma 1.14
Sei g € C([a,b]) nichtnegativ. Dann ist

b
/ g(x) =0 genau dann wenn g = 0.

Beweis: Um die nicht-triviale Implikation zu zeigen, sei g # 0. Dann existiert £ € (a, b)
mit g(&) > 0. Zu § := g(£)/2 > 0 existiert dann wegen der Stetigkeit ein € > 0, so dass
gx) >dfurz e (£ —€,E+¢€) Cla,b]. Also ist

b £+6
/ g(x)dw > / g(x)dz > 2¢d > 0. O
a E—e

Jetzt konnen wir den hochstmoglichen Exaktheitsgrad angeben:

Satz 1.15
(a) Der Ezaktheitsgrad von Q]| ist héchstens 2m — 1.

(b) Q[-] hat genau dann Ezaktheitsgrad ¢ = 2m — 1, wenn fir das Knotenpolynom w =
1% (x — @) gilt

/abw(x)p(x)w(x) de =0 Vpell,, (1.4)

und die Gewichte w; durch Integration der Lagrange-Grundpolynome, also durch

, bestimmt wurden.

14



1.5. GAUSS-QUADRATUR

Beweis: (a) Wir betrachten das quadrierte Knotenpolynom w?(x) € Il,,. Hierfiir gilt
sz z -

Auf der anderen Seite ist w?(z)w(z) eine stetige, nichtnegative Funktion, die nicht
die Nullfunktion ist. Aus folgt also

Tw?; w] = /ab w(2)w(r)dz # 0 = Qw?].

Eine Quadraturformel kann es also niemals schaffen, ihr quadriertes Knotenpolynom
exakt zu integrieren.

(b) Der Exaktheitsgrad sei ¢ = 2m — 1. Dann miissen die Gewichte nach Satz der
Bedingung (1.3 gentigen. AuBerdem wird dann fir alle p € II,,_; das Polynom
pw € Ils,,_1 exakt integriert also

/ab w(z)p(z)w(z) de = I[pw; w] = Q[pw] = 0.

Um die Riickrichtung zu zeigen, seien die Gewichte und das Knotenpolynom so, dass

(1.3) und (1.4) erfillt seien. Offenbar bildet

(2 2, ™ (), rw(x), PPw(n),. .. 2™ w(T))
eine Basis des Iy, ;. Wegen (1.3|) werden die ersten m Basiselemente 20, ... 2™}

exakt integriert und (|1.4)) garantiert dass
. b .
I[P wyw] = / PYw(@)w(x)der=0=Q[rw] Vji=1,...,m—1.

Aus der Linearitat von Q[-] und [[-;w] folgt damit, dass @ Exaktheitsgrad 2m — 1
besitzt (vgl. Bemerkung (1.10)). O

Bemerkung 1.16 (Naheliegender Ansatz)

FEin naheliegender Ansatz ist es zu versuchen, die m Knoten xz; € [a,b] so zu bestimmen,
dass erfillt ist. Mit der Monom-Basis von 11, | ist aquivalent zu den m-
Gleichungen

/l_Igv—xZ r)r’dr =0 Vj=0,...,m—1

fiir die m Unbekannten x;. Die Gleichungen sind nicht-linear und es ist nicht klar, ob
tberhaupt eine Losung existiert. Dieser naheliegende Ansatz fiihrt also nicht zum Erfolg.

Setzen wir hingegen w wie in Bemerkung[1.3 als allgemeines Polynom in Il,, an, dann
ist micht klar, ob w von der Form [T, (x — x;) mit x; € [a,b], also ein geeignetes Kno-
tenpolynom ist. Der ndchste Satz zeigt, dass dies aber tatsdchlich immer der Fall ist.

15



KAPITEL 1. NUMERISCHE QUADRATUR

Satz 1.17
Erfillt ein Polynom w = ™ + ... € I, \ I,,,_1 die Bedingung (1.4]), dann besitzt es m
reelle, paarweise verschiedene Nullstellen, die alle im offenen Intervall (a,b) liegen.

Beweis: Nach dem Fundamentalsatz der Algebra existieren genau m (moglicherweise
komplexe und mit Vielfachheit gezdhlte) Nullstellen z1, ..., z,, € C.

Angenommen eine der Nullstellen wéare nicht reell, 0.B.d.A. sei dies z; € C\ R. Da
w reelle Koeffizienten besitzt, ist w(Z7) = w(x;) = 0, also ist ZT; eine weitere (von x;
verschiedene) Nullstelle. O.B.d.A. sei dies xo = 7. Es gilt also

m

w(a) = (= 21)(x —77) [[ (& — 22).

1=3

Da (z —x1)(z —T7) = 2? — 2Re(x1)x + |71|* ein Polynom mit reellen Koeffizienten, folgt
durch Polynomdivision (siehe z.B. [Fischer, Abschnitt 1.3.10]), dass auch das Polynom
p(z) = [ 4(z — x;) reelle Koeffizienten besitzt. w(z)p(x) ist daher ein reelles Polynom
und

w(z)p(z) = |x — 21*p(x)> >0 fiir alle v € R.

Da w(z)p(x)w(x) nur endlich viele Nullstellen besitzt, folgt aus|1.14] dass

b

/ w(z)p(z)w(z)dx > 0.
Fiir dieses p € I1,,,_» wére dann also die Bedingung (|1.4)) verletzt, womit gezeigt ist, dass
w nur reelle Nullstellen besitzen kann.

Dass die Nullstellen paarweise verschieden sind und in (a,b) liegen wird in Aufgabe 1
auf Blatt 4 gezeigt. O

Dank Satz konnen wir einen Ansatz wie in [1.3| verwenden, um Polynome zu finden,
die ((1.4)) erfillen. Es geht jedoch noch einfacher:

Bemerkung 118
Die Bedingung (1.4]) ldsst sich als Orthogonalitdtsbedinung interpretieren. Betrachte dazu

b
s (L) = g = [ f@)g@ue) do

Dies definiert ein Skalarprodukt auf dem Raum C([a,b]) (siehe Blatt 4, Aufgabe 2).

Fiir w € 11, ist Bedingung dquivalent dazu, dass (bzgl. dieses Skalarproduktes)

wl Iy, dh (wp)=0 Vpell, .

Aus der Linearen Algebra wissen wir, dass jedes linear unabhdngige System in ein
Orthogonal-System umgewandelt werden kann (etwa mit dem Gram-Schmidtschen-Or-
thogonalisierungsverfahren, vgl. z.B. [Fischer, Abschnitt 5.4.9])). So kénnen wir begin-
nend mit wy := 1 eine Folge von Orthogonalpolynomen w,, € II,, konstruieren mit
Wi € I, und wy,, L w; fiir alle j <m, also wy, L 11,,_4.
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1.5. GAUSS-QUADRATUR

Fiir jedes m erhalten wir so (mit den m Nullstellen von wy,, als Knoten und aus
bestimmten Gewichten) ein Quadraturverfahren, dass mit m Knoten den mazximal madg-
lichen FExaktheitsgrad 2m — 1 erreicht. Die so konstruierten Verfahren heiffen Gauf-
Verfahren.

Bemerkung 1.19

Man kann zeigen, dass alle bisher gezeigten Resultate auch unter der allgemeineren
Voraussetzung gelten, dass die Gewichtsfunktion w nicht-negativ und integrierbar ist,
und nur endlich viele Nullstellen besitzt.

1.5.2 GauB-Legendre-Formeln

Wir betrachten nun die Konstruktion der Gau-Verfahren fiir die Gewichtsfunktion w =
1 auf dem Intervall [—1,1], die sogenannten Gauf-Legendre-Formeln G,[-]. In diesem
Abschnitt bezieht sich Orthogonalitat immer auf das Skalarprodukt

(f.9) = /_11 f(z)g(z)dz.

Beispiel 1.20
(a) Fir die erste Gauf-Legendre Formel bendtigen wir ein Polynom wy € 11y, das senk-
recht auf allen Polynomen nullten Grades steht, also

1
/ wydzr = (wy,1) = 0.
~1

Wir erhalten w; = x mit der Nullstelle x1 = 0. Durch Integration des Lagrange-

Grundpolynoms (hier: l; = 1) erhalten wir wy = 2 und damit die erste Gaufs-
Legendre Formel, die Mittelpunktsformel
Gulf] = 2/(0)

mit Fxaktheitsgrad 1.

(b) Fiir die zweite Gauf-Legendre Formel suchen wir ein Polynom
wa(z) = 2° +ax + b €Il

mit 09)) 1 Hl, Mit

1
wedx =0
1

2/3+2b:/

1
2/3a :/ wrrdr =0

-1

erhalten wir wy(z) = x> — 1/3. Die Nullstellen sind

Ty = — ; Ty =

sl-
-

17



KAPITEL 1. NUMERISCHE QUADRATUR

Durch Integration der Lagrange-Grundpolynome, den Ansatz in Abschnitt[1.4.3 oder
eine schlichte Symmetrietiberlegung erhalten wir die Gewichte wy = 1 und wy = 1.
Die zweite Gauf3-Legendre Formel lautet also

oin-1{-2) ()
und besitzt Fxaktheitsgrad 3.

Auch fiir allgemeine m lassen sich die Orthogonalpolynome explizit angeben:

Definition 1.21
Die Funktionen

1 dam
P, (x) := — (2 —=1)™
(%) 2mm! dz™ (@ )
heiffen Legendre-Polynome. Offenbar gilt P,, € 11,,.
Satz 1.22
(a) Es ist
2m)!
P, (z) = (r<n')2)2 2™ +p(x) mitpell, o
(b) Es gilt

Insbesondere gilt also P, 1 11,, 4.

Beweis: (a) folgt aus

m m

Pule) = o (@ = D" = 20 (@™ +q(2)
=(@m)- ... (m+Da™ + ;Z;Q(x) = (2$)!xm+ ddn;q< )

wobei ¢ € Ily,,_o und p := C;i—mmq(a:) cIl,,_o.
(b) Das Polynom (2% — 1) besitzt n-fache Nullstellen in —1 und 1, es ist also
dn—j n—j

e (22 = 1)"pe 1 =0 = e (2> = 1)"p=1, j=1,...,1n

Durch partielle Integration erhalten wir deshalb

1
212" / Po(2) Po() dz

-1

1 gn ) dm
/1d:c"(x )" g (7~ )
1 qr— 1 ndm+1 ) .
__/1 dzm— 1 -1 d:cm“(x - 1)"dz

m—+n

=...=(-1)" /11(352 - 1)”dcim+n (2% —1)"dx

18



1.5. GAUSS-QUADRATUR

Aus (22 — 1)™ € Iy, folgt, dass
m-+n

W([E2 — ].)m =0 faHS n>m.

Es gilt also
1
/ Po(2) () do = 0

-1
fir m < n und (durch Vertauschung von n und m) auch fir m > n.

Fiar m = n ist

dm—l—n ) . d2m o |
g (= 1)" = Ty ("™ +...) = (2m)!
und damit ) C1ym@m)l
2 _ (=D)"@2m)! 2 1\m
[1 P (z)dx = 22 [1(x )™ de

Wiederum mit m-maliger partieller Integration erhalten wir

/1 (a;2—1)mdx=/1 (x = 1)™(z +1)™ da

-1

1
1 1
= — / ) T—H(l’ — 1)m+1m(l’ + ].)m_l d:(:

(_1)mm| ! 2m
B (m+1)-...-2m/—1(x_1) dr

()"’ -1
2m)!  2m+1

(—2)**

also insgesamt

1 —1D)mEm)! (=1)™(m)? -1 -
L Pr)Pu(a) do = ( (22%(1!)2) | ()27r§)! | 1t

Satz [1.22|(b) zeigt, dass die Legendre-Polynome die gesuchten Orthogonalpolynome zur
Gewichtsfunktion w = 1 sind. Verwenden wir ihre Nullstellen als Knoten (und wie tiblich
durch Integration der Lagrange-Grundpolynome gewonnene Gewichte), so erhalten wir
eine Quadraturverfahren mit maximalem Exaktheitsgrad!

Wir zeigen noch eine Fehlerabschéatzung fiir die m-te Gaufl-Legendre Formel:

Satz 1.23
Fir f € C*™([—1,1]) gilt

1] = Gulf)l < en [ 727

[7171}
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wobes

2 Am)t T —om
= 1 (@m)) S 2y )

wobei hier ,~7 im Sinne asymptotischer Gleichheit zu verstehen ist, d.h.

\/7_1— —2m -
em/ 2\/m(élm/e) — 1 fiirm — oc.

Beweis: Sei f € C?™(|—1,1]) Nach Ubungsaufgabe 1 auf Blatt 2 existiert ein Polynom
p € Ily,,_1, das f zusammen mit seiner 1. Ableitung in den Knoten x; der m-ten Gauf3-
Legendre Formel interpoliert, also

p(ml) = f(ffz), p’(xi) = f/(ZEZ) Vi=1,...,m.

Aus Satz und Bemerkung [1.8] folgt

Aus Satz|1.22(a) wissen wir, dass

@2 = 2205 o)

=1

und erhalten zusammen mit Satz [1.22|(b)

117 = Gulfll = 117 = Gl < [ 17(2) — pla)]
Hf(2m)
<

(2m)[!a7b] <(7Z;‘2;>2;m> /11 P2 (z)dx

B Hf@m) wy ((mH22m\? 2
o (2m)! 2m)! ] 2m+1

Fiir den zweiten Teil der Behauptung verwenden wir die Stirling-Formel (siehe z.B.

[Heuser, Abschnitt 96])
m! ~m™e "V 2mm

und erhalten
2 4m(m!)? 2 Am(m™me ™\ 2mm)!
€m = ~
2m +1((2m)1)3  2m + 1 ((2m)2me—2my\/4m)3

2 1 1 \/
= e2m VI VT (4m/e)~2™.
2m + 1 42m m2m 2 2/m
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1.5.3 Der Golub-Welsh Algorithmus

Die Nullstellen der GauB-Legendre Polynome und auch die Knoten der zugehorigen
GauBl-Legendre-Quadraturformeln konnen iiber die Losung eines Eigenwertproblems be-
stimmt werden. Hierflir bendtigen wir noch folgendes Resultat:

Satz 1.24
Die Legendre-Polynome geniigen der dreistufigen Rekursionformel

(m+1)Ppii(x) = (2m+ 1)z Py (z) — mP,_1(x), ¥YmeN

Beweis: Aus Satz[1.22|(a) wissen wir, dass

(2m + 2)!

m-+1 H
(m 1 iygmet s T Hm

(m+1)Pyi1(x) € (m+1)

2m)!
= (2m + 1)ﬂ$m+1 + 1L,y

(m!)22m
(2m + 1)zP,(z) € (2m + 1)x(7f!7;;)2!m ™ 4+ 1.
Es ist also
p:=m+1)Pn(z) — 2m+ 1)zP,(z) € I, 1. (1.5)

(Py, ..., Pyn_1) bildet eine Orthogonalbasis des II,,, ;. Wir entwickeln p in dieser Basis

m—1
p=> a,P,, a,€R
n=0

(p,Pn)
<P"l1Pn) ’

und erhalten fiur die Koeffizienten a,, =

Die Rekursionsformel ist bewiesen, wenn wir zeigen kénnen, dass

0 firn<m -2
Gy, = ;
—-m firn=m-—-1

Dazu verwenden wir

(p, Py = {((m+1)Ppy1 — (2m+ 1)z Py, Py)
= (m+ 1)(Ppi1, P) — 2m + 1){xP,,, P,)
=(m+1){(Pyi1,P.) — 2m+ 1)(P,,xP,).

Wegen P+, L 11,,, P, L 11, 5 folgt daraus direkt

a, =0 furallen <m - 2.
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Um a,, 1 auszurechnen, verwenden ({1.5) mit m — 1 statt m und erhalten

m
Pm— Pm Hm_
X 1+ om — 1 (x) € 2
und damit
a _ <p7 Pm—1> o _(2m+1)<Pm7$Pm—1>
m—1 — -
<Pm—17Pm—1> <Pm—17Pm—1>
—(2m+1)m (P, Py)
= = —m.
2m — 1 <Pm717Pm71>
wobei wir im letzten Schritt [1.22|(b) verwendet haben. O

Bemerkung 1.25
(a) Die Legendre-Polynome bilden ein Orthogonalsystem aber noch kein Orthonormal-
system bzgl. (-,-). Ein solches erhalten wir aber leicht durch Normierung. Fir

12 1
Qn = n/(Pn7Pn>1/2 = m2+ Pn € Hn

gilt offenbar (Qn, Qm) = Onm.-

Aus der Rekursionsformel fiir die P, erhalten wir

Y (@) = VI 1eQu(a) -

V2m £ 3 T =1 em1(@)

und damit
Brn1Qmi1(7) = 2Q(7) — BrnQm-1(x) Vm €N,

m

wobei ﬁm = \/ﬁ
(b) Auch fiir die Orthogonalpolynome zu allgemeinen Gewichtsfunktion w(zx) lassen sich
dhnliche dreistufige Rekursionsformeln herleiten, vgl. Aufgabe 2 auf Blatt 5.

Mit der Rekursionsformel kénnen wir die Knoten und Gewichte der Gauf-Legendre-
Verfahren durch ein Eigenwert-Problem beschreiben.

Satz 1.26
Wie betrachten die Matriz

0 5
B0 .
— . . mXxm =
A= i o B €R v Ba An2 — 1
5771—2 0 Bm—l
6m71 0
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Ay Am € R seien die Eigenwerte von A und oW o™ e R™ die zugehdrigen
Eigenvektoren, wobei v\ = (UJ(Z))?:l e R™.

Dann lautet die m-te Gauj$-Legendre Formel

AN 2
n 2 (v)
Gulf) =3 = FN)
iz v
12 AN 2
wobei ‘ v = i (vj(-z)) die Fuklidnorm ist. Insbesondere besitzen die Gauf$-Legendre
Formeln nichtnegative Gewichte.
Beweis: Knoten von G,,,: Wir schreiben die Rekursionsformeln fir @, firn =1,...,m—

1 in Matrix-Vektor-Form: Fiir jedes x € R gilt

Qo()
Qi(a) oA Qi(2)
€T . = : : : :
. BmfZ 0 Bmfl '
Qm-1(z) Qm-1(x)
ﬁm—l O Bm Qm('r)

Aus Qo(x) = \/g und Q4 (x) = \/gpl(a:) = 3z folgt, dass

1
rQo(z) = %Ql(i’f) = 51Q:1 (7).

Wir nehmen diese Gleichung in unser Matrix-Vektor-System auf und erhalten (fir alle
r € R)

0 b Qo()
Qo(z)
. Q1(z) _ & 'O ?2 5 Ql:(x)
%) " s G
Fir die Nullstellen z1, ...,z € (—1,1) von Q,, ergibt sich
0 S

Qo(fm) Qo(ﬂh‘)

B I O Qi(x)
Qm—.l () Pt 577(1)—1 ﬁwé_l Qm—.1<xi)

Jede Nullstelle z; von @Q,,, (bzw. P,,) ist also ein Eigenwert von A und

(Qo@) - Quoalw) )
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ist ein dazugehoriger Eigenvektor.

Da die Nullstellen paarweise verschieden sind und A hochstens verschiedene m Eigen-
werte haben kann, folgt daraus, dass die Eigenwerte von A genau die Nullstellen der

Legendre-Polynome (und damit die Knoten von G,,) sind.

Gewichte von G,,: Da m paarweise verschiedene Eigenwerte existieren, miissen die
zugehorigen Eigenrdume eindimensional sein. Jeder Eigenvektor v zum Eigenwert z;

ist also ein skalares Vielfaches von

( Qo(%‘) Qm—1($z‘) >T7
und damit gilt N
2(vi”)" 2Qu(@)? 1
@] X7 Q (x)? X, Qywi)?

Sei w; = fil l;(x) dx das i-te Gewicht von G,,. Wir miissen zeigen, dass

J=0 Q)
j=1
Hierzu entwickeln wir [; € 11,,_; in die Basis Qq, ..., Qm_1

—
= Z a,Qn(x) mit ag,...,a,_1 € R.

Fiir die Koeffizienten gilt

0 = (@l = T1Qul] = Gonl@ub] = 3 wsQulei () = wiQu(s),

wobei wir ausgenutzt haben, dass @Q),,l; € Ily,,_» exakt integriert wird.

Da auch l? € I, o exakt integriert wird, folgt

=1
m—1 m—1
2 2
= ap = W; Qn(z;)
n=0 n=0

also (|1.6)) und damit die Behauptung.
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2 Lineare Gleichungssysteme: Direkte
Verfahren

In diesem Kapitel betrachten wir das Problem, lineare Gleichungssysteme (LGS) zu
losen. Gegeben Koeffizienten a;; € C, ¢ = 1,...,m, j = 1,...,n und rechten Seiten
b; € € versuchen wir also n Unbekannte z; € € so zu bestimmen, dass die m Gleichungen

n
Zaijxj:ailxl—l—ai2x2+...+amxn:bi, Z:]_,...,m
=1

erfillt sind. In Matrix-Vektor-Schreibweise entspricht das dem Problem, x € C" so zu
bestimmen, dass

Az =1b
wobei
ayj; a2 ... Qip by T
A= | ™ fn | Cmr b= b,2 eC”, z= 2l eqn
m1 Am2 ... Qmp bm L,

Bemerkung 2.1 (Naheliegender Ansatz)

Aus der Linearen Algebra ist eine explizite Losungsformel fiir lineare Gleichungssysteme
bekannt, die Cramersche Regel. Sei A € C"*" invertierbar. Dann ist die Losung x =
(z7)j=; € C" von Az = b eintragsweise gegeben durch

Y7 det(A)

wobei A; € C™*" diejenige Matrix ist, die sich durch Ersetzen der j-ten Spalte von A
durch b ergibt.

Die Berechnung von x erfordert also
e 1+ 1 Determinanten von n X n-Matrizen
e 1 Divisionen

Mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz (,Entwicklung nach einer Zeile oder Spalte”)
erfordert die Deteminante einer einzelnen n x n-Matriz (n > 2)

e n Determinanten von (n — 1) x (n — 1)-Matrizen
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o n Multiplikationen
e n — 1 Additionen

also iber n! Operationen. Schon fiir moderat grofie n ist das ein in der Prazis nicht mehr
realisierbarer Rechenaufwand.

Wir werden in diesem Kapitel Verfahren studieren, die ein LGS mit O(n®) Rechenope-
rationen losen.

2.1 Die LR-Zerlegung

2.1.1 GauBsches Eliminationsverfahren: Ein Beispiel
In diesem Abschnitt ist stets m = n. Wir betrachten das einfache Beispiel

T+ X9+ .1'3:3,
x1 + 229 + 33 = 4,
I1+4$2+9LL’3:6,

11 1\ [z 3

1 2 3|z =14

1 4 9/ \x3 6
Zur systematischen Losung verwenden wir das Gaufsches Eliminationsverfahren: Wir
eliminieren x; aus der zweiten und dritten Gleichung, indem wir jeweils ein Vielfaches

der 1. Gleichung dazu addieren. In diesem Beispiel addieren wir (—1)mal die 1. Gleichung
zur 2. und zur 3. Gleichung und erhalten

T+ T+ TL’3:3, 1 11 xT1 3
To + 2ZE3 == 1, bzw. 01 2 To | = 1
3T + 8wz = 3, 0 3 8/ \x3 3

Nun verwenden wir die analog die 2. Gleichung um x5 aus der 3. Gleichung zu eliminieren,
d.h. wir addieren das (—3)fache der 2. Gleichung zur dritten:

T1+ T+ ZE3:3, 1 11 T 3
To + 2$3 = 1, bzw. 01 2 To | = 1
2x3 = 0. 0 0 2/ \x3 0

Das entstandene Gleichungssytem hat Stufenform. Wir kénnen nun x5 aus der dritten
Gleichungen bestimmen, damit dann x, aus der zweiten und schliefilich z; aus der 1.
Gleichung bestimmen (sogenannte Rickwdrtssubstitution):

ZL’3:0, ZE2:1, .171:2.
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2.1. DIE LR-ZERLEGUNG

2.1.2 Die LR-Zerlegung ohne Pivotsuche

Das Verfahren lasst sich unabhangig von der konkreten rechten Seite formulieren, indem
die Umformungsschritte als Matrixmultiplikationen formuliert werden. Betrachte die
allgemeine Matrix

A= (aij)i,jzl,...,n e Cmn

Zur Elimination der Eintrdge in der 1. Spalte (ab der 2. Zeile), addieren wir geeignete
Vielfache der 1. Zeile zu allen nachfolgenden Zeilen.

1 o o0 ... 0 a1l a2 @13 ... Qln
gL gz a1 din 0 4@ 4@ 3
=l 10 0 a1 a2 @z ... a2 Ay,  a5g ... Qg
—=l3y 0 1 ... O as1  as2 a3z ... G3n | — 0 a:(é) ag? .. agi)
—Ilp1 0 O o1 anl Gp2 Ap3 ... Qnn 0 a5122) a£L23) angTz
=:L3 =A — A,
wobei l;; 1= a;1/a11, i = 2,...,n und die Elimination nur funktioniert, wenn das soge-

nannte Pivot-Element aq, ungleich Null ist.

Den nachsten Eliminationsschritt formulieren wir analog:

1 0 0 .0 ail a2 aiz ... Qln ailr a2 a3 ... ain

2 2 2 2 2 2

0 1 0 0 0 a<222) aég) - aég) 0 aéQ) aé; - aéﬂ)

0 —ls2 1 0 0 ag2) ag; . agn) — 0 0 a;‘;) . agi)

0 —ln2 0 ... 1 0 a%) agg) e aﬁ?,{ 0 0 asg . an’;Z

=:L2 =:Ao =:As3

. 2 2 . . . . 2
wobei ;5 1= agg) / a§2), t =3,...,n und der Schritt benétigt, dass das Pivot-Element ag;

nicht Null ist.

Wir fahren so fort und erhalten nach n — 1 solchen Schritten eine rechte obere Dreiecks-
matrix R := A,, mit

R= An = Ln—lAn—l =...=Ly 1Ly o L1A7
und damit die LR-Zerlegung (engl.: LU-decomposition) von A
A=LR, wobei L=L"Ly'...L"',.
Die Inverse der Eliminationsmatrizen und L konnen explizit angegeben werden:

Lemma 2.2
Hier und im folgenden bezeichnen wir mit

0
10 0 0
01 0 0 0
=100 1 01, ex=|1], e=(0 01 0...0)
00 .. 0 1 :
0
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die n X n-FEinheitsmatriz, den k-ten Finheitsvektor und seinen hermitesch Adjungierten.

Gegeben seien Vektoren

Iy = e C", k=1,...,n—1

und dazugehdrige Eliminationsmatrizen

1 0 0 0 0
0
Lk =1 - lke =
‘ —lpy1r 1
0 —ln i 1
Dann gilt L;;' = I + lye} und
1 0 O 0
lon 1 0 0
L= Ll_l e L,;il =1 + lle’{ + ...+ ln_le;_l = 131 l32
Do 0
lnl ln2 ln,n—l 1
Beweis: Fiir j,k=1,...,nist
o J 0 furg <k
¢tk = { L firj>k (2.1)

Damit folgt
Lk([ -+ lkGZ) = ([ — lkEZ)([ -+ lkGZ) =1+ lkez — lkez — lk.e,tlke}'; =1.

I +lxe; € C*™ ist also eine Rechtsinverse von L. Da Ly quadratisch ist, folgt, dass Ly
invertierbar ist und dass L' = I + le}.

Zusammen mit (2.1]) folgt damit auch, dass
L'y Lyt L = (T4 e (I + laey) (L +1sed) ... (I + 1 qel )
= ([ +lLie] +ley) (I +1ze5) ... (I + lh1e)_4)
= ([ + lle’{ + l2€; + l3€§) . (I + ln_le:kl)
=...=14+hLel+...+1l,qe,_,. g
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2.1. DIE LR-ZERLEGUNG

Insgesamt erhalten wir also (falls kein Pivotelement a;’jj Null ist) die Zerlegung von A
in eine linke untere und eine rechte obere Dreiecksmatrix

1 0 0 Ce 0 a;; a2 A1z ... Q1p

ly 1 0 .. 0 0 ag) a%) . agi)

A= LR = l31 l32 1 . 0 0 az(%) e a:()jl)
Do . .0 : : LT

bt lng oo lyma 1/ N0 0 0 ... a

Die LR-Zerlegung lasst sich speicherplatzschonend implementieren, indem die Eintrage
von A direkt durch die entsprechenden Eintrédge von L und R iiberschrieben werden.
Der folgende Algorithmus transformiert eine gegebene Matrix A = (a;;) € C™*" in die
Matrix

ay; Qa2 @13 ... Qip
Iy ag) a%) e aéi)
31 32 a%) e agi) ;
lnl lng lng Ce CLS}I)

aus der sich sowohl L als auch R ablesen lassen.

Algorithmus 1 LR-Zerlegung ohne Pivotsuche
for j=1,...,n—1do
if A5 = 0 then
FEHLER: Pivotelement gleich Null

end if

for k=45+1,...,ndo
(g = ag;/aj; %o = i
fortr=75+1,...,ndo .

Qg ~= Qg — Q5 * Qj; % = a,(jfl)

end for

end for

end for

return L =tril(A,—1)+ I, R = triu(4)

Den benoétigten Rechenaufwand kénnen wir direkt ablesen. Zur Berechnung der LR-
Zerlegung einer n x n-Matrix gemafl Algorithmus [I] benttigen wir:
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(a) Anzahl Additionen/Subtraktionen:

n—1 n n n—1 n n—1
> X 1=> > (=i => (-3
J=1 k=j+1 i=j+1 J=1 k=j+1 J=1
=, nn-1)2n-1)
= )= 6
j=1
1
— §nS 4 O(TLZ)

j=1 k=j+1 i=j+1 Jj=1 Jj=1
~_n(n—1) nn—-1)2n—-1)
2 6
1
= gn?’ + O(n?)

2.1.3 LGS-Losung mit der LR-Zerlegung

Ist fiir eine Matrix A € C™*" eine Zerlegung A = LR in eine linke untere und eine
rechte obere Dreiecksmatrix mit nicht-verschwindenden Diagonalelementen bekannt, so
konnen wir damit leicht ein lineares Gleichungssystem

Ar =b
mit rechter Seite b € C" losen. Zunéchst 16sen wir
l11 0 0 R 0 Y1 bl
lpp lps O ... 0 Y2 by
l31 l32 l33 . Ys | = b3
0
bl oo lpne1 b/ \Un by,
(hier l1; = ... = l,,, = 1) durch Vorwdrtssubstitution, d.h. wir berechnen beginnend mit
y1 nacheinander yy, ..., y, durch
1 k—1
yk:f bk—Zlkaj s kzl,...,n.
kk j=1
Dann l6sen wir
11 Ti2 T3 ... Tin I Y1
0 rog 13 ... T2 | [ @2 Y2
0 0 733 ... T3n 3| =1Ys3
0 0 0 ... 7ron/ \x, Un
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2.1. DIE LR-ZERLEGUNG

durch Rickwdrtssubstitution, d.h. beginnend mit x, bestimmen wir x,, ..., r; durch
1 n
T = — | Y — Z TriZj | -
Tkk j=k+1
Verwenden wir die Einheitsvektoren eq,...,e, als rechte Seiten und lésen die n Glei-
chungssysteme
Ar =e,..., Az =¢,

so erhalten wir durch dieses Verfahren auch spaltenweise die inverse Matrix A~!. Dies
ist jedoch im Allgemeinen nicht notwendig! Vorwarts- und Riickwértssubstitu-
tion benotigen jeweils %2 + O(n) Multiplikationen /Divisionen und ”72 + O(n) Additio-
nen/Subtraktionen. Zum Vergleich: Mittels der Inversen A~! bendétigt die Berechnung
von z = A~'b durch Matrix-Vektor Multiplikation ebenfalls jeweils n? + O(n) Multipli-
kationen/Divisionen und n? + O(n) Additionen/Subtraktionen. Mittels L und R lassen
sich lineare Gleichungssysteme also genauso so schnell 16sen wie mit der Inversen A~!,

es ist nicht notig (und unnotig aufwindig) A~ zu berechnen!

Bemerkung 2.3 (Implementierung in Matlab)
In Matlab kann die unnétige Berechnung der Inversen A~' vermieden werden, indem
zur Berechnung v = A™'b (fiir eine rechte Seite b) der Befehl x=A\b statt x=inv (A)*b
verwendet wird. In der Prazis ist x=A\b etwa doppelt so schnell wir x=inv (A)*b. (Matlab
verwendet fir beides intern die LR-Faktorisierung.)

Soll A~'b; fiir mehrere rechte Seiten by, by, by berechnet werden, so ist es ratsam die
Inverse zwischenzuspeichern, d.h.

Ainv=inv(A); x_1=Ainv*b_1; x_2=Ainv*b_2; x_3=Ainvxb_3,
ist schneller als
x_1=A\b_1; x_2=A\b_2; x_3=A\b_3,

FEs ist jedoch noch effizienter (wiederum etwa doppelt so schnell), statt dessen die LR-
Faktorisierung zwischenzuspeichern, d.h.

[L,U]=1u(A); x 1=U\(L\b_1); x 2=U\(L\b_2); x 3=U\(L\b_3),

2.1.4 Pivotsuche

Algorithmus [1] funktioniert nicht fiir jede invertierbare Matrix, z.B. ist
01
=)
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offensichtlich invertierbar (det A = —1) aber das erste Pivotelement ist bereits Null.

Das Problem kann behoben werden, indem in A entweder die Zeilen oder die Spalten
vertauscht werden. Ist A die Koeffizientenmatrix eines LGS so entspricht ein Zeilentausch
dem Umnummerieren der Gleichungen, und ein Spaltentausch der Umnummerierung der
Unbekannten. Durch beides éndert sich die Losung nicht (zumindest solange wir den
Uberblick dariiber behalten welche Vertauschungen wir vorgenommen haben).

Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile von A lasst sich als Matrixmultiplikation von links
mit einer Permutationsmatrix schreiben, z. B. ist

0 1 0 ... 0 a1 a2 a3z ... Qin a1 a22 a3 ... Q2n
10 0 ... O a1 a2 a3 ... a2 a1  ai2 @iz ... Gin
o o0 1 ... 0 a31  a3z2 a33 ... a3p | _ | a3 @32 a3z ... G43n
0 0 0 cee 1 anl Anp2 Aan3 ... ann anl Qan2 Aan3 ... Ann

Allgemein gilt: Ergibt sich P durch Vertauschung der i-ten und j-ten Zeile der Einheits-
matrix, so ergibt sich PA durch Vertauschung der i-ten und j-ten Zeile in A (und AP
durch Vertauschung der i-ten und j-ten Spalte in A).

Wir fithren nun vor, wie sich Zeilenvertauschungen in den Algorithmus zur LR-Zerlegung
integrieren lassen. Im k-ten Schritt der LR-Zerlegung suchen wir im unteren Teil der k-

ten Spalte von Ay

k
i
Q11K

0,

nach einem von Null verschiedenen Element und vertauschen entsprechend die Zeilen
von Ay, d.h. wir schreiben
Apy1 = L P Ay,

wobei Py die k-te Zeile mit der j-ten Zeile j € {k,...,n} vertauscht. Falls sich durch
diese Spaltenpivotsuche immer ein von Null verschiedenes Pivotelement finden lédsst, dann
ergibt sich

R=L, 1P, 1L, 2P, o...LiPA;.

Mit dem folgenden Lemma konnen wir alle Permutationsmatrizen nach rechts ,,durch-
schieben”:

Lemma 2.4
Mit der Darstellung Ly, = I — lxe}, aus Lemma |2.2 gilt fir i > k

P,L, = L.P;,

wobei I:k = I—ike’,g, l~k = Ply, d.h. I:k ergibt sich aus Ly durch Vertauschen der Fintrage
unterhalb der Diagonale entsprechend der durch P; beschriebenen Permutation.
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2.1. DIE LR-ZERLEGUNG

Beweis: Wegen ¢ > k gilt e; P, = e} und es folgt, dass

P Ly = P(I — lxe;) = P, — Blye;, = (I — (Ply)ey) P, O

Durch entsprechendes Vertauschen der Elemente in den Eliminationsmatrizen L; ergibt
sich also

R=1L, 1L, 5...L1P, ... PlA;.

und damit die Zerlegung
PA = LR,

wobei P = P,_y...Pyund L = (Ly)~"... (L) 'L,

n

Das ,,Durchschieben” der P; durch entsprechendes Vertauschen der schon berechneten
l;; lasst sich besonders einfach implementieren, indem wir die LR-Zerlegung wie in Al-
gorithmus [1] direkt an den Matrixeintragen ausfithren. Dann werden ndmlich durch Ver-
tauschen zweier Zeilen nicht nur die Eintrédge von A sondern auch in korrekter Weise
die schon berechneten Eintrage der L, mitvertauscht. Analog lasst sich P konstruie-
ren, indem beginnend mit einer Einheitsmatrix die Zeilenvertauschungen nacheinander
durchgefiithrt werden.

Algorithmus 2 LR-Zerlegung mit Spaltenpivotsuche
Setze P = I.
for j=1,...,n—1do
Suche Zeile m > j mit a,,; # 0.
Vertausche m-te und j-te Zeile in A.
Vertausche m-te und j-te Zeile in P.
for k=45+1,...,ndo
(g = ag;/aj; %o = i
fortr=75+1,...,ndo

Ak ~= Qg — Q5 * Qj; % = aﬁfiH)
end for
end for
end for

return P, L =tril(A,—1)+ 1, R =triu(d)

Satz 2.5
Ist A invertierbar, dann findet Algom'thmusg immer ein von Null verschiedenes Pivot-
element und konstruiert die LR-Zerlegung

PA=LR.

Beweis: Nach Konstruktion ist nur zu zeigen, dass fiir eine invertierbare Matrix durch
Spaltenpivotsuche immer ein von Null verschiedenes Pivotelement gefunden werden
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kann. Angenommen das ist nicht der Fall, d.h. fiir eine der Zwischenmatrizen gilt

ai; ... a1,k—1 a1,k A1k+1 - Q1n
0 : : : :
0 ARy SRIT Ay Ty TPy
A,=10 0 0 a,gf,lﬂ oo agf%
0 0 0 al(ﬁl,kﬂ e al(c]?l,n
0 0 0 all, ... al)

Offenbar spannen die ersten k-Vektoren von A, nur einen k—1-dimensionalen Unterraum
auf, sind also linear abhéngig, d.h. Ay ist nicht invertierbar.

Wir wéhlen k kleinstmoglich. Dann war in allen vorherigen Schritten die Pivotsuche
erfolgreich, d.h. Ay = Ly_1FP,_1...L1PiA;. Die Matrizen L; und P; sind offenbar in-
vertierbar, so dass A; = A nicht invertierbar sein kann, was aber der Voraussetzung
widerspricht. O

Bemerkung 2.6
Mit der LR-Zerlegung lassen sich auch effizient Determinanten berechnen. Findet der
Algorithmus kein von Null verschiedenes Pivotelement, so ist det(A) = 0, ansonsten ist

det(P) det(A) = det(PA) = det(LR) = det(L) det(R),

also det(A) = %&i;(m. Da die Diagonaleintrige der Dreiecksmatriz L eins sind, ist
det(L) = 1. Fir die Dreiecksmatriz R ist det(R) das Produkt der Diagonaleintrige von
R. Da jedes Vertauschen zweier Zeilen das Vorzeichen der Determinante umdreht, ist
schlieflich det(P) = (—1)%, wobei k die Anzahl der durchgefiihrten Zeilenvertauschungen

(also das Signum der dazugehdrigen Permutation) ist.

2.1.5 Einschub: Vektor- und Matrixnormen, Kondition

Wir erinnern an einige wichtige Normen auf dem Vektorraum C". Zu z = (z;)j_, € C"

definieren wir
n

e Betragssummennorm: ||z[|, :== Y |z}]
j=1

1/2
n
e Euklidnorm: ||z|| := ||z, := (Z \xj\z)
j=1
e Maximumsnorm: |[z||_ = max |z,
j= n

=l1,...,

wobei z* = (Tl e fn) € C'" den (hermitesch) adjungierten Vektor bezeichnet.
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Aus der Analysis und der Linearen Algebra wissen wir, dass auf C" alle Normen &dqui-
valent sind, d.h. fur jede Norm ||-|| existieren Konstanten ¢,C' > 0 so dass

cllzl < lzfl < Cllef - vz e,

und dass eine Folge in C™ genau dann konvergiert, wenn sie komponentweise konvergiert.

Gebrauchliche Normen auf dem Matrizenraum C™*" sind
(fiir A = (ai)i=1,..mj=1,..n € C™")
m

e Spaltensummennorm: ||Al|, := ]rr%axnz ]
ol

o Zeilensummennorm: [[A| = max Z ||

1/2
e Frobeniusnorm: ||Al|, := (ZZ ]aUP)

i=1j=1

Fir den Rest dieses Unterabschnitts betrachten wir der Einfachheit halber quadratische
Matrizen A € C™*™ und eine fest gewédhlte Vektornorm auf dem C". Analoge Definitio-
nen und Aussagen gelten auch fiir nicht-quadratische Matrizen A € C"™*" und fiir den
Fall unterschiedlicher Normen auf C" und C™.

Definition 2.7
Eine Norm ||-||,,; auf C™*™ heifit

e submultiplikativ, falls

[AB[y < [[Allpy I1Blly, VA, B € €™

e vertraglich mit der Vektornorm ||-|| auf C", falls
[Az]] < [|A[ly l=]] - VA € € 2 € C"
Definition und Satz 2.8

Sei ||-|| eine Norm in C™. Durch

| Al g := sup HII IIH = max |Az|| Ae Q™™
x#0

wird eine Matriznorm in C™*", die sogenannte induzierte Norm definiert.

Die induzierte Norm ist submultiplikativ und mit der Ausgangsnorm vertrdiglich. Aufler-

dem gilt fir jede andere mit der Ausgangnorm vertragliche Norm ||-||,,;,. tn C**".
HAH'Lnd < ||AH5ubm VA € Cnxn
Beweis: Ubungsaufgabe 1 auf Blatt 7. O

35



KAPITEL 2. LGS: DIREKTE VERFAHREN

Beispiel 2.9
(a) Die Spaltensummennorm ist die durch die Betragssummennorm induzierte Norm.

(b) Die Zeilensummennorm ist die durch die Mazimumsnorm induzierte Norm.

(¢) Die Frobeniusnorm ist mit der Euklid-Norm vertrdglich, jedoch nicht die dadurch
induzierte Norm.

Beweis: Ubungsaufgabe 2 auf Blatt 7. O

Die von der Euklid-Norm induzierte Norm werden wir in Abschnitt [2.3.3] charakterisie-
ren.

Wir betrachten nun die Frage, wie stark sich bei der Losung eines linearen Gleichungssy-
stems Ar = b Anderungen/Fehler der rechten Seite auf die Losung auswirken: Seien |[|-|
eine Norm auf C” und ||-||,, eine dazu vertrégliche Matrixnorm. Bezeichne 0 # b € C"
die exakte rechte Seite und Ab € C" eine additive Storung. Fir die zugehorigen Losun-
gen

r:=A" und 2+ Az:= A (b+ Ab), dh. Az = ATAb,

gilt dann:
[Az]|  [[A~TAD| —qy [AD][ Az 1 |AD|
- < [Ja,, Lol A o 4]y 220
[E4l [E4l H HM 1ol ||l H HM Ml
Mit dem Faktor ||[A~1]|,, [|A]l,, ldsst sich also abschétzen, welchen relativen Fehler H”Ax gﬁ”
cin in der rechten Seite vorhandener relativer Fehler 2% verursacht.

lloll

Definition 2.10
Fiir eine invertierbare Matriz A € C™*" heifit

condy (4) = |47 [l

die Kondition der Matriz A beziglich der Norm ||-||,,.

Bemerkung 2.11

Bekanntlich ist eine Matriz A € C"*" genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0 gilt.
In numerischen Rechnungen ist die Frage nach Singularitit oft wenig sinnvoll, da bereits
kleinste Rechenfehler eine nicht-invertierbare Matrix invertierbar machen kénnen, z.B.

ist fir
10 1 0
Ar = (0 0)’ Ay = <o 10—16‘)’

Ay singuldr und die nur ganz gering abgednderte Matrix Ay requldr. Die Fehlerverstdr-
kung durch Inversion der ,fast singuldren” Matriz Ao ist jedoch enorm. Zum Beispiel
verursacht fiir

1 0 _ 1 _ 0
b .= <0> , Ab:= <10_16> , x= Azlb = (O) , Az = A, A = (1>
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ein relativer Fehler von N 10716 4n der rechten Seite einen Fehler von ””Ax"ﬁ” =11n

der Losung.

Die Determinante ist kein gutes Kriterium dafiir, ,wie requldr bzw. singuldr eine Matrix
ist”. So besitzt 2.B. Ay die gleiche Determinante det Ay = 1071¢ wie die offensichtlich
ohne relative Fehlerverstirkung einfach zu invertierende Matriz

(10780 i
Ag = < 0 10—8) s det(Ag) =10 .

Ein bessere Kriterium fir die Reqularitit einer Matriz ist deshalb die Kondition:

cond(Ay)s = 10, cond(Asz)e = 1.

2.1.6 Pivotsuche und Stabilitat

Kleine Pivotelemente konnen dazu fithren, dass sich die Kondition der auftretenden
Matrizen verschlechtert. Wir demonstrieren das an dem Beispiel

1078 —1
(%)

Es gilt condp(A) =~ 2, die Matrix ist also vergleichsweise gut konditioniert, beim Losen
des Gleichungssystems Ax = b erwarten wir, dass sich der relative Fehler héchstens
verdoppelt.

Fiithren wir die LR-Zerlegung ohne Vertauschung durch, so erhalten wir

10 107 1
A=LE, L‘<1ooo 1)’ R‘(o 1000)

mit condg(L) ~ 1000000, condp(R) ~ 1000000. L und R sind schlecht konditioniert,
nach Vorwarts- und Riickwértssubstitution ist der relative Fehler (genauer: seine obere
Schranke) auf sein 10'?-faches angewachsen.

Fihren wir hingegen die LR-Zerlegung mit Vertauschung der zwei Zeilen durch, so er-

halten wir
0 1 1 0 1 0
PA=LR, P:<1 o)’ L:<10—3 1)’ RZ(O —1)

mit condp(L) ~ condp(R) ~ 2. L, R und sind also ahnlich gut konditioniert wie die
Original-Matrix.

Das Beispiel suggeriert, dass es empfehlenswert ist, moglichst grole Pivotelemente zu
wéahlen, um die zur Addition der Gleichungen verwendeten Faktoren (d.h. die Eintrage in
L) méglichst klein zu halten. Man wird daher bei der Spaltenpivotsumme nicht irgendein
von Null verschiedenes Element wéhlen, sondern moglichst dass betragsgrofite.
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Mehr noch: Die Umnormierung einer der Gleichungen des linearen Gleichungssystem,
also ihre Multiplikation mit einer beliebigen (z.B. sehr grofien) Zahl, sollte die Pivot-
suche nicht beeinflussen. Deshalb hat sich in der Praxis die relative Spaltenpivotsuche
bewéahrt, bei der das relativ zur Betragssummennorm der jeweiligen Zeile betragsgrofite
Pivotelement gewahlt wird.

2.2 Die Cholesky-Zerlegung

Wir erinnnern an ein Ergebnis aus der Linearen Algebra:

Definition und Satz 2.12

(a) Fir A = (a;;) € C™™ ist die adjungierte Matrix A* diejenige Matriz, die durch
Transposition und Komplezkonjugation der Eintrage von A entsteht, d.h. der (i, j)-te
Fintrag von A* ist aj;.
Wir verwenden die Notation auch fir Vektoren x € C" = C™ ! und schreiben das
komplexe Skalarprodukt zweier Vektoren als

x'y = ijyj x,y € C".
j=1

insbesondere ist also x*x = ||z||3.

Es gelten die Rechenregeln

(¢A+ BB)* =aA* + BB* Va,B € C, A, Be Q™"
(AB)* — B*A* \V/A E men,B e (anp7
(A=A VAeCm™n

Ist A € C™™ invertierbar, so ist auch A* invertierbar und es ist

(A*>71 — (A—1>* — A

(b) FEine Matriz A € C™" heifft hermitesch (oder selbst-adjungiert), falls A = A*.

(¢) Eine hermitesche Matriz A = A* € C™ " heift positiv definit, (bzw. positiv semi-
definit) falls
2*Ar >0 (bzw. x*Ax >0) VO#ze€C"

Ist A hermitesch und positiv definit, so ist A offensichtlich auch injektiv und damit
sogar bijektiv.

In diesem Abschnitt leiten wir eine spezielle hermitesche Version der Zerlegung in eine
linke untere und eine rechte obere Dreiecksmatrix her:
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Definition 2.13
FEine Faktorisierung A = LL* mit linker unterer Dreiecksmatriz L mit positiven Diago-
naleintragen heifft Cholesky-Zerlegung von A € C™*".

Wir erhalten sofort eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer Cholesky-Zerlegung:

Lemma 2.14
Besitzt A € C"*™ eine Cholesky-Zerlequng A = LL*, so ist A hermitesch und positiv
definit.

Beweis: Die Hermitizitit von A folgt sofort aus
A= (LL") = (L")'L*=LL*= A
Zum Beweis der positiven Definitheit bemerken wir zunéchst, dass
Az = 2*LL*x = (L*z)" L*x = || L*z|*.

Die Diagonaleintrége von L (und damit auch die von L*) sind positiv, also insbesondere
nicht Null, woraus det L* # 0 folgt. Fiir alle z # 0 ist also L*z # 0 und damit || L*z|]* >
0. OJ

Wir werden zeigen, dass diese beiden Bedingungen auch hinreichend fiir die Existenz
der Cholesky-Zerlegung sind. Dazu betrachten wir zunédchst eine Blockversion der LR-
Zerlegung und versuchen A so zu zerlegen, dass

Ay Agg _ I 0\ (R R
Ay Agp Loy 1 0 R/’
Lemma 2.15
Es set

A Ar
A= e Ccr
<A21 A22>

mit Ay € CPP, Ayy € CPX0=P) Ay € CP)XP | Ayy € Cmp)X(=p) | < gy < .

(a) Ist Aqyy invertierbar, so ist

1 0\ (A1 A _

S heifit das Schur-Komplement von Aqy in A.

(b) Sei A hermitesch und positiv definit. Dann ist Ajy € CP*P invertierbar und sowohl
Aq1 als auch S sind hermitesch und positiv definit.
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Beweis: (a) ist trivial.

Fir (b) verwenden wir zuerst, dass A hermitesch ist und erhalten
A A A A — Ay Ap\ _ AL Ay
A21 A22 A21 A22 ATQ AZQ ’
also A11 = ATD AQQ = A;Z und AT2 = A21.
Da A positiv definit ist, folgt insbesondere fiir alle 0 # x € CP

LIT*AH A12 X _QZ*AHI_*
o< (o) (i 22 )= 6) () =

Ajyq ist also hermitesch und positiv definit und damit auch invertierbar.

Fiir das Schur-Komplement gilt
S* = (Agy — At AT A" = AL, — AL AT AL = Agy — Al AT AL = S.

und es bleibt nur noch die positive Definitheit von S zu zeigen.

Hierfiir sei 0 # y € C"P. Wir setzen x := —A A1y € CP und erhalten
0< (7 “(An Ap) [« _[* " (A + Ay
Y Ay Ax) \y Yy A + Aggy

z\" — Ay + Ay 2\ (0 %
<y> <—A21A111A123/ + Asy y) \sy) ~ ¥V
Satz 2.16

Fine Matriz A € C™*" besitzt genau dann eine Cholesky-Zerlequng, wenn sie hermitesch
und positiv definit ist.

Beweis: Die Hinrichtung wurde in Lemma gezeigt. Wir zeigen die Riickrichtung
durch Induktion iiber die Dimension n.

n = 1: Sei A = a;; € C hermitesch und positiv definit. Dann ist a;; = @11 also a;; reell
und aus der positiven Definitheit folgt sofort a;; > 0. Es ist also A = LL* mit der
1 x 1I-Matrix L = /aq;.

n—n+1: Sei A € CHUX(+D) hermitesch und positiv definit. Wir betrachten die
Blockzerlegung

A21 A22
wobel a;; € @, A12 € (Dlxn’ Agl S @nxl’ AQQ e ¢,

Aus Lemma folgt dass a;; und das Schur-Komplement S € C"*" hermitesch
und positiv definit sind. Aus der Induktionsannahme erhalten wir also, dass S eine
Cholesky-Zerlegung S = LgL% besitzt. AuBlerdem folgt wie oben aq; > 0.

A= (“11 A12> e(n+1)x(n+1)
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Mit
B o I 0
liy:=+ya; >0, und L:= (Agl/lll L5>

folgt (beachte A3, = A9, da A hermitesch)

* lll 0 lll A12/l11
LL* =
<A21/l11 LS> (o L

_ [ % Ao _ [ 9 Ao —A
Ay Agai Ay + LsLy Axp Ay '

A besitzt also eine Cholesky-Zerlegung. U

Der Beweis von Satz ist konstruktiv und liefert uns einen rekursiven Algorithmus
zur Berechnung der Cholesky-Zerlegung von A, siehe Algorithmus [3)). Der Beweis von
Satz zeigt auBlerdem, dass die Konstruktion genau dann funktioniert, wenn A her-
mitesch ist und in jedem Dimensionsreduktionsschritt a;; > 0 ist.

Algorithmus 3 Cholesky-Zerlegung einer hermiteschen Matrix A € C"*"
if a1 S 0 then
FEHLER: Matrix nicht positiv definit.

end if
[y = \/a_n
if n =1 then
return L = (111)
else
Zerlege A gemafl A = (311211 i;)

Ly := Ag /Iy, S = Agy — Lot L3,
Berechne Cholesky-Zerlegung S = L$Lg

L L 0
return L = <A21/111 LS>
end if

Mit diesem Algorithmus benétigt die Cholesky-Zerlegung einer n x n-Matrix:
e 1 Wurzel (zur Berechnung von ly;)
e (n — 1) Divisionen (zur Berechnung von L)

e jeweils (n—1)n/2 Multiplikationen und Additionen (zur Berechnung von S, beachte
die Hermitizitét!)

e cine (n — 1) x (n — 1) Cholesky-Zerlegung

und die Cholesky-Zerlegung einer 1 x 1-Matrix benotigt eine Wurzeloperation.
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Insgesamt bendétigt die Cholesky-Zerlegung einer n x n-Matrix also
" 1
Y K2+ 0(n?) = 6713 + O(n?)
k=1

Multiplikationen/Divisionen/Wurzeln und $n?® + O(n?) Additionen/Subtraktionen. Der
Aufwand ist also nur halb so hoch wie der der LR-Zerlegung. Neben dem geringeren
Rechenaufwand liegt der Vorteil der Cholesky-Zerlegung vor allem in der Tatsache, dass
auch beim Auftreten von Rechenfehlern in L das Produkt LL* stets hermitesch und
positiv definit ist. Bei der LR-Zerlegung einer hermitesch und positiv definiten Matrix
konnen Rechenfehler hingegen diese Eigenschaften zerstoren.

2.3 Lineare Ausgleichsrechnung

In diesem Abschnitt betrachten wir lineare Gleichungssysteme
Ar =b

wobei A € C™*™ moglicherweise nicht quadratisch und insbesondere moglicherweise
nicht invertierbar ist. Im Allgemeinen existiert also keine Losung oder die Losung ist
nicht eindeutig.

2.3.1 Die GauBschen Normalengleichungen

Wenn keine exakte Losung existiert, dann liegt es nahe zu versuchen, das LGS doch
wenigstens bestmoglich zu l6sen, d.h. wir suchen z € C" so dass Axr moglichst nahe an
b liegt, d.h. || Az — b|| méglichst klein ist.

Definition und Satz 2.17
Sei A € C™" und b € C™. Aquivalent sind

(a) z € C™ minimiert das Residuum || Az — b|
(b) x € C" lost die GauBschen Normalengleichungen A*Ax = A*b.
Beweis: Fiir eine komplexe Zahl a € C bezeichnen wir ihren Realteil mit Re(a) :=
t(a+@). Bs ist

1Az —b* — || Ay — 0|

= (Az = b)"(Az = b) — (Ay = b)"(Ay — b)

=" A" Ar —x"A*D — 0" Az +b"b — y AT Ay + y" ATD + bF Ay —b*b

—_
=—2Re(z*A*b) =2Re(y*A*b)
= 2" A" Az — 2Re(z*A*D) — y* A" Ay + 2Re(y* A™D)
—[[A(y — 2)II” + (Ay)*(Ay) — 2Re((Ay)* Az) + (Az)"(Ax)
= 2Re(z*A*(Az — b)) 4+ 2Re(y* A* (b — Az)) — ||A(y — )|
= 2Re((x —y)"(A"Az — A°D)) — [|A(y —2)|”.
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(b)=-(a): Lost = die Normalengleichungen, dann ist A*Azx — A*b = 0 und damit

[Az = b)) = [[ Ay = b]|* = — [ A(y — 2)|* <0,

also ||Ax — b|| < [|Ay — b]| fir alle y € C™.

(a)==(b): Sei nun = € C" ein Minimierer von ||Az — b||. Dann ist

2Re((z — )" (A" Az — A'D)) — | Ay — 2)|* = || Az — b]|* — || Ay — 0] < 0

fir alle y € C". Betrachte speziell die Folge y;, := = — %(A*Ax — A*b), k € N. Mit

ihr erhalten wir
2 1
247 Az — A*b||” — 73 [|A(A" Az — A%D)|| <0,

also

1
|A* Az — A*b|)* < o7 1A Az = AD)|| - vk € N
und damit A*Ax — A*b = 0.

Bemerkung 2.18 (Das orthogonale Komplement)

Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass sich jede Basis eines Untervektorraums
V C C" zu einer Basis des C" erganzen lasst und dass sich jede Basis orthogonalisie-
ren lasst (etwa mit dem schon im Rahmen der Gauf-Quadratur angesprochenen Gram-
Schmidtschen-Orthogonalisierungsverfahren). Damit folgt, dass mindestens n — dim V'

linear unabhdangige Vektoren in dem Raum
Vi={zecC" : 2%v=0 YoeV}

existieren.

Da offensichtlich V N V4L = {0} gilt, folgt
C'=VaeV: und dimV*'=n-—dmV.
Offensichtlich ist auch V C (V1) und aus Dimensionsgriinden folgt
(VhHt=V.
VL heift das orthogonale Komplement von V.

Definition und Satz 2.19
Wir bezeichnen mit

R(A)={Az : € C"} baw. N(A) ={zreC" . Az =0}

das Bild bzw. den Kern einer Matriz A € C™ ™. Offenbar sind R(A) bzw. N'(A) Unter-

vektorraume von C™ bzw. C™. Es gilt
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(a) R(A)" =N (A7),
(b) N(A)+ =R(A").
Beweis: (a)
RA) T ={ycC™ : y*Ar =0 VYoecC"}
={yeC” : (A%y)'z=0 VzelC"}
={yeC” : Ay =0} = N(A)
wobei die letzte Gleicheit durch Wahl von x := A*y folgt.
(b)
N(A)F = N((A))* = (R(A)H) =R(A"). O
Bemerkung 2.20
List x € C" die Normalengleichungen, dann gilt Ax — b € N(A*) = R(A)*. Das

Residuum Az — b steht also senkrecht auf R(A), d.h. Ax ist die Orthogonalprojektion
von b auf das Bild von A.

Satz 2.21
Sei A € C™*". FEs gilt

N(A*A) = N(A)  und R(A*A) = R(A").
Beweis: Offenbar gilt N(A) C N(A*A). Sei nun x € N(A*A). Dann ist
0=2"(A*A)z = (Az)* Az = || Az|®

also Az = 0 und damit x € N'(A). Damit ist N (A*A) = N(A) gezeigt.

Bei der zweiten Behauptung ist die Inklusion R(A*A) C R(A*) trivial. Die Umkehrung
folgt aus Dimensionsgriinden, denn es ist

dim R(A*) = n — dimR(A*)* = n — dim N (A)
=n —dim(N(4*A)) = n — dimR(A*A)* = dimR(4A*A). O
Folgerung 2.22
Sei A € C™™ und b € C™. Es existiert (mindestens) eine Losung x € C" der Norma-

lengleichungen

A*Ax = A*b.
x minimiert das Residuum des betrachteten LGS, d.h.

| Az — b]) = min |4¢ — b] .

Beweis: Nach Satz ist A*b € R(A*A), es existiert also ein z € C" mit A*b = A*Ax.
Die Minimierungseigenschaft haben wir in Satz bewiesen. 0J
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2.3.2 Singularwertzerlegung, Moore-Penrose Inverse

Die Normalengleichung kann mehrere Losungen besitzen. Wir werden nun zeigen, wie
wir diejenige Losung mit minimaler Norm erhalten konnen.

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass eine hermitesche Matrix stets ein Spek-
tralsystem, d.h. ein Orthonormalsystem aus Eigenvektoren besitzt. Fiir eine allgemeine
Matrix A € C™*™ gilt dies nicht, aber die folgende Zerlegung erweist sich als wertvolle
Alternative:

Definition und Satz 2.23 (Singularwertzerlegung)
Sei A € C™". p:=dimR(A) sei der Rang von A.

(a) A besitzt eine Singuldrwertzerlegung, d.h. es ezistieren reelle Zahlen (die Singulér-
werte )

o1 >092>...20,>0

und Orthonormalbasen (vy,...,v,) und (ug, ..., uy,) des C" und C™ (die Singulér-
vektoren ), so dass

AU]':O']'U]', und A*U,]’:Uj’llj, Vle,,p
Av; =0 und  A*up =0 Vi, k> p,
(b) o,... ,012, sind die von Null verschiedenen Eigenwerte von A*A und vy, ..., v, sind
zugehorige Figenvektoren.

(c) Es ist
P
A=) OjU;V} .
j=1
(d) Wir ordnen die Singuldrvektoren spaltenweise in Matrizen an:
U= <u1 Uy ... um) eCmm, V= (vl vy ... vn> e cmn

und bilden eine (maglicherweise unvollstindige und nicht-quadratische) Diagonal-
matriz aus den Singuldrwerten

o 0 ... 0
0 o 0
Y= <%E 8) e C™", Dy =diag(oy,...,0,) = 2 .
0 ... 0 op

Dann sind U und V' unitir (d.h. U'U =1 =UU*, V*V =1 =VV*) und es gilt

A=UXV".
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Beweis: (a) Da A*A € C™™ hermitesch ist, existiert eine Orthonormalbasis aus Ei-
genvektoren v;, 7 = 1,...,n und zugehorigen reellen Eigenwerten \;, j = 1,...,n,
von denen

dimN(A*A) = dimN(A) =n—dimR(A) =n—p

Eigenwerte gleich Null sind. O.B.d.A. seien dies A,11,..., A,. Die restlichen Eigen-
werte sind positiv, da

2 * Ak 2
0 < ||Av;[|” = v; A" Avy = A ||lvs]|” =

O.B.dA.sei \y >...> )\, >0.

Dann definieren wir
1 )
oj = /Aj, U= ;Avj, j=1,...,p
J

Wegen

wiug =

* A% _ ko s
i ’UjA Avk = Uj?]k = Ojk

00k 00k

bilden die w; eine Orthonormalbasis von R(A), das wir durch Hinzunahme von
m — p Vektoren uyiq, ..., u, € R(A)* = N(A*) zu einer Orthonormalbasis des C™
erganzen.

Damit erhalten wir die gewiinschten Eigenschaften

1

Av; =oju;, und A'w; = —A"Av; =ov;, Vi=1,...,p
gj

Av; =0 und A%u, =0 Vi k> p,

wobei Av; = 0 aus v; € N(A*A) = N(A) fir j > p folgt.

(b) Besitzt A eine Singuldrwertzerlegung, so gilt offenbar A*Av; = Jjgfuj, 0]2- ist also ein
Eigenwert von A*A und v; ein dazugehoriger Eigenvektor.

(c) Sei x € C". Dann kann z in die ONB der (v;) entwickelt werden,

n
T = Z Q;vy,
=1

und fiir die Entwicklungskoeffizienten gilt a; = vjz. Es folgt, dass
p
Ax = Z Avj) (v} Z ojUVT

(d) Die Unitaritat von U und V folgt sofort aus der Orthonormalitét ihrer Spalten. Alles
weitere ist nur die Matrixformulierung von der Aussage in (b). O]
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Definition 2.24
Mit den Bezeichnungen aus Satz|2.25 sei

3 (% O) com

0 O
1/0'1 0 0
0 1/o09 ... 0
Dg' =diag(oy!,...,0,) = | . /o2
0 0 1/o,

Die Abbildung
P
AT = Zaj_lvjuj =VEtu*

i=1

heifst verallgemeinerte Inverse, Pseudoinverse oder Moore-Penrose Inverse von A.

Satz 2.25
Sei A € C™" ynd AT € C™™™ dije Moore-Penrose Inverse.

(a) N(AT) = N(A") = R(A)*, R(AT) = R(A") = N(A)*.
(b) At erfiillt die Moore-Penrose Axiomd]

AATA = A, (AAT)* = AAT,
ATAAT = AT, (ATA)" = ATA.

(c) AT besitzt die Singuldrwertzerlegung
A+U]’ = O'j_l’Uj, (A+>*Uj = aj_luj.
Beweis: Ubungsaufgabe O

Satz 2.26
Sei A € C™" und b € C™. Dann ist z+ = Atb € C" die eindeutige Losung der
Normalengleichungen mit minimaler Norm, d.h.

A*Axt = A*D
[ <llzll Vo e (AA)T A% = {g: A"AE = A'B}, x £ 0
Beweis: Nach Satz ist
AATh — b e N(AT) = N(AY),

also A*Axt = A*D.

!Man kann zeigen, dass AT die einzige Matrix ist, die diese vier Eigenschaften erfiillt.
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Sei nun z € C", x # a2t eine weitere Losung von A*Axr = A*b. Dann ist © — 2 €
N(A*A) = N(A). Aus 2t € R(A') = N(A)* folgt (z — a)*zt = 0.

Damit ist
ol =@~ o)+t = flo [+ o> o O

Folgerung 2.27

Ist A injektiv, so ist AT = (A*A)"'A* und 2u jedem b € C™ ist ATb die eindeuti-
ge Losung der Normalengleichungen und damit der eindeutige globale Minimierer des
Residuums || Az — b]|.

Ist A bijektiv, so ist AT = A~L.

Beweis: Ist A injektiv, so ist nach Satz auch A*A injektiv. Da A*A quadratisch
ist, folgt daraus die Bijektivitdt von A*A. Es gibt also genau eine Losung der Norma-
lengleichungen und dies ist nach Satz das Bild der Moore-Penrose-Inversen.

Ist A bijektiv, so ist auch A* bijektiv und AT = (A*A)71A* = A71(A*)71A* = A~

2.3.3 Spektralnorm und Kondition

Ist A € C™*™ injektiv, so ist N(A*A) = N(A*) = 0, d.h. auch A*A € C™*™ ist injektiv
und damit (da A*A quadratisch ist) auch bijektiv. In diesem Fall existiert genau eine
Losung der Normalengleichungen

A*Ax = A™b
und es ist AT = (A*A)~tA*

Es liegt dann nahe, die Normalengleichungen mittels Cholesky-Zerlegung zu 16sen. Wir
werden aber in diesem Abschnitt zeigen, dass dies die Kondition des Problems verschlech-
tert und im néchsten Abschnitt eines besseres Verfahren herleiten (das auch zusatzlich
den Vorteil besitzt, dass es sich auch auf nicht injektive A erweitern lésst, sieche Bemer-

kung [2.39).
Zunachst beantworten wir dazu eine offene Frage aus Abschnitt und charakterisie-
ren die durch die euklidische Norm induzierte Matrixnorm.

Definition und Satz 2.28
Die durch die euklidische Norm induzierte Matriznorm ist

. _J o firo#AeC™,
lal =t = { 7 57570

wobei (fir A # 0) oy der grofite Singuldrwert von A (also die Wurzel aus dem grifiten
Figenwert von A*A) ist.

Es gilt ||A*|| = ||Al|. ||-]] heifit Spektralnorm.
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Beweis: Fiir A = 0 ist dies offensichtlich richtig. Sei also A # 0 und
(O-J')?:l CR, (“j)}n:l cor, (%‘)?:1 cer (p := rang(A))

die zugehorige Singularwertzerlegung. Nach Definition miissen wir zeigen, dass

[A]l; = max [[Az| = o
[|z]|=1
Es ist
i =1 und  [[Avi]] = [[orus]] = o1

also gilt HAH2 = MaX|z||=1 |Az|| > o.

Um max;|=1 ||Az|| < o1 zu zeigen, bemerken wir zunéchst, dass aus der Orthonormali-
tat der u; folgt

2

m m * m m
Zozjuj = Zajuj <Z ozkuk> = Z|ozj|2 fir aq,...,q,, € C.
j=1 j=1 k=1 j=1

Analoges gilt fiir Linearkombinationen der v;. Damit erhalten wir fir jedes € C" mit

|z|| = 1 aus Definition und Satz 2.23|(b)
2

P
1Az]* = =2 log*lejf?
j=1

p
*
Z O'jUjUj.CE
=1

2

p n
< |on* Y Wizl < o] Y jaf* = |ow]? = lo|* [l]*.
i=1 i=1

n
> (v,
=1

und damit |Az|| < oy fiir alle 2 € C" mit ||z|| = 1. Insgesamt folgt ||A||, = o3.
| All, = ||A*[|, folgt daraus, dass offenbar (o, v;,u;) eine SWZ von A* ist. O

Lemma 2.29
Sei A € C™" {nvertierbar. Seien a% > .. > a,% > 0 die Eigenwerte von A*A. Dann ist

cond(A) := condy(A) = ||A]| [A7!]| = 01/0n.

Beweis: Da A invertierbar ist, ist auch A*A invertierbar, besitzt also n positive Eigen-
werte, so dass A tatsdchlich n von Null verschiedene Singulédrwerte besitzt.

Aus Satz [2.25(c) und Satz folgt ||AT|| = 1/0,, und wir erhalten zusammen mit
Folgerung [2.2

cond(A) := condy(A) = [|A]| [A7Y] = |A][[|A*]| = 01/0n. O
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Definition 2.30
Fiir nicht notwendig bijektive Matrizen A € C™*™ definieren wir

cond(A) := [[A]| |A* | = o1/,

wobei wieder o, der kleinste von Null verschiedene Singuldrwert sei.

Bemerkung 2.31
Wie in Abschnitt |2.1.5 betrachten wir ein lineares Gleichungssystem mit Matrix A €
C™ ™ und einer Storung Ab € C™ einer exakten rechten Seite b € C™. Seien x := A'b
und x + Az = AT (b+ Ab) die zugehirige exakte und gestorte verallgemeinerte Losung.

Ist A nicht surjektiv, so kénnen wir b durch ein beliebig grofes b+ bt mit b+ € R(A)*
ersetzen, ohne dass sich x und Ax dndern. Es kann daher (fir Ax # 0) keine relative
Fehlerabschdtzung der Form

|Az]] _ 1A
52 I—
gelten.
Mit der Orthogonalprojektion b = Az von b auf R(A) gilt aber weiterhin
|Az]| |Ab]| |Ab]|
<[l T < 4t nan e
]l ]l b

In diesem Sinne ist also auch fir die verallgemeinerte Losung eines linearen Gleichungs-
systems die Kondition ein Maf fir die relative Fehlerverstirkung.

Bemerkung 2.32
Offenbar sind die Singuldrwerte von A*A gegeben durch o3 > ... 012, > 0. Es ist also

cond(A*A) = af/oi = cond(A)?,

d.h. falls A schlecht konditioniert ist, so sind die Normalengleichungen nochmal deutlich
schlechter konditioniert.

2.3.4 Die QR-Zerlegung

Definition und Motivation. Sei A € C"™*". Wir beschranken uns zunéchst auf den
Fall, dass A injektiv ist (also n = Rang(A) < m). Den allgemeinen Fall betrachten wir
in Bemerkung Ziel dieses Abschnittes ist die folgende Zerlegung

Definition 2.33

Sei A € C™™ injektiv. Wir sagen, dass A eine QR-Zerlegung besitzt, falls eine unitdre
Matriz Q € C™™ und eine (verallgemeinerte) rechte obere Dreiecksmatriz

M1 ... T1in
. 0 T'nn mxn
=1y . 0 |€®
0 0
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2.3. LINEARE AUSGLEICHSRECHNUNG

mit von Null verschiedenen Diagonalelementen ryy,...,rn, existieren, so dass

A=OR.

Bevor wir uns der Konstruktion solch einer QR-Zerlegung zuwenden, zeigen wir, welche
Vorteile sie besitzt. Ist A bijektiv (also m = n), so ldsst sich

Ax =b
durch Losung von Rz = Q*b durch Riickwartssubstitution berechnen. Da () unitar ist,
ist
1Qz|)* = 2"Q*Qu = "z = ||z||° Vz e C™,

also |Q|| = 1 und genauso folgt [|Q7!|| = ||Q*|] = 1 und damit cond(Q) = 1. Aus
R*R = R*Q*QR = A* A folgt aulerdem cond(R) = cond(A).

Die Losung des LGS durch Verwendung der Q) R-Zerlegung hat also die gleiche Kondition
wie die urspriingliche Matrix, es findet keine zusétzliche Fehlerverstarkung statt! Fir
die LR-Zerlegung trifft dies nicht zu, vgl. z.B. unser Beispiel in Abschnitt . Die
Multiplikation mit @ ist allerdings mit jeweils n2+O(n) Multiplikationen und Additionen
teurer als die Vorwartssubstitution mit L.

Nun betrachten wir das lineare Ausgleichsproblem
||Az — b|| — min!

Es sei ¢ = Q*b. Wir bezeichnen die oberen n Zeilen von ¢ und R mit ¢; und Ry, d.h.

c_<q>e@2 ¢ € Cn, R_<Rvemwm7zae®“%

Co 0

und l6sen Ryx = ¢; durch Rickwirtssubstitution. Dann 16st x das lineare Ausgleichs-
problem, denn das Residuum

C1 . Rl X

Cy 0

wird offensichtlich minimiert durch = R '¢;. Die QR-Zerlegung erlaubt also auch die
Losung des linearen Ausgleichsproblems und zwar (im Gegensatz zur Verwendung der
Normalengleichungen) ohne Konditionsverschlechtung!

2

|w—AmF=wrw—AwW=\ = Jler = Ruz|* + [les”

Konstruktion. Zur Konstruktion der QR-Zerlegung gehen wir analog der LR-Zerlegung
vor, ersetzen jedoch die Eliminationsmatrizen L; durch unitare Matrizen:

Definition und Satz 2.34
FEine Matriz der Gestalt

2
P=1—-—welC™, 0#£vel
v
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KAPITEL 2. LGS: DIREKTE VERFAHREN

heifit Householder-Transformation.

Fiir jedes 0 # v € C" ist die zugehorige Householder-Transformation P hermitesch,
unitdar und erfillt

Pv=—v und Pw=w VYuw € span(v).

Beweis: P = P*, Pv = —v und Pw = w fiir alle w € span(v)* folgen direkt aus der
Definition von P. Da €™ = span(v) + span(v)* folgt damit auch I = P? = P*P also
die Unitaritat von P. O]

Durch Multiplikation mit den Eliminationsmatrizen L; konnten wir Spalten der ur-
spriinglichen Matrix in Vielfache des ersten Einheitsvektors iiberfithren. Analog suchen
wir nun eine Householder-Trafo, die einen gegebenen Vektor x € C" auf ein Vielfaches
von e; € C" tberfihrt. D.h. wir suchen v € C", so dass

2
x — —vv*z = Px € span(e;).
v*v

Bemerkung 2.35

(a) Im reellen lassen sich Householder-Transformationen als Spiegelungen an der Ebene
span(v)t interpretieren. Mit einfachen geometrischen Uberlegungen (vgl. das in der
Vorlesung gemalten Bild) erhalten wir fir die gewinschte Spiegelung v = x/ ||z|| —e;
und tatsdchlich ist (mit x1 = ejz)

o e i) (i)
T— T =T . —e|l|l-——€e| x
oo (21— ) (15— 1) Al o1

[l

2zl =) [ @
=T = 9 _ 2em) | z]] —a

[l

]l = 1
== (@ —|[z[ler)
l2]] = Re(z1)

ein Vielfaches von ey falls x; € R (und der Nenner nicht Null wird).

(b) Fir xz € C" verwenden wir x/x, statt x und erhalten, dass

x/xy T |2

= —e = T — €l
[EIE ]| 2

das gewtinschte tut. Dabet sei g—ll in x1 = 0 durch 1 fortgesetzt. Liegt x schon nahe

an span(v) so wird v allerdings sehr klein und die Differenzen in obiger Rechnung

nahern sich Null, wodurch Rechenfehler enorm verstarkt werden.

(c) Um solche numerische Instabilititen zu vermeiden nehmen wir in obiger Uberlegung
—eq anstelle von e; und erhalten
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2.3. LINEARE AUSGLEICHSRECHNUNG

|ff1|

”x” ist stets nicht-

(Wiederum mit % := 1 fiir 1 = 0). Der erste Eintrag von
negativ, so dass stets ein gewissen Abstand zu —e; besteht.

Tatsdchlich ergibt sich damat

U*’U: <|ZL’1|+ > <$|ZE1|+61> :24_2@
]| 2 ]l 2 ]l
|931|
2 2 - +e) x
. (s +er) ( v |£B1|+61>

r— —wr=1—
v*U v*U lz|| x1
2|zl 2+ 21) (o oy
- Y ta
2+ 2/ [l 2
e
__ e
L+
(wiederum mit der Konvention %' =1 fiir x;y =0).

Fiir jedes x # 0 ergibt also diese Wahl von v eine Householder-Transformation, die
x auf ein Vielfaches des ersten Finheitsvektors ey tiberfihrt.

Analog zur LR-Zerlegung bringen wir nun durch Multiplikation mit Householder-Transformationen
eine Matrix auf (verallgemeinerte) obere-rechte Dreiecksform: Sei A € C™*" und x € C™

die erste Spalte von A. Mit v = IIxH |x1| +e und P =1 — va A
die Form

r11 * ES

O ... ES 11 *

_ _ : (m=1)x(n—1)
P A Lo (O A, mit Ay € C

0 * ... =%
Fir den néichsten Schritt sei x € C™ ! die erste Spalte von Ay. Mit v = Wu +e; und
Py=1—- 2w e Cm=1x(m=1) erhalten wir dann

1 0\ /[r * Fox ok
P2P1A = , 1 = 0 7o * mit A3 c C(m—?)x(n—Q)'
o P)lo A

0 0 A

—_——
=P

Wir fahren so fort und konstruieren also im j + 1-ten Schritt die die Householder-
Matrix P/, € Cm=1)x(=7) yie oben mittels der ersten Spalte des unteren rechten
(m — j) x (n — j)-Blockes der Matrix P; ... P;A. Damit definieren wir

I 0
Py = (O P{H)
J
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KAPITEL 2. LGS: DIREKTE VERFAHREN

und erhalten die Matrix Pj;; ... P A, in der die ersten j + 1-Spalten rechte obere Drei-
ecksgestalt besitzen. Schliellich ist

1 ... Tn
p,..pA=|" T | . R e @rxn
n---41 - 0 0 ==

0 0

und wir erhalten die () R-Zerlegung
A =(QR,

mit Q = P ... P-' = P;... P’

Beispiel 2.36
Wir betrachten die offensichtlich injektive Matrix

— = =
U W N

T
Die erste Spalte ist x = (1 11 1) . Gemafl Bemerkung|2.35| bilden wir

3
2
i@—l—el e . P=1— "y et
]| = 2|1 V¥V
1

T
Dann ist P, unitar und Pix = (—2 00 0) ist ein Vielfaches von e, € C*. Wir
erhalten also als ersten Eliminationsschritt

-2 =7
0 0
0 1
0 2

PA=

Den verbleibenden unteren rechten Teil definieren wir als zweite Zwischenmatrix

0
A2 =11] € @3X1
2
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2.3. LINEARE AUSGLEICHSRECHNUNG

und suchen wiederum eine Householder-Trafo, die die erste Spalte von As, also hier
x = Ao, auf ein Vielfaches des ersten Einheitvektor im C3 abbildet. Gemdfl Bemerkung
2.38 erhalten wir (beachte die Konvention %l =1 firx; =0)

1
2
:i@+61: 1/\/3 s P2/ Z:I—TUU*qugxg-
lz|| 21 2/v/5 v*U

T
Tatsdchlich ist Pyx ~ (—2.2 0 O) e C.

Mit P, = (é g,) € C** ergibt sich insgesamt
2
2 7
0 =22
R:=PPA~x 0 0
0 0

also mit Q) == Py Py die QR-Zerlegung A = QR.

Satz 2.37

Ist A € C™" injektiv. Dann gilt fiir den ersten Spaltenvektor x € C™ I+l der j-ten
Zwischenmatriz A; € Cm=i+Dx(=i+1) stets 1 =£ 0, dem beschriebenen Verfahren gelingt
also fir jede injektive Matriz die Konstruktion einer Q) R-Zerlequnyg.

Beweis: Angenommen nicht. Dann existieren unitdare Matrizen Pp,...,.P_; (1 < j <
n — 1) mit
11 * k* ok *
0 :
Pj—l e PlA — rj—l,j—l * *
0o ... 0 0 =
0 ... 0 0 * ... =

Die ersten j Spalten von P;_; ... Py A miissen also linear abhangig sein, d.h. P;_; ... P, A
ware nicht injektiv.

Fiir jedes € # 0 ist aber wegen der Injektivitdat von A und der Unitaritat der Householder-
Transformationen

07 AL = [P AL]l = ... = [Py .- PLAL],

also Pj_; ... PLA doch injektiv und damit die Annahme widerlegt. U
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Implementierung. Die Matrix-Multiplikation P; A benétigt O(m?n) Multiplikationen
und Additionen. Viel schneller ist es, die spezielle Gestalt der Householder-Transformationen
auszunutzen. Die Berechnung mittels

PA=A- (<va> v) (v*A)

benotigt

e mn Multiplikationen und (m — 1)n Additionen fir v*A

e 2m + 1 Multiplikationen und m — 1 Additionen fiir (va) )

e mn Multiplikationen und mn Additionen fir A — ((quJ) v) (v*A),

also nur jeweils 2mn + O(m) Multiplikationen und Additionen (beachte m > n).

Algorithmus [ zeigt eine Q-freie Implementierung des QR-Algorithmus, indem zu ge-
gebener injektiver Matrix A € C™*" und gegebener rechter Seite b € C" das R der
QR-Zerlegung und @ * b berechnet werden. Wie zu Beginn des Abschnitts beschrieben
lasst sich daraus durch Riickwértssubstitution die verallgemeinerte Losung A*b des LGS
Ax = b berechnen.

Zur Anwendung auf mehrere rechte Seiten sollte auch ) aufgestellt oder zumindest
die in @) enthaltene Information zwischengespeichert werden. Letzteres kann dadurch
geschehen, dass die erzeugenden Householder-Vektoren v zwischengespeichert werden,
vgl. Ubungsaufgabe 10.3. P

Algorithmus 4 Q-freie Q R-Zerlegung einer injektiven Matrix A € C™*" zu gegebener
rechten Seite b € C™
for j=1,...,n do
Es bezeichne A; den unteren rechten (m —j+1) x (n —j +1)-Block von A, x des Blockes
erste Spalte und z; der Spalte ersten Eintrag.
Der Vektor b; enthalte die unteren m — j + 1-Eintrage von b.

ol o %mz’t%:zlﬂirﬂ?l:o

<
il
)

return A ist zu R und b zu Q*b transformiert.

Bemerkung 28 (Aufwand der QR-Zerlegung)
4

In Algorithmus |4| bendtigt die Berechnung der Zwischenmatrizen

Aj € C(m—i+1)x(n—=j+1)

2Man sieht leicht, dass der erste Eintrag von v immer positiv (sogar > 1) ist und dass Vielfache von
v dieselbe Householder-Transformation erzeugen. Wenn wir v noch so normieren, dass der erste
Eintrag stets 1 ist, dann miissen nur die restlichen Eintrége von v zwischengespeichert werden und
das kann wie bei der LR-Zerlegung in den freiwerdenden Eintrdgen der Matrix A geschehen.
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2.3. LINEARE AUSGLEICHSRECHNUNG

(inklusive der Berechnung des Hilfsvektors w) gemdaf$ unserer Vorbemerkung tber den
Aufwand der Householder-Transformation jeweils

2(m—j+1)(n—75+1)+O(m)
Multiplikationen (inkl. Divisionen) und Additionen (inkl. Subtraktionen). Fir die Be-

rechnung aller A; benédtigen wir also jeweils

O(mn)—i—Zi(m—j%—l)(n—j—i—l)

M=

=0(mn)+2) (k—n+m)k

k

:O(mn)+22k2+2(m—n)ik

k=1 k=1

= O(mn) + 27,;3 +O(n*) +2(m —n) (T;Q + O(n))

1

Sl

1
= mn? — gng + O(mn).

Multiplikationen und Additionen. Die Berechnungen von v und b; bendtigen in jedem
Schritt nur O(m) also insgesamt O(mn) Operationen. Insgesamt bendtigt Algorithmus [
also jeweils mn® — sn® + O(mn) Multiplikationen und Additionen.

Fiir quadratische Gleichungssysteme (m = n) ist die QR-Zerlegung im Vergleich zur
LR-Zerlegung demnach etwa doppelt so aufwindig (aber dafir konditionsneutral).

Bemerkung 2.39 (QR-Zerlegung fiir nicht-injektive Matrizen)

Ist Q) nicht injektiv, so kann im bisher betrachteten Verfahren eine Zwischenmatrix
A; € CUm=i+Dx(n=i+1) den Nullvektor als erste Spalte enthalten. Durch Spaltenver-
tauschungen (also Multiplikationen von rechts mit den aus Abschnitt bekannten
Permutationsmatrizen) lasst sich das Verfahren noch so lange durchfihren bis eine Zwi-
schenmatriz die Nullmatriz ist. So erhdlt man eine Faktorisierung

* o Rl RZ
ar- (3 1)

wobei P € C™*™ eine Permutationsmatriz ist, Ry € CP*P eine rechte obere Dreiecksma-
triz und Ry € CP*" P ist. (Man tberlegt sich leicht, dass p = rang(A) ist.)

Wir zerlegen wie zu Beginn des Abschnitts ¢ := Q*b € C™ in

Co

Cc = <01> mit c € (Dp, Co € @n—p‘
Analog zerlegen wir y := Px € C"

Yy = (zl> mit y; € (Dp, Yo € (B
2
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Dann erhalten wir (beachte x = Py) fir das lineare Ausgleichsproblem

() - (5 50

= |ley — Ruyn — Rowal® + |lcal® -

b= Agll? = [|0°(b— APy)|| = ‘

Offensichtlich wird dies durch y, == Ry'c1, y» := 0 minimiert, d.h.

—1
z:=P (Rlo Cl)

ist eine Losung des linearen Ausgleichsproblems.

In Matlab/Scilab liefert der Befehl A\b fiir nicht-quadratische Matrizen diese tber die
QR-Zerlegung bestimmte Losung des linearen Ausgleichsproblems.

Aufgrund der Konstruktion hat die tiber die QR-Zerlegung bestimmte Lésung x den Vor-
teil, nur wenige von Null verschiedene Eintrige zu besitzen. x ist jedoch im Allgemeinen
weder die Losung mit minimaler Norm (also x # ATb) noch die Losung mit den we-
nigstmaglichen Nichtnulleintrdgen. Zum Beispiel ergibt sich fiir

3 ()

iber das QR-Verfahren die Losung x = (%, %, 0)L. Jedoch ist (0,0,1)T eine Lisung mit
111

weniger Nichtnulleintrigen und (3, 3, g)T ist eine Losung mit kleinerer Norm.

2.4 Ausblick: Eigenwertprobleme

Das QR-Verfahren kann auch zur Bestimmung der Eigenwerte und -vektoren einer Ma-
trix verwendet werden. Wir skizzieren nur grob die grundsétzliche Idee.

2.4.1 Die Potenzmethode

Wir betrachten zunachst eine Diagonalmatrix

AN 00
A=10 . 0
0 0 A

n

Wiederholtes Anwenden von A auf einen Vektor z = (x;)I, € C" liefert

k
)\11‘1 n
Ary = : = Z )\fxiei,
)\kiﬂ =1
nvn
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wobei e; der i-te Einheitsvektor ist. Gibt es genau einen betragsgrofiten Eigenwert \; und
ist #; # 0, dann wird der dazugehoérige Summand schneller wachsen (bzw. langsamer
fallen fir |A\;| < 1) als alle anderen Summanden. Er wird die Summe also immer mehr
dominieren. Wir erwarten daher, dass

Akg ~ )x’fxlel + langsamer wachsendere Terme.

Analoges sollte fiir eine beziiglich einer ONB diagonalisierbaren Matrix mit genau einem
betragsgrofiten Eigenwert \; und zugehorigem Eigenvektor v gelten. Auch hier erwarten
wir, dass fiir jeden Startwert x = Y%_, (vjz)v; mit x; # 0

AF g ~ )\Ifxlvl + langsamer wachsendere Terme.

Wenn wir das Ergebnis in jedem Schritt normalisieren,

F#) = A ) = z

dann sollte sich der am schnellsten wachsende (bzw. der am langsamste fallende) Term
durchsetzen, 7(¥) sollte also immer mehr zu einem Vielfachen von v; werden und (z*))* Az *)
gegen \; konvergieren (die sogenannte Potenzmethode, siehe Algorithmus [5). Fiir Kon-
vergenzresultate verweisen wir auf [Hankel §25].

Algorithmus 5 Potenzmethode (von Mises-Verfahren)
Gegeben Matrix A € C™*™ und Startvektor x € C".
repeat
T .= Ax
A =27
vi=1/ |
until STOP
return )\ € C, x € C" approximiert betragsgroiten Eigenwert von A und dazugeho-
rigen Eigenvektor.

2.4.2 Das QR-Verfahren zur Eigenwertbestimmung

Um alle Eigenwerte und -vektoren einer Matrix zu bestimmen, konnen wir die Potenz-
methode auf n Startvektorenf]
T1,...,x, € C"

gleichzeitig anwenden. In Matrixnotation beginnen wir also mit

(ml :vn) e g

3Achtung: Im Unterschied zum Abschnitt iiber die Potenzmethode bezeichnen xi, 2, u.s.w. jetzt
verschiedene Vektoren im €™ und nicht verschiedene Eintrége desselben Vektors.
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und berechnen im Wesentlichen (d.h. bis auf Normierung)
Ak (:Ul xn) = (Ak:vl Akmn) .

Im Allgemeinen wird jedoch an alle Startvektoren der Eigenvektor zum betragsgrofiten
Eigenwert \; beteiligt sein und alle Spalten A*x; werden gegen einen Eigenvektor zu \;
konvergieren.

Um das zu verhindern, orthonormalisieren wir die Vektoren in jedem Schritt. Wir neh-
men also im ersten Schritt nicht

(Aa:l . A:z:n)
sondern Vektoren
(" ... 2)
mit den folgenden Eigenschaften:
e Fiirjedes k = 1,...,n die ersten k Vektoren jeweils den gleichen Raum aufspannen,
also
span(acgl), . ,:L’S)) = span(Axy, ..., Axy)
° xgl),. .., #{1) orthonormiert sind, also
Dy (1
(a5") ) = 0
Im néchsten Schritt bilden wir
(Axgl) o AZL‘%I))
und orthonormalisieren diese zu Vektoren
(2 ... 2®)

u.S.W.

Fiir den ersten Vektor entspricht dieses Verfahren gerade der Potenzmethode. Wir kon-
nen also erwarten, dass er gegen einen Eigenvektor v; zum betragsgrofiten Eigenwert A\;
konvergiert. Beim zweiten Vektor wird bei diesem Verfahren die Potenzmethode ange-
wandt und zusétzlich durch die Orthogonalisierung der Anteil in Richtung des ersten
Vektors eliminiert. Wir konnen also erwarten, dass der zweite Vektor gegen einen Eigen-
vektor zum grofiten Eigenwert der Matrix A eingeschrankt auf den Unterraum

span(v))™ = {v : vjv =0}

konvergiert. Dies wird (zumindest wenn die Eigenvektoren senkrecht aufeinander stehen)
gerade der zweitbetragsgrofite Eigenwert sein. Enstprechend erwarten wir Konvergenz
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aller n-Vektoren gegen Eigenvektoren zu allen n Eigenwerten. Die Eigenwerte erhalten
wir dann als Diagonaleintrage von

(@ oa®) AP W),

Fir die Orthogonalisierung bietet sich das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsver-
fahren an. Tatséchlich wird dies aber bereits durch die QR-Zerlegung realisiert. Sei

A=QR

die QR Zerlegung von A. Da () unitér ist, sind die Spalten von () orthonormiert. Da R
obere rechte Dreiecksgestalt hat. ergibt sich die k-te Spalte von A durch Kombination
von k Spalten von @, d.h. die jeweils ersten £ Spalten von A und () spannen den selben
Raum auf. () enthélt also eine Orthonormalisierung der Spaltenvektoren von A.

Es erscheint natiirlich, als Startvektoren die Einheitsvektoren zu wéhlen, also

(7 ... 20) =

0

oo =
_ o O

0
Dann ist im ersten Schritt keine Orthonormalisierung notig und es ergibt sich (durch
Anwendung von A) im den ersten Schritt immer A, so dass wir auch gleich mit

n

Agi= (2" ... 20)=A

starten konnen. Insgesamt erhalten wir also den folgenden Algorithmus (siehe Algorith-

mus [6).

Algorithmus 6 Simultane Potenzmethode

Gegeben Matrix A € €™, Setze Ay = A.
for k=0,1,... do
Berechne () R-Zerlegung A, = QrRy,
Agy1 = AQy,
end for
return (), approximiert spaltenweise Eigenvektoren von A. Die Diagonaleintrage von
QkAQk approximieren die Eigenwerte.

In der Literatur wird dieser QR-~Algorithmus fiir Eigenwertprobleme iiblicherweise in
Form von Algorithmus [7] formuliert. Dabei kann man zeigen, dass in jedem Schritt Ay
aus Algorithmus I und QkAQk aus Algorithmus @ iibereinstimmen. Fiir die Berech-
nung der Eigenvektoren in Algorithmus[7] die effiziente Berechnung der benotigten QR~
Zerlegungen und Konvergenzaussagen zum QR-Algorithmus verweisen wir wieder auf
[Hankel, §26+27].
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Algorithmus 7 ) R-Verfahren

Gegeben Matrix A € C"*". Setze Ag = A.
for k=0,1,... do
Berechne Q) R-Zerlegung Ay = QxR
Apyr = RpQy,
end for
return Die Diagonaleintrage von A, approximieren die Eigenwerte.
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3 Iterative Verfahren

Sind die betrachteten linearen Gleichungssysteme zu grof§, um sie mit den im letzten Ka-
pitel betrachteten direkten Verfahren exakt zu l6sen, so bieten sich als Ausweg iterative
Verfahren an. Dabei wird eine Folge von Approximationen z(®), k € N, konstruiert, die
gegen die exakte Losung konvergiert. Die Durchfithrung einer gewissen Anzahl von Ite-
rationsschritten ist typischerweise schneller als die direkte Losung des LGS, liefert aber
oft schon eine hinreichend genaue Approximation der Losung. Grundlage vieler Iterati-
onsverfahren fir lineare und nicht-lineare Probleme ist der Banachsche Fixpunktsatz.

3.1 Der Banachsche Fixpunktsatz

Satz 3.1 (Banachscher Fixpunktsatz)

Sei K C C™ eine abgeschlossene, nicht-leere Teilmenge und ||-||, eine Norm auf dem C".
Sei @ eine beziglich dieser Norm kontrahierende (mdglicherweise nicht-lineare) Selbst-
abbildung, d.h. ® : K — K und es existiert ein 0 < q¢ < 1, so dass

[®(z) =)l <qllz—yl. Yryek

Dann besitzt & genau einen Fizpunkt &, d.h. es existiert genau ein & € K mit (%) = Z.

Sei ) € K ein beliebiger Startwert. Definiere die Folge (")) ex, durch Fixpunktite-
ration

2 = oz Yk e N,.

Dann konvergiert x®) gegen &. Auferdem gelten die Abschitzungen

(a) H{L’(k) — || <q g1 — 3%H* (Monotonie)
(b) Hx(’“) — 1| < f—fg ‘x(l) — J}(O)H* (a-priori Schranke)
(c) H:L'(k) -2 <14 Hx(k) - x('“_l)H* (a-posteriori Schranke)

Beweis: (i) Konvergenz der Fixpunktiteration:

Wir zeigen zuerst, dass die durch Fixpunktiteration definierte Folge fiir jeden Start-
wert konvergiert. Sei also (% € K und (z®)en, definiert durch 2+ .= ®(2*)
fir alle k € Ny.
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Fiir jedes k € N erhalten wir

k+1) (k)

x(

= |@@@®) - o(2*-1)

<...< qk Hm(l) — 20

[ < g[a® — 2D

* * *

*

Damit folgt fiir alle m,l € N mit [ > m

® —

*

< [2® - 20D

+ Hx(zfl) _ =2

ot gt

* *

<(¢7 2+ 4 gm) 20 - 2O

*

=q" (qo + o4 ql_m_l) Hx(l) — O

*

L 1" [+ - 2

*

und damit (beachte ¢ < 1)

=0.

*

lim Hx(l) — 2™
l,m—00

(2 en, ist also ein Cauchy-Folge. Da der C" vollstindig ist, existiert der Grenz-
wert

%= lim z®
k—o0

und, da K abgeschlossen ist, folgt & € K. Fiir jeden Startwert konvergiert also die
durch Fixpunktiteration definierte Folge gegen einen Grenzwert & € K.
Existenz und Eindeutigkeit des Fixpunktes

Nun zeigen wir, dass jeder solche Grenzwert & € K ein Fixpunkt von & ist. Aus
der Kontraktionseigenschaft folgt insbesondere dass ® auf K Lipschitz-stetig ist
und damit

k—o0 —00 k—o0

&= lim z® = klim d(z* V)= (hm x(k_l)) = d(2).

Insgesamt ist damit also gezeigt, dass ® (mindestens) einen Fixpunkt Z besitzt und
die Fixpunktiteration fiir jeden Startwert gegen einen Fixpunkt konvergiert.

Als néchstes zeigen wir die Eindeutigkeit des Fixpunktes. Seien z, 7 € K Fixpunk-
te, also
T=®(%), und z=o(2).

Dann ist
|2 — 2|, = |®(2) — 2(2)][, < qllz — 2|,

und aus ¢ < 1 folgt damit |2 — Z||, =0, d.h. 2 = 7.



3.1. DER BANACHSCHE FIXPUNKTSATZ

(iii) Beweis der Abschatzungen (a)—(c)

Es verbleibt noch, die drei Abschétzungen (a)—(c) zu zeigen. (a) folgt sofort aus

|+ —2], = o) - 2(@)

*

(b) folgt mit der oben gezeigten Abschitzung

-

= lim H:B(l) — ™
* l—00

e

(c) folgt aus

a o ® — 2t

> [atk+) — 2

S

* *

s

=(1=q)[+® -2

(—af=® -4, .

Bemerkung 3.2

(a) Ist ® beziiglich irgendeiner Norm |||, eine Kontraktion, so konvergiert die Fizpunk-
titeration (wegen der Aquivalenz aller Normen auf dem C") beziiglich jeder Norm.

Die Abschdtzungen gelten jedoch im Allgemeinen nur beziglich |||, .

(b) Satz gilt offenbar genauso fiir Kontraktionen auf abgeschlossenen Teilmengen
des R™. Mehr noch: im Beweis von Satz[3.1] wurden nur die Metrik-Eigenschaften
der Norm und die Vollstindigkeit von K verwendet. Tatsdchlich gilt (mit dem glei-
chen Beweis) der Banachsche Fizpunktsatz also fir Kontraktionen ® : K — K auf
vollstindigen metrischen Raumen K. (In diesem Fall gilt aber die Konvergenz im
Allgemeinen auch nur in dieser Metrik.)

Beispiel 3.3

(a) Die Nullabbildung ® : R" — R"™, ®(z) := 0 ist offensichtlich eine kontrahierende
Selbstabbildung des R™ und besitzt genau den Nullvektor als Fixzpunkt. Fir jeden
Startwert © € R™ konvergiert die Fizpunktiteration z*t1) = ®(x®)) = 0 offen-
sichtlich gegen diesen Fizpunkt.

(b) Die Abbildung ®(x) := cos(z) bildet das Intervall [0, 1] auf das Intervall [cos(1),1] C

[0.5,1] ab, ist also insbesondere eine Selbstabbildung
o [0,1] — [0,1]
Nach dem Mittelwertsatz der Differentialgleichung gilt
[P(z) = @(y)| < sup [¥(§)]|lz —y| = sup [sin(¢)]lx—y]
£€[0,1] £€0,1]
sin(1)]z — y| < 0.85[x —y.

Der Cosinus besitzt also genau einen Fizpunkt & in [0,1] (das folgt auch direkt aus
dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen) und fiir jeden Startwert z(°) € [0, 1]
konvergiert

2™ = coscos. .. cosz®

k—mal

gegen diesen Fizpunkt & ~ 0.739.
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3.2 Zwei einfache lterationsverfahren

Wir verwenden nun die Fixpunktiteration fiir die Losung linearer Gleichungssysteme.
Es sei A € € und b € C". Es gibt viele verschiedene Moglichkeiten, das lineare
Gleichungssystem

Azx =0

in Fixpunktgestalt zu bringen, z.B. ist Az = b dquivalent zu

r=0(x)=Ar—b+zr=(A+1)x —b.

Das folgende Lemma zeigt, wann eine solche affin-lineare Fixpunktgleichung die Voraus-
setzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt.

Lemma 3.4
Sei @ eine affin-lineare Abbildung

. C"—>C", P(x)=Tx+c, TeCY" ceC"

Sei ||-||, eine Norm auf dem C™ und ||-||,, eine dazu vertrigliche Matriznorm auf dem
Cm . Ist ||T||,, < 1, so ist @ eine Kontraktion (und erfillt damit die Voraussetzungen
des Banachschen Fixpunktsatzes).

Beweis: Fiir alle z,y € C™ ist

[8(z) = @), =T =Y. <[ Tlly llz =yl O

Bemerkung 3.5

Wenn die Fizpunktgleichung durch Aquivalenzumformung aus einem eindeutig losbaren
linearen Gleichungssystem hervorgegangen ist, so ist die Ezxistenz eines eindeutigen Fix-
punktes bereits garantiert. In diesem Fall kann man zeigen, dass die Fizpunktiteration in
Lemma genau dann fir alle Startwerte konvergiert, wenn p(T) < 1, wobei p(T') der
Spektralradius von T, d.h. der Betrag des betragsgrifsten Eigenwertes ist, siehe Aufgabe
11.3.

Unsere erste Idee einer Fixpunktform = = ®(z) := (A + I)x — b wird im Allgemeinen
nicht die benétigte Kontraktionseigenschaft besitzten, z.B. gilt fiir den Trivialfall A = [
in jeder Norm [|®(z) — ®(y)ll, = 2|z -yl

Wir betrachten deshalb den allgemeineren Ansatz, A = M — N in zwei Matrizen M, N €
C™*" zu zerlegen, wobei M invertierbar sei. Dann ist b = Ax = (M — N)x dquivalent

zur Fixpunktgleichung
r=®(z) =M (Nz+b).

Damit die Fixpunktiteration durchfithrbar ist, sollte dabei M leicht invertierbar sein.
Gleichzeitig sollte der in N verbleibende Rest moglichst wenig sein, damit eine Chance
auf |M~'N|,, < 1 besteht. In diesem Abschnitt betrachten wir die folgenden zwei
Moglichkeiten fiir die Wahl von M:
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e Gesamtschrittverfahren (Jacobi-Verfahren): M ist die aus den Diagonalein-
trdgen von A bestehende Diagonalmatrix.

Ist %) = (éligk)) ‘ € C" die k-te Iterierte, so ergibt sich die (k+ 1)-te Iterierte

aus =
D = @(x(k)) = M_I(Nx(k) +b),
mit
a1 0 e 0 0 a19 ... Qip
M- 0 asy ... 0 ’ N _ agq 0 ... Qaop
0 0 Anp an1  Qp2 0

d.h. komponentenweise durch

1 n

ket ke

R b — E ajlxl( )
=1

J L.
aj;
1]

Dies entspricht in jedem Schritt also gerade dem Auflésen der j-ten Gleichung von
Az = b nach der j-ten Unbekannten z; und der Verwendung der Naherungen des
letzten Schrittes fiir die bendtigten anderen Unbekannten.

e Einzelschrittverfahren (Gauf3-Seidel-Verfahren): M ist die aus dem linken
unteren Dreiecksanteil von A bestehende linke untere Dreiecksmatrix.

Ist 2*) = (:Egk)> . € C" die k-te Iterierte, so ergibt sich die (k+ 1)-te Iterierte

aus I=he
g* )= d(2W) = MY (N2® +b),
mit
a1 0 0 0 a2 ... Qip
M _ 21 Q22 0 ’ N _ 0 0 Aoy,
Al Gpo .. Gpn o 0 ... 0

also komponentenweise durch

1 = g
x§-k+1) = — (bj - Zajlxl(kH) -y ajlxl(k)) : (3.1)

ajj =1 I=j+1
Dies entspricht also in jedem Schritt wieder gerade dem Auflésen der j-ten Glei-
chung von Az = b nach der j-ten Unbekannten z;. Im Unterschied zum Gesamt-
schrittverfahren werden aber fiir die anderen Unbekannten aber schon die in diesem
Schritt bereits erhaltenen neuen Néherungen verwendet.
Definition 3.6
FEine Matriz A € C™*™ heifit (zeilenweise) strikt-diagonaldominant, falls fir jede Zeile
7=1,...,n gilt

n
;] > Z|@jl\-
=1

I#j
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Satz 3.7

Ist A € C"" (zeilenweise) strikt-diagonaldominant, dann ist A invertierbar und fir
jeden Startvektor (© € C™ konvergieren sowohl das Gesamt- als auch das Einzelschritt-
verfahren gegen die eindeutige Lésung von Ax = b.

Beweis: Da A (zeilenweise) strikt diagonaldominant ist, sind insbesondere die Diago-
nalelemente von Null verschieden und damit ist (sowohl fiir das Gesamt- als auch das
Einzelschrittverfahren) M invertierbar. Az = b ist also dquivalent zu der Fixpunktglei-
chung z = ®(x) := M~ Y(Nz + b) und die Invertierbarkeit folgt aus der Existenz eines
eindeutigen Fixpunktes. Wegen Lemma geniigt es also zu zeigen, dass eine mit einer
Vektornorm vertrigliche Matrixnorm ||-||,, existiert, so dass [[M~'N||,, < 1.

Gesamtschrittverfahren: Fir die Zeilensummennorm von

—1
a1q 0 0 0 a2 ... Qip
—1
0 a 0 a 0 a
_ 22 21 2n
T:=M'N=-—
0 0o ... a;& ap1 Qpa ... O
0 ai2 Qin
air "7 ann
az1 0 a2n
_ “ g
ani an2 0
Ann ann

gilt wegen der strikten Diagonaldominanz

la z|
||T||oo: max %

S & o]
I#j

Die Aussage ist also fiir das Gesamtschrittverfahren bewiesen.
Einzelschrittverfahren: Wir werden wiederum zeigen, dass ||T']| , < 1. Dazu verwen-
den wir (siehe Blatt 7, Aufgabe 2)

Tl = max 7]l

Sei dafir € C™ mit ||z| = 1. Wir missen zeigen, dass fiir alle Komponenten von
y =Tz gilt |y;| < 1. Fir diese gilt gemaf (3.1):

j—1 n
L (—zaﬂyz s )
=1

Qjij

I=j+1
und damit
|aji]
4l < 7 (Z|aﬂ||yl|+ > |aﬂ||xz|) 21 {1}
ajj I=j+1 o Ajj| t=eend

< _max {lyl,1}
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Mit trivialer Induktion folgt daraus |y;| < 1 fur alle j = 1,...,n und damit die Aussage
fir das Einzelschrittverfahren. O

Bemerkung 3.8

Es lassen sich sowohl Bespiele konstruieren, in denen das Einzelschrittverfahren schnel-
ler als das Gesamtschrittverfahren konvergiert als auch umgekehrt. Intuitiv wird man
dem FEinzelschritt-Verfahren aber eher eine schnellere Konvergenz zutrauen, da es in je-
dem Schritt schon die bereits berechneten wohl besseren Niherungen des aktuellen Schrit-
tes verwendet statt der wohl schlechteren Ndherungen des letzten Schrittes. Tatsdchlich
wird deshalb in der Praxis meist das Einzelschritt-Verfahren bevorzugt.

69






4 Nichtlineare Gleichungen

In diesem Kapitel untersuchen wir Losungsalgorithmen fiir nicht-lineare Gleichungen.
Dabei beschrinken wir uns auf reelle Probleme. Komplexe Problemstellungen lassen
sich mit der Identifikation C" = R?" darauf zuriickfiihren.

4.1 Fixpunktiterationen

4.1.1 Konvergenz von Fixpunktverfahren

In Beispiel haben wir (durch Abschatzung der Ableitung des Cosinus) gesehen, dass
der Cosinus eine kontrahierende Selbstabbildung auf [0, 1] ist und deshalb die nichlineare

Fixpunktiteration
2D = @ (z®) 1= cog 2 ¥

fiir jeden Startwert 2(® € [0, 1] gegen einen Fixpunkt & = cos(Z) € [0, 1] konvergiert.

Das Beispiel lasst sich auf allgemeine, mehr-dimensionale, nicht-lineare Funktionen iiber-
tragen. Dazu erinnern wir an den wichtigen Mittelwertsatz der Differentialrechnung im
R™:

Lemma 4.1 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)

O : D(®) — R™ sei eine auf einer offenen Menge D(®) C R™ definierte, stetig diffe-
renzierbare Funktion.

Seien x,y € R™ Punkte, deren Verbindungsstrecke in D(®) liegt, also
r+tly—x)€D(@) firallet € 0,1].
Dann gilt
B(y) — B(2) = [ W+ 1ly— )y - 2)dt,
wobei ' 1 D(P) — R™*™ die totale Ableitung (Jacobi-Matriz) von ® bezeichnet.
Beweis: Betrachte die Funktion
f:00,1] = R", f(t):=P(x+tly—2x)).
f ist stetig differenzierbar und die Ableitung f’: [0,1] — R™ ist

fi(t) = (z+t(y — )y — x).
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Damit folgt

B(y) - Blr) = S(1) = 1(0) = [ fw)ae
1 (x+tly—x)(y—x)dt. O

|
S—

Definition 4.2
Fine Menge C C R™ heifit konvex, falls fir jedes Paar von Punkten x,y € C' die
Verbindungsstrecke in C' liegt, also

r+tly—x)eC  firalex,yeC, te]0,1].

Wir zeigen nun unter welchen Voraussetzungen, die Fixpunktiteration global oder lokal
konvergiert. Fiir die folgenden beiden Sétze sei stets

®: D(®) > R"

eine auf einer offenen Menge D(®) C R” definierte, stetig differenzierbare Funktion. ||-||,
sei eine Norm auf dem R"™ und ||-||,, eine dazu vertdgliche Matrixnorm auf dem R™*".

Satz 4.3
K C D(®) sei abgeschlossen und konvex. Es gelte ®(K) C K. Euxistiert ein 0 < ¢ < 1
mat

19" (@)l < g Vo €K,

so ist ® eine kontrahierende Selbstabbildung auf K. Insbesondere besitzt dann ® genau
einen Fizpunkt T in K und die Fizpunktiteration

g * D = o ()
konvergiert fiir jeden Startwert %) € K gegen 7.

Beweis: Seien z,y € K. Aus dem Mittelwertsatz der Differentialgleichung Lemma [4.1
folgt

o) - el = | [ ¥+ oty — o)y - o)t
< [ 12+t — o)y - o, a

1
< [ 9@+ ty = 2)llys Iy — 2], dt

und damit die Behauptung. U
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Beispiel
Betrachte
Dy (1, x9) COS 1

® ist eine Selbstabbildung auf der offensichtlich abgeschlossenen und konvexen Menge
[0,1]2, denn fiir alle 2, x5 € [0, 1]? gilt

®: R* =R’ o) = (cbl(x““’?)) = (COS“’Q N w)

I 1
1> - — > 1)—— >
> Cos Ty 10 2 cos(1) 10 = 0
1>cosz; >0,
also @([0,1]%) C [0, 1]*.

AuBerdem ist ® eine Kontraktion bzgl. der [|-||,_-Norm, denn fiir alle z = (x1,22)" €

[0, 12
9P 0P o
(D 83}1 8.7}2 S111 :L‘Q
I 902 — sm T 0
811 Oxa 1 9]

= max{1/10 + Sln(.ﬁEQ), sin(xq)}
< 1/10 +sin(1) < 0.95 < 1.

V]

Nach Satz existiert also genau ein Fixpunkt 2 = (21, 22)7 in [0, 1]? und die Fixpunk-

titeration (ht1) (k+1) (k+1)
Ty — kD) @(m(k)) _ [coszy — I /10
xgk’Jrl) cos :E%Hl)

= ( (0) (0))

konvergiert fiir jeden Startwert (*) = (21", 25”)" € [0, 1]? gegen 2.
Satz 4.4
Ist & € D(®) ein Fizpunkt von ® und gilt

19" (2)[l5, < 1,

dann existiert eine abgeschlossene Kugel K = B.(z) C D(®) um &, € > 0, so dass ® auf
K eine kontrahierende Selbstabbildung ist. Insbesondere ist also & der einzige Fixpunkt
in K und die Fizpunktiteration

gD = CID(x(k))
konvergiert fiir jeden Startwert () € K gegen .

Beweis: Sei ¢ > 0 so, dass ||®'(2)||,, < ¢ < 1. Da D(®) offen ist und @’ stetig, existiert
ein € > 0, so dass fiir die abgeschlossene Kugel K := B,(%) gilt

KCD(@®) und [®'(x)|,, <g firallez e K.

Aus dem Mittelwertsatz der Differentialgleichung erhalten wir wieder
|®(z) = 2], = |2(z) = 2(@)[l, < gllz - 2],
und damit ®(z) € K fir alle z € K. Damit folgt die Behauptung aus Satz [4.3] O
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Bemerkung 4.5

Satgamntiert, dass das iterative Verfahren (hier: die Fizpunktiteration) den ge-
suchten Punkt & (hier: den Fizpunkt) findet, wenn der Startwert hinreichend nahe am
gesuchten Punkt liegt. Diese Figenschaft nennt man auch lokale Konvergenz.

Im Gegensatz dazu spricht man von globaler Konvergenz, wenn das Verfahren fiir alle
Startwerte ) € R (oder zumindest fir alle Startwerte in einer a-priori bekannten
Menge) gilt.

Beispiel 4.6 (Das Heron-Verfahren)
Wir betrachten die Berechnung der Quadratwurzel einer positiven Zahl a > 0. Offen-
sichtlich ist fiir x > 0 die Gleichung 2 = a dquivalent zu der Fizpunktgleichung

1 a
= - — | =
v 2 < * :)3> (@)
(siehe auch Bez’spz'el und Abschm’tt zur Motivation gerade dieser Fixpunktform).
Es ist ®'(z) = 3 (1 — a%) Am Fizpunkt & := +/a gilt also ®'(Z) = 0. Nach Satz

konvergiert also die Fizpunktiteration (das sogenannte Heron-Verfahren )

1
o = (aﬂk>+-‘l) (4.1)

lokal gegen \/a.

Man kann zeigen (siche Ubungsaufgabe 12.3), dass die Fizpunktiteration tatsdichlich fiir
jeden Startwert (® € (0,00) gegen \/a konvergiert.

4.1.2 Konvergenzgeschwindigkeit
Sind die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes mit einer Kontraktionskon-
stante ¢ < 1 erfiillt, so gilt fiir den Fehler der k-ten Iterierten der Fixpunktiteration

(nach der a-priori Abschatzung aus Satz

qk
1—

=

< [+® — 2O ~ gt
q

Wir erwarten also, dass die Anzahl der korrekten Dezimalstellen in z*) linear mit der
Iterationszahl wéchst, z.B. eine korrekte Stelle pro Iteration fiir ¢ = 1/10 oder eine
korrekte Stelle pro 3.3 Schritte fiir ¢ = 1/2 (da 0.5%3 ~ 0.1).

Erfillt eine gegen 2 konvergente Folge sogar

p
)

Hx(k—i-l) —%

<C Hx(k) -z

mit einem C' > 0 und p > 1 so erwarten wir eine ver-p-fachung der Anzahl der korrekten
Stellen in jedem Iterationsschritt. Dies motiviert:
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Definition 4.7
(a) Fir eine reelle nichtnegative Nullfolge (ex)ren heifst

. 1/k
k = limsup ¢,

k—o0

asymptotischer Konvergenzfaktor. Die Folge (ex)ren heifit
e linear konvergent fir 0 < x <1,
e sublinear konvergent fiir k = 1,
e superlinear konvergent fiir k = 0.

(b) Ezistieren fir eine reelle nichtnegative Nullfolge C > 0 und p > 1, so dass
€xr1 < Cép  fir hinreichend grofie k € N

dann konvergiert die Folge offenbar superlinear.ﬂ
p heifst Konvergenzordnung der Folge.

(c) Fiir eine gegen & konvergente Folge (2)rex € R™ verwenden wir die entsprechen-
den Bezeichnungen, wenn sie fiir die Fehlerfolge

zutreffen. (Offenbar ist wegen der Aquivalenz aller Normen auf dem R™ diese Be-
zeichnung unabhdngig von der gewdhlten Norm.)

Auf dem Banachschen Fixpunktsatz beruhende Verfahren konvergieren wie oben skiz-
ziert im Allgemeinen linear mit Konvergenzfaktor q. Wir zeigen aber eine Verscharfung
der eindimensionalen Version von Satz [£.4k

Satz 4.8
O : D(®) — R sei eine auf einer offenen Menge D(®) C R definierte, p-mal stetig
differenzierbare Funktion, p > 2.

(a) Ist & € D(P) ein Fizpunkt von ® und gilt

P10 (%)

p— ,A p— p—
0=9"(2)=...= e

dann ist die Fizpunktiteration x*+1 = CID(x(k)) lokal superlinear konvergent gegen &
und die Konvergenzordnung ist mindestens p.

1Sei 6§ > 0. Wegen E}f—: < Ce}:j — 0 gilt fiir fast alle £k € N, dass E}f—: < 4. Daher existiert ein
C' >0 mit ¢ = ==L Gey < C'6F. (Withle dazu z.B. C' = s~ Ter L, wobei L C N die

_€r
€k—1 €k—2 €

endliche!) Menge aller | € N mit —=— > ¢ ist.) Es gilt also lim sup e/* < lim sup Cciks =6
k—oo “k k—oco

€1—1
fiir alle § > 0 und damit lim sup,,_, . ellﬁ/k =0.
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(b) Ist zusdtzlich zu (a)
ar
@@(I) # 0,

dann ist die Konvergenzordnung genau p.

Beweis: Nach Satz konvergiert die Fixpunktiteration fiir alle Startwerte aus einer

abgeschlossenen Kugel K = B,(%).

Fiir jedes 2(*) € K und die dazugehérige Fixpunktiterationsfolge #*) erhalten wir durch
Taylorentwicklung

%llfé@)

th>__f)i4_]de®(5“”)($uo )’

kD) — p(2*)) = P(4 —
x (™) (2) ; il dr pl dxp v
L LdPRER) gy e
=z+ H dxp ( - ) ’

mit einer Zwischenstelle £*) zwischen z*) und %.

. drPd
(a) Mit C = isupgeK ‘ dmg’g)

folgt, dass
|2* ) — 2| < Clz® — 2P
Die Konvergenzordnung ist also mindestens p.
(b) Ware die Konvergenzordnung ¢ mit ¢ > p, so wiirde ein C’ > 0 existieren mit
|2* ) — 2| < O™ — 2|7 fir fast alle k € N
und damit (b4D)
u < C/]x(k) — 277 >0

Da z®) — %, konvergieren aber auch die Zwischenstellen £*) — % und wegen
() # 0 und der Stetigkeit von &% existiert daher ein ¢ > 0, so dass fiir fast

dil?ip dxP
alle k € N,
1|eeE®)|
p! dxP -
Damit folgt dass
|x(k+1) _ £|
z® — g = ©

was der obigen Folgerung aus einer Konvergenzordnung ¢ > p widerspricht. Die
Konvergenzordnung kann also nicht grofler als p sein. 0

Beispiel 4.9
Fiir das Heron-Verfahren aus Beispiel |4.6| gilt

O'(£) =0 # D"(%).

Das Heron-Verfahren konvergiert also genau quadratisch.
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4.2 Nullstellenbestimmung reeller Funktionen

Wir betrachten jetzt das Problem, die Nullstelle einer reellen Funktion
f:la,b) = R

(b > a) zu finden.

4.2.1 Intervallhalbierungsverfahren

Wir beginnen mit einem sehr einfachen, aber global konvergenten Verfahren, dem Inter-
vallhalbierungs- oder Bisektionsverfahren. Ist f stetig und f(a) < 0 und f(b) > 0, so
muss nach dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen mindestens eine Nullstelle Z €
(a,b) von f existieren. Wir halbieren das Intervall und betrachten f(%$2). Ist f(%%) > 0,
so muss eine Nullstelle in der vorderen Hélfte liegen und wir fahren mit dem Intervall
a, ‘ITH’] fort. Ist f (“TH’) < 0, so muss eine Nullstelle in der hinteren Hélfte liegen und wir
fahren mit dem Intervall [“;rb, b] fort. In jedem Schritt ergibt sich also eine Halbierung
des Intervalls und wir konnen auf diese Art und Weise eine Nullstelle mit beliebiger

Genauigkeit approximieren. Analoges gilt natiirlich auch fir f(a) > 0 und f(b) < 0.

Algorithmus 8 Intervallhalbierungsverfahren
Gegeben a,b € R, b > a und stetiges f : [a,b] - R mit f(a)f(b) <0
Ya = f(a); yp == f(b)
repeat
Ci= aT—i_ba Ye = f (aT—H))
if y. =0 then
break and return c

end if
if y,y. < 0 then
bi= ¢ yp = Ye
else
= Yo = Yo
end if

until b — a hinreichend klein
return [a, ]

Satz 4.10
Seien a,b € R, b > a, f: [a,b] = R stetig und f(a)f(b) < 0. [ay, bg] sei das Ergebnis
von k Schleifendurchliufen in Algorithmus[§.

Dann konvergiert (ag)ren monton wachsend und mit linearer Geschwindigkeit gegen eine
Nullstelle & von f. (bg)ren konvergiert linear und monoton fallend gegen & und & €
[ak, by] fir alle k € N.
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Beweis: Nach Konstruktion ist (ax)ren monoton wachsend, (by)ren monoton fallend
und es gilt a; < b; fir alle k, 1 € N. Insbesondere ist (ag)ren also beschrankt und besitzt
damit einen Grenzwert Z. Aus a; < b; fur alle k,[ € N folgt & € [ay, by] fiir alle k € N.

Nach Konstruktion gilt auBerdem by — ap = 27%(b — a) — 0. (by)ren konvergiert also
ebenfalls gegen & und die Konvergenzgeschwindigkeit ist fiir beide Folgen linear.

Schliefllich enthélt wegen dem Zwischenwertsatz jedes Intervall [ag, by eine Nullstelle x,
von f. Da ay, — &, b, — &, konvergiert auch die Folge dieser Nullstellen (xj)ren gegen
Z und aus der Stetigkeit von f folgt f(z) = 0. O

4.2.2 Das eindimensionale Newton-Verfahren

Um ein superlinear konvergentes Verfahren zu entwickeln, versuchen wir gemafl Satz
die Nullstellenaufgabe

f(z) =0

auf Fixpunktgestalt zu transformieren
O(x)=2x

mit ®'(Z) = 0 an der Nullstelle Z von f.

Wir machen den Ansatz
fl)=0 & z=a+ f(x)g(x) = D(2)
mit einer noch zu bestimmenden Funktion g(z). Die Forderung ®'(%) = 0 fithrt auf

0= (2) =1+ f'(2)g(2) + f(2)g'(2),

also ¢g(z) = ——f,%f). Eine naheliegende Wahl ist also
1 f(z)
=———, dh &) =2- .
==y = e

Die zugehorige Fixpunktiteration

f(zy)

T T )

heifit Newton- Verfahren.

Beispiel 4.11
Die Berechnung der Quadratwurzel einer Zahl a > 0 kénnen wir als Nullstellenaufgabe
schreiben

f(x):=a2*—a=0.
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Das Newton-Verfahren lautet

T+ —
Tk

T T ) T T 2

flze) _:z:i—a_l( a>’

das ist also das schon bekannte, quadratisch konvergente Heron-Verfahren.

Bemerkung 4.12
Wir geben noch eine weitere Motivation fir das Newton-Verfahren. Ersetzen wir in der

Nullstellenaufgabe f(x) = 0 die nicht-lineare Funktion f(z) durch ihr lineares Taylorpo-
lynom um unsere aktuelle Iterierte xy, so erhalten wir

!

0= f(x)~ f(og) + f'(2)(x — 24)

Offensichtlich ist die ndchste Newton-Iterierte gerade die Nullstelle dieser linearen Ap-
proximation (vgl. die in der Vorlesung gemalte Skizze).

Satz 4.13
f € C3(a,b) besitze eine Nullstelle & € (a,b) mit

f(@)=0 und f'(2)#0.
Dann konvergiert das Newton-Verfahren lokal quadratisch gegen .

Beweis: Da [’ stetig ist und f’(Z) # 0 existiert eine Umgebung von Z, in der f'(z) # 0
gilt. Auf dieser Umgebung ist die Nullstellenaufgabe f(z) = 0 dquivalent zur Fixpunkt-
aufgabe ®(z) = z mit ®(z) := 2 — f(x)/f (z). Aus f € C? und f'(2) = 0 folgt ® € C?,
®(2) = 0 und ®'(2) = 0. Die Behauptung folgt damit aus Satz [£.8| O

Benierkiing 4.14

Satz|4.18 gilt bereits wenn f' in einer Umgebung von & Lipschitz-stetig ist. Das werden
wir als Spezialfall des Konvergenzresultates fiir das mehrdimensionale Newton-Verfahren
erhalten.

4.2.3 Das mehrdimensionale Newton-Verfahren

Wir betrachten nun die mehrdimensionale Nullstellenaufgabe F'(z) = 0 wobei
F: D(F)—R"

eine stetig differenzierbare Funktion mit offenem Definitionsbereich D(F) C R”™ sei.
Analog Bemerkung konnen wir die nicht-lineare Funktion durch ihr lineares Tay-
lorpolynom um unsere aktuelle Iterierte ersetzen 2 und erhalten

|

0= F(z) = F(z®) + F'(2®)(x — 2®)
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KAPITEL 4. NICHTLINEARE GLEICHUNGEN

mit der Jacobi-Matrix F’(z®)) € R™",

So erhalten wir die Iterationsvorschrift
2R+ . (k) F/(I(k))_lF(I(k))
bzw.
g® D = 20 L p® - wobei h®) das LGS F'(z®)p® = —F(2®)) 16st.

Satz 4.15
F: D(F) — R" sei eine stetig differenzierbare Funktion mit offenem Definitionsbereich
D(F) C R"™ |||, und ||-||,; seien vertrigliche Vektor- und Matriznormen auf dem R"
bzw. R™".

F besitze eine Nullstelle & € D(F). Auflerdem existiere eine Kugel B,.(Z) C D(F') mit
Radius r > 0 um die Nullstelle, so dass gilt:

(a) F(x) ist invertierbar fir alle x € B, (%)
(b) Fiir ein L > 0 gilt die Lipschitz(-artige)-Bedingung

|F'@) " (F'w) = F@),, < Lly—zl. va.y € Bi(d).

2(%) das Newton—Verfahren durchfiihrbar und
es konvergiert (mindestens) quadratisch gegen die Nullstelle .

Dann ist fiir alle Startwerte vy € B

mln(r

Beweis: Sei z*) € B
Newton-Iteration

(r,%)(‘%) C D(F). Dann ist F'(z®) invertierbar und damit die

g® D = g &) f ()T p () € R®
durchfithrbar. Auflerdem gilt
AR G A G Iy A CAC D
2 — g — F(a®) (F®) - F(3))
= F'(@®)~ (F(2) - F@®) = F'(a®) (2 — 2)) .

Die Verbindungsstrecke von z*) und # liegt in B ingr, 2 )(2). Deshalb folgt aus dem Mit-
telwertsatz (Lemma

F(#) — F(z®) = /0 P (2% + t(2 — 2®)) (& — 2®) dt

und damit
H (k+1)
< / HF’ (x(k) + (2 — x(k))) - F'(m(k))>HM i — o) L di
S/O LHt(i"—:vk)) =™ dt =Lz —2® i/oltdt
:g 7 — a0 (4.2)
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Aus Hi" - x(k)H* < 2 folgt deshalb Hx(k“) -z i —z®

* *

Mit trivialer Induktion erhalten wir also, dass fiir jedes (¥ € B
Verfahren durchfithrbar ist, und dass fiir die Iterierten gilt

)(#) das Newton-

min(r, %

o - 3], < -

*

Damit folgt aus (4.2)), dass

g—a®| < st(O) — gl [2® -z
L k
<...< (QHJJ(O)—i ) Hx(o)—i’ —0
<1
also zusammmen mit (4.2)) die quadratische Konvergenz von z*) gegen 7. ([l

Wir zeigen noch, dass die Voraussetzungen von Satz [{.15] bereits dann erfiillt sind, wenn
F’ lokal Lipschitz-stetig ist, und F’(Z) invertierbar ist. Hierfiir benétigen wir die folgen-
den zwei Hilfssétze:

Lemma 4.16 (Neumannsche Reihe)

Sei |||, eine beliebige submultiplikative Norm auf dem R™™. Fir alle A € R™"™ mit
|All,; <1 konvergiert die Neumannsche Reihe

> 4
k=0
(wobei A° := I die Finheitsmatriz bezeichne). I — A ist invertierbar und es gilt

1

iAk =(I—-A)""  sowie H(I — A)*lHM < T Al

Beweis: Sei S; := >"%_, A*. Dann gilt fiir m >

m m—Il—1
1Sm — Sillyy = | Do A*| < Z AN = IAIG S 1Al
k=i+1 v k=l k=0
1+1 ||A||l+1 i
< ||All3; Z ||AHM —0 firl — oo.
1—[JAll,,

Die Folge der Partialsummen S; ist also eine Cauchy-Folge, womit die Konvergenz der
Neumannschen Reihe gezeigt ist. Aus

(I—A)Y AF =3 AF S At =1
k=0 k=0

k=0
und
S <Al =
folgen die restlichen Behauptungen. OJ
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Lemma 4.17 (Lemma von Banach)

Set |||, eine beliebige submultiplikative Norm auf dem R™ ™, A € R™*" sei invertierbar

und B € R™" erfiille | B|| < ﬁM.

Dann ist A+ B invertierbar und es gilt

~1 HA_IHM
A+ B2, < s, T
a4 By — ] 1A s 1B

M1 = [[ATH 1Bl

Beweis: Da
|-a78],, < 4], 1B, < 1.

konnen wir Lemma auf —A~!B anwenden. Damit folgt, dass I + A~'B und damit
auch A+ B = A(I + A~'B) invertierbar sind, und dass

- - - A5 A5

(A+B)7Y <|(I+A'B)7Y a7 < - < - .

| <] bl = =P, < =, BT,
Aus

(A+B)" —A")(A+B)=I-A"(A+B)=-A"'B
folgt
(A+B)'—A1'=-A"'B(A+B)™!

und damit die zweite Behauptung. OJ

Folgerung 4.18

F: D(F) — R" sei eine stetig differenzierbare Funktion mit offenem Definitionsbereich
D(F) C R"™. F besitze eine Nullstelle & € D(F), in der F'(&) invertierbar sei, und die
Ableitung F' : D(F) — R™" sei lokal Lipschitz-stetig.

Dann konvergiert das Newton-Verfahren lokal (mindestens) quadratisch gegen Z., d.h.
es existiert eine Umgebung um die Nullstelle &, so dass fiir alle Startwerte aus dieser
Umgebung das Newton-Verfahren durchfihrbar ist und die Iterierten (mind.) quadratisch
gegen & konvergieren.

Beweis: Beachte zunéachst, dass Folgerung (wegen der Aquivalenz aller Normen
im R™" und dem R") unabhéngig von der Wahl der Norm ist. Ist F” lokal Lipschitz-
stetig beziiglich irgendeiner Norm auf dem R™*", so ist F” (wegen der Aquivalenz aller
Normen) fiir alle Normen lokal Lipschitz-stetig. Konvergieren die Iterierten des Newton-
Verfahrens lokal (mindestens) quadratisch gegen Z bzgl. irgendeiner Norm auf dem R",
so tun sie dies bzgl. jeder Norm. Wir kénnen daher annehmen, dass die Voraussetzung
bzgl. der Spektralnorm gilt und es geniigt die Behauptung bzgl. der Euklidnorm zu
beweisen. Beide bezeichnen wir mit ||-||.
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Da F’ lokal Lipschitz-stetig ist, existiert eine Kugel Bx(#) € D(F) und ein L > 0 mit

1F"(y) = F'(2)| < Llly — =l Va,y € B(%)

Insbesondere ist F” stetig auf B;(Z). Es existiert daher eine Teilkugel B,.(Z) C B(Z) mit

1

| F'(z) — F'(2)]| < ORI

Vo € B.(Z).
Wir wenden Lemma mit A := F'(Z) und B := F'(z) — F'(Z) an und erhalten, dass

fir alle z € B,.(Z) die Matrix F’(z) invertierbar ist mit

. I17(3) |
7= e - @

e <2

Insgesamt ist also F”(x) invertierbar in B, (Z) und

|F@) (F'y) = F'(@)|| < ||F/@) | I1F () = F'(@)l]
<2F@)| Llly—=|  V¥r,y € B(d).

Aus Satz folgt damit, dass das Newton-Verfahren fiir alle Startwerte aus der Um-
gebung Bmin(r?%)(a?) durchfithrbar ist und die Iterierten (mind.) quadratisch gegen &
konvergieren. 0
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b Splineinterpolation

5.1 Motivation und Definition

Zum Abschluss der Vorlesung gehen wir nocheinmal auf die Interpolationsaufgabe aus
Abschnitt ein. Gegeben sei in diesem Kapitel stets ein nichtleeres Intervall [a, b] C R,
a,b € R und ein Gitter aus m + 1 paarweise verschiedenen, aufsteigend angeordneten
Knoten
A= {xg,x1,..., T} C [a,b], a=x9< a1 <...<x; =0
Gesucht ist eine Funktion
v [a,b] = R,

die vorgegebene Werte y; € R, i =0,...,m + 1 auf diesem Gitter auf moglichst ,, gute”
Art und Weise interpoliert, also

o(x;)) =y, Vie{0,1,...,m}.

Kriterien fiir eine ,, gute” Interpolation sind dabei:
(a) ¢ sollte eine moglichst glatte Funktion sein.

(b) Sind die Werte y; aus Auswertung einer glatten Funktion f : [a,b] — R entstan-
den, so sollte die interpolierenden Funktion ¢ fiir m — oo gegen die urspriingliche
Funktion f konvergieren.

Das sind keine mathematisch préazisen Kriterien. Die Eigenschaft , glatt” in (a) kann z.B.
einen hohen Grad an Differenzierbarkeit, aber auch geringe Steigung oder Kriimmung
bedeuten. Der Konvergenzbegriff von Funktionen in (b) héngt von der verwendeten
Topologie ab, z.B. punktweise, gleichméBig, bzgl. der ||-||,,etc.

In Abschnitt haben wir gesehen, dass die Interpolationsaufgabe stets durch ein Po-
lynom ¢ € I, gelost werden kann, dieses aber fiir grofle m immer stérke Oszillationen
aufweist und damit keinen gute Approximationseigenschaften im Sinne von (b) besitzt.

Wie im Kapitel iiber numerische Quadratur ersetzen wir deshalb das Polynom durch
ein stickweises Polynom. Die Polynomstiicke sollen dabei jedoch jetzt moglichst glatt
zueinander passen:

Definition 5.1
FEin Spline vom Grad n € Ny ist eine Funktion s : (a,b] — R mit den Figenschaften

(a) Auf jedem Intervall (x;_1,z;], i =1,...,m ist s ein Polynom n-ten Grades.
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(b) s € C""}((a,0])

Fiir n > 0 identifizieren wir s auch mit seiner stetigen Fortsetzung

s: la,b] = R.

Die Menge aller solchen Splines bezeichnen wir mit S, . Offensichtlich ist S, A ein
Vektorraum und es gilt I1,, C S, . sowie

SE Spia < s €S,a, (neN).

Beispiel 5.2
(a) So.a ist der Raum aller stickweiser konstanter Funktionen

s(@) =Y wixi(z) mity, €R, i=1,...m,
=1

wobes

1 firxe (v,_1,x;
Xz(if) = X(:Jciq,xi](x) = { 0 {:onst ( 1 ]

die charakteristische Funktion des i-ten Intervalls ist.

Mt dieser Darstellung gilt
s(x)) =y, firi=1,...,m.

Ein so konstruierter Spline 0-ter Ordnung erfillt also die Interpolationsaufgabe in
allen Knoten bis auf a = xg.

(b) (vgl. die in der Vorlesung gemalten Skizzen)

Si,a ist der Raum aller stickweise linearer Funktionen
s(r) =Y yilhi(r) mity, €R, i=0,...m,

wobet A; diejenige auf A stickweise lineare Funktion ist mit N;(x;) = 0;5, 1,5 =
0,...,m (Hutfunktion).

Mt dieser Darstellung gilt
s(x;)) =y, firi=0,...,m.

Ein so konstruierter Spline 1-ter Ordnung erfillt also die Interpolationsaufgabe in
allen m + 1 Knoten.

Lemma 5.3
Die Dimension von S, a st n + m.

86



5.2. KONSTRUKTION KUBISCHER SPLINES

Beweis: Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber n € Nj. Aus Beispiel [5.2)(a)
folgt dim(Spa) = m und dim(S; ) = m + 1. Fir den Induktionsschritt n +— n + 1 sei
(S1,- .-, Sm+n) eine Basis von S, o fur ein n > 1.

Seien (81, ..., Smin) Stammfunktionen von (si, ... Spin). Fur jedes s € S,41.a gilt ' €
Sp.a. Es existieren also Ay, ..., Aptn € R mit

s’(x)_ii:nm,.(x), also <s(x)—nin)\i§i(ac)>/—0.

s(x) — XA \;5(x) ist also konstant, etwa A € R. Damit ist

m-+n
s=A(z)+ Y N&i(z),
i=1
d.h. (1,51,..., 8mn) ist ein Erzeugendensystem von S, 41 a.

Zum Beweise der linearen Unabhéangigkeit sei

m+n

Dann folgt durch Ableiten >74" \;s;(x) = 0. Aus der linearen Unabhéngigkeit der s;
ergibt sich dann A\; =0,7=1,...,m + n und damit auch A = 0. 0]

5.2 Konstruktion kubischer Splines

In der Praxis weit verbreitet ist die Interpolation durch kubische Splines. Auf einem
Gitter mit m + 1 Punkten besitzen diese m + 3 Freiheitsgrade, wovon nur m + 1 durch
die Interpolationbedingungen festgelegt sind.

Definition 5.4
Ein kubischer Spline s € Sas der die Interpolationsaufgabe s(z;) = y;, i@ = 0,...,m
erfillt heifst

(a) vollstindig interpolierend, falls s'(xo) = yy und s'(x,) = vy, zu zwei zusdtzlich
vorgegebenen Werten yj, ., € R gilt.

(b) naturlich, falls s"(x¢) =0 = s"(x,).

(c) periodisch, falls §'(x¢) = §' () und s"(xo) = 8" ().

Fir die Untersuchung von Existenz und Eindeutigkeit, aber auch zur numerischen Be-
rechnung ist folgende Uberlegung niitzlich. Dabei bezeichne stets h; = x; — x;_1, i =
1,....m
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Lemma 5.5
(a) Sei s € Sa 3. Mit den Bezeichnungen’

si = s(x;), s, :=58(x;), ~vi:=5"(x;) (i=0,...,m)
gilt fir alle z € [x; 1, 2], i=1,...,m
— +.)2 A _ )3
s(2) = si 4 s — )+ 3 25”0 + e @ 6“’”) (5.1)

(b) Seien s;, s, v € R (i =0,...,m) gegeben. Die abschnittsweise auf (x;—1,x;] durch
definierte Funktion s : (a,b] — R ist genau dann ein kubischer Spline mit

s(x;)) =s;, S(x) =35, und §"(x;))=~ firallei=0,...,m,

falls fir alle i € {0,...,m — 1}

1 1
Si = Sit1 — Spyrhiv + §%+1h?+1 + EVih?+17 (5.2)
1 1
S = Sit1— §%‘+1hz‘+1 - §%‘hi+1- (5.3)

Beweis: (a) s” ist auf [x;_, z;] ein lineares Polynom mit den Randwerten s”(z;) = ;
und " (z;_1) = Yi-1-

Definiere f : [z;_1,2;] — R durch die rechte Seite von (5.1). Dann ist fir alle
T € [l’i,b LCZ]

J'(@) =i+ L= - ),

also ist f” ebenfalls ein lineares Polynom und es gilt
(@) = =s"(z:)  und f"(@1) = 71 = 8" (@5m1).
Da lineare Polynome durch ihre Randwerte eindeutig festgelegt sind, gilt s”(x) =
f"(x) fir alle z € [z;_1, x;].
Da auBerdem f'(z;) = s, = §'(x;) und f(x;) = s; = s(x;), folgt, dass
fi(z) = / Fr) At + f (@) = / S"(1)dt + 8 () = §'(z)  fiir alle @ € [ws_1, 7],
und damit

T

f(z) = /; f@)dt + f(x;) = / s'(t)dt + s(z;) = s(x) fur alle € [z;_1, 4]

Ty

'Die 7; werden eine besondere Rolle spielen. Sie heilen auch Momente des kubischen Splines.
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(b) s ist auf jedem Teilintervall (z;_1, ;] ein Polynom dritten Grades, so dass s genau
dann ein kubischer Spline ist, wenn s € C?([a, b]) und dieses ist genau dann erfiillt,
wenn fir allei=1,...,m—1

lim s(z) = s(z;) = lim s(x)

lim §'(z) = §'(z;) = lim §'(x)

lim s"(x) = s"(x;) = lim s"(x)

Aus (1)) auf (x;_1, z;] erhalten wir fiir alle i € {1,...,m}, dass

s(x;)) = lim s(z) =s;, §'(x;)= lim §'(x) =5, und §"(z;) = lim §"(z) =

und aus (5.1) auf (x;, z;41] folgt dass fur alle ¢ € {0,...,m — 1}

h2 i — v h3
. N / i+l i+l — Vil
lim s(x) = si41 — ;41 hiv1 + Vit -

=zt 2 hisa 6
= Sit1 — S hipa + §%+1h?+1 + é%’hfﬂ
2
xlifg S"(I) = Yi+1 — %Jrhli:l%hiﬂ = Y-
Durch Verwendung dieser Formeln fiir i € {1,..., m — 1} folgt, dass eine abschnitts-

weise durch (5.1)) definierte Funktion genau dann ein kubischer Spline ist, falls (5.2))
und (5.3)) fur alle ¢ € {1,...,m — 1} gelten. Dieser erfiillt dann offenbar auch fiir
allei=1,....m—1

s(x;) =s;, S(z)=s,, wund §"(z;) =y (5.4)

Durch Verwendung der obigen Formeln fiir « = m bzw. ¢ = 0 folgt aulerdem, dass
(5.4) immer auch fiir i = m erfullt ist, und dass (5.4)) fiir den Fall i = 0 dquivalent

ist zur Gultigkeit von (5.2)) und (5.3) fur i = 0. O

Wir zeigen wie sich damit konstruktiv die eindeutige Existenz eines interpolierenden
nattirlichen kubischen Splines zeigen ldsst. Die Untersuchung der anderen Varianten
geht ahnlich, siehe z.B. [Hanke].

Satz 5.6
Seien s; € R (i = 0,...,m). Es existiert genau ein die Werte (x;,s;) interpolierender
natirlicher kubischer Spline, also

ERS SA,S mit S('xl) = Si 1= 07 <o, M, Sll(x()) =0= Sll(xm>'
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s :la,b] = R ist gegeben durch

— 7r.)2 A — )3
s(x) = s;+ si(x — )+ k) + % = i (@ = ) Vo € i1, ;).
2 h; 6
Dabei ist v9 = 0 = 7, und der Vektor (yi,...,Ym-1) € R™! ldst das eindeutig losbare
LGS

2<h1 + hg) hg 0 71 dl
1 ha 2(hy + hs) - L (5.5)
. . [ : N
0 hom—1 Q(hm_l + hm) Tm—1 dy—1
wobei
Si+1 — S Si — Si—1 .
d; = — , =1,....m—1.
hi hi " "
Die s sind gegeben durch
;ST Si—1 h; h; .
= — i—1— iy :1,...’ . .
S; W + Yic1 5 + 7 3 i m (5.6)

Beweis: Die Matrix des LGS ist offensichtlich strikt diagonaldominant und damit das
LGS nach Satz [3.7] eindeutig 16sbar.

Sei s € Sa 3 ein die Werte (z;, s;) interpolierender natiirlicher kubischer Spline und wie
in Lemma bezeichne s; = s(z;), s; = §'(x;) und v; := §"(z;) (i = 0,...,m). Aus

%

(5.2) in Lemmafolgt firi=1,...,m—1

Si41 — Si Si T Si-1 _hi+1 ._h'i-',-l S @ @
hi+1 hz - 8i+1 6 Vi 3 Yi+1 Si + 6 Yi—1 + 3 Vi
und zusammen mit (5.3]) folgt
Sit1 — S5 Si — Si—1
di = -
hita hi
Ry Ry hiy1 hiy hi h;
= it Vil T Y T T Vil Vil Y
2’7 27+1 67 37+1 6’71 3”7

1
= 6 (hivie1 + 2(hi + hiv1) v + hivavis) -

Die v;, i = 1,...,m — 1, l6sen also das eindeutige losbare LGS . Die behauptete
Gestalt der s, folgt aus . Damit ist auch gezeigt jeder interpolierender nattirliche
kubischer Spline dieselben ~;, s; und s, besitzen muss, es kann also nach Lemma
hochstens einen interpolierenden nattirlichen kubischen Spline geben.

Durch die Interpolationsbedingungen zusammen mit den Randbedingungen s”(xq) =
0 = §"(z,) sind m+3 lineare Gleichungen fiir s aus dem m+3-dimensionalen Vektorraum
Sas gegeben. Fiir ein lineares Gleichungsystem mit gleicher Anzahl Unbekannte wie
Gleichungen folgt die Losbarkeit aus der Eindeutigkeit, so dass damit auch die Existenz
eines interpolierenden natiirlichen kubischen Splines bewiesen ist. 0
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5.2. KONSTRUKTION KUBISCHER SPLINES

Wir zeigen noch, dass der natiirliche kubische Spline die zu interpolierenden Punkte
durch eine Funktion mit (in gewissem Sinne) geringster Kriimmung verbindet:

Satz 5.7

Seteny; € R, 1 =0,...,m. Sei s € Sa 3 der die Werte (x;,y;) interpolierende natiirli-
che kubische Spline und sei f € C*([a,b]) irgendeine andere Funktion die ebenfalls die
Interpolationsaufgabe f(x;) =y;, i = 0,...,m erfillt. Dann gilt

Hsﬂ”p([a,b]) < Hf//Hp([a,b])v

Dabei bezeichnet fir eine Funktion g € C(la,b]) (hier: g = §" und g = f")

/2
Wl = ([ oo ar)

die zum Skalarprodukt aus Bemerkung und Blatt 4, Aufgabe 2 (mit Gewichtsfunktion
w(z) = 1) zugehiorige Norm.

Beweis: Im diesem Beweis bezeichne ||-|| stets die L?>-Norm [ £2((a,p)- Wir werden zei-
gen, dass bzgl. des L?-Skalarproduktes s” L f” — s" gilt, also

/abs”( " —§")dt = 0.
Damit folgt dann die Behauptung aus
51 = 7 = 1 = = 12 [ = o) a4 )
= [lf" = "1+ 1s"17 = 0]

vgl. die in der Vorlesung gemalten Skizze zur geometrischen Interpretation.

Durch partielle Integration erhalten wir, dass

b
/ "(f" =) dt = Z / s") dt
a Ti—1
:Zsl/(f/ xz 1_2/ /// dt
i=1 Fi-1
Ein Teleskopsummenargument zeigt, dass fiir den ersten Summanden gilt
i S/I(f/
i=1

wobei wir §”(b) = 0 = s”(a) ausgenutzt haben. Fur den zweiten Summanden verwenden
wir dass s auf (z;_1,z;) konstant ist und erhalten aus f(x;) = s(z;), dass

/ @ S///(f/ _ 5’) dt = S/Il|($,‘_1,$i)(f - S>
Ti—1

Sai, =" (O)(f(0) = 5'(b)) — s"(a)(f'(a) = s'(a)) =0,

= 0.

Ti—1

Insgesamt ist also [7s”(f" — ") dt = 0 gezeigt und damit die Behauptung bewiesen. [
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