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Kapitel 1

Grenzwerte von Folgen und Reihen

1.1 Motivation: Reelle Zahlen und die Wurzel aus 2

Die Menge der natiirlichen Zahlen wird gebildet, indem beginnend mit 1 zu jeder
enthaltenen Zahl auch die nédchstgroflere (d.h. um 1 erhohte) Zahl hinzugenom-

men wird
N:={1,2,3,4,5,...}.

N enthilt unendlich viele Elemente. Beginnt man diese Konstruktion mit 0, so
erhalt man die natiirlichen Zahlen mit Null

Ny:=1{0,1,2,3,4,5,...}.
Durch Hinzunahme der negativen Zahlen erhélt man die Menge der ganzen Zahlen
Z:={...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...}

und durch Hinzunahme von Briichen erhilt man die Menge der rationalen Zahlen
(P
Q:= {5- p:q €L, q#0}.

Dabei ergeben zwei Briiche %, Z—; € () genau dann die gleiche rationale Zahl,
wenn sie sich durch Kiirzen bzw. Erweitern ineinander iiberfiihren lassen. Dies
gilt genau dann, wenn p;g2 = paq;.

Man kann zeigen, dass sich jede rationale Zahl entweder als Dezimalzahl mit end-
lich vielen Kommastellen oder als Dezimalzahl mit unendlich vielen, sich aber pe-
riodisch wiederholenden Kommastellen geschrieben werden kann. Durch Hinzu-
nahme von Dezimalzahlen mit unendlich vielen, sich dabei aber nicht periodisch
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KAPITEL 1. GRENZWERTE VON FOLGEN UND REIHEN

wiederholenden Dezimalzahlen erhélt man die Menge der reellen Zahlen R. In der
Dezimaldarstellung wird eine periodisch wiederholte 9 mit der dadurch beliebig
genau approximierten Zahl identifiziert, also z.B. 0,9 = 1 und 20,249 = 20,25.

Um den Ubergang von den rationalen zu den reellen Zahlen zu motivieren, be-
trachten wir ein rechtwinkliges Dreieck bei dem die am rechten Winkel anliegen-
den Seiten (Katheten) die Ladnge a = 1 und b = 1 besitzen. Fiir die Seitenldnge der
dritten Seite (Hypotenuse) gilt dann nach dem Satz des Pythagoras

=+ =1"+1*=2.
Mit Hilfe der Primfaktorzerlegung kann man jedoch beweisen, dass keine ratio-
nale Zahl ¢ € @ mit der Eigenschaft c? = 2 existiert, v/2 ¢ Q.

Man kann /2 jedoch mit der sogenannten Intervallhalbierung beliebig genau an-
nihern. Wegen 12 = 1 < 2 und 2% = 4 > 2 muss /2 zwischen 1 und 2 liegen.
Fiir den Mittelwert gilt1 1.52 =2.25, also gilt \/§ €]1, 1.5]. Wir fahren so fort und
erhalten:

12=1<2, 22=4>2 —  V2€]1,2]
142

%:1.5, 152=225>2 = V2¢€]1,1.5]
1415

+2 — 125, 1252=15625<2 — V2€]1.25,15]
u.s.w.

Die untere und die obere Grenze des enstehenden Intervalls nidhern sich offenbar
immer mehr aneinander an und schlieBen dabei immer v/2 ein. So lassen sich
daher beliebig viele Kommastellen von ﬂ berechnen, z.B. erhilt man nach 10
Schritten

V2 €]1.4140625,1.4150390625],

womit v/2 bis auf 0. 1%-Genauigkeit bestimmt ist.

Das mathematische Teilgebiet der Analysis befasst sich theoretisch mit solchen
Grenzwertprozessen und Veridnderungen auf beliebig kleinen Stiicken. Die Nume-
rische Mathematik befasst sich mit der Konstruktion von Algorithmen, die mathe-
matische Probleme praktisch (und insbesondere mit Hilfe des Computers) 16sen.
Oft ist es dabei wie bei obiger Berechnung von v/2 so, dass ein numerischer Algo-
rithmus die exakte Losung nur als Grenzwert unendlich vieler Berechnungsschrit-
te erreichen kann und zur praktischen Verwendung bei ausreichender Genauigkeit
gestoppt wird.

'Im Deutschen schreibt man die Dezimalstellen iiblicherweise durch ein Komma abgetrennt.
Wir werden in dieser Vorlesung zur besseren Lesbarkeit (etwa bei Kommazahlen als Intervall-
grenzen) aber auch hiufig die im Englischen tibliche Variante der Abtrennung duch einen Punkt
verwenden.
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1.2 Folgen und ihre Grenzwerte

Definition 1.1 (Folgen)
Sei M eine Menge. Eine Folge in M ist eine Abbildung der natiirlichen Zahlen N
nach M, also

N—->M, n—a,.

Ublich ist die Schreibweise (ay),en C M oder ay,az,as,... € M. Eine Folge in
M = R nennen wir auch reelle Folge.

Manchmal ist es niitzlich, die Nummerierung der Folgenglieder mit O zu starten,
dann schreiben wir entsprechend (a,),cn, € M und alle im Folgenden gezeigten
Aussagen gelten entsprechend auch fiir diesen Fall. Wenn die Indexmenge aus
dem Zusammenhang bekannt ist schreibt man oft auch kurz (ay,), oder (ay).

Beispiele 1.2 (Einfache reelle Folgen)
(a) Mit a, := n ergibt sich die Folge der natiirlichen Zahlen 1,2,3,...

(b) Mit a, :==2n— 1 ergibt sich die Folge der ungeraden Zahlen 1,3,5,7,...
(c) Mit a, :=n® so ergibt sich die Folge der Quadratzahlen 1,4,9,16,...

(d) Mit a, := (—1)" ergibt sich die alternierende Folge 1, —1, 1, —1, ...

11

(e) Mit a, := % ergibt sich die harmonische Folge 1,5, 3, ...

(f) Mit a,, := a (fiir ein a € R) ergibt sich die konstante Folge a,a,a, ...

(g) Mit a, = a" (fiir ein a € R) ergibt sich die Folge der Potenzen a,at,a’,...

Die natiirlichen Zahlen N sind rekursiv dadurch definiert, dass 1 € N liegt und zu
jeder Zahl n € N auch der Nachfolger n+ 1 in N liegt. Entsprechend konnen wir
eine Folge auch rekursiv definieren, indem wir das erste Folgenglied a; angeben
zusammen mit einer Vorschrift, wie jeweils aus a, das nédchste Folgenglied a,,1
berechnet werden kann (einstufige Rekursion). Bei mehrstufigen Rekursion wer-
den zur Berechnung von a, | mehrere Vorginger (z.B. a,, und a,_1) benotigt und
entsprechend auch mehrere erste Folgenglieder (z.B. a; und ay).

Beispiele 1.3 (Rekursiv definierte Folgen)
(a) Mit ay := 1 und a,+ := a, + 2 (fiir alle n € N) ergibt sich wieder die Folge
der ungeraden Zahlen 1,3,5,7,. ...

(b) Mit ay := 1 und a, := na,_ ergibt sich die Folge der Fakultdiiten a,, = n!
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(c) Mitay :=1, a :== 1 und a,+| := a, + a,— ergibt sich die Fibonacci-Folge

1,1,2,3,5,8, 13, 21,...

(d) Seien (ap)neN und (by)nen die Folge der unteren und die Folge der oberen
Intervallgrenzen aus der in Abschnitt 1.1 eingefiihrten Berechnung von \/2
(nach jeweils n Intervallhalbierungen). Diese lassen sich als rekursive Folge
in R? schreiben mit

2
(an, “30)  galls (502 )" > 2,

(a()’b()) = (172)7 (an+1;bn+1) = 2
(45ba,b,)  falls (452)" <2,

Wir geben nun eine mathematisch rigorose Definition dafiir, dass sich eine Folge
immer mehr einem Grenzwert annéhert.

Definition 1.4
Sei (ap)uen eine reelle Folge. a € R heifst Grenzwert (auch: Limes) der Folge,
falls

Ve>0: INeN: |ag,—al<€e Vn>N.

Wir bezeichnen das auch mit (a,),cN konvergiert gegen a und schreiben

lima,=a oder a,— a.
n—roo

Eine gegen a = 0 konvergente Folge heif3st auch Nullfolge. Konvergiert eine Folge
nicht, so nennen wir sie divergent.

Bemerkung 1.5
Wir sagen, dass eine Eigenschafft fiir fast alle Folgenglieder gilt, wenn sie fiir alle
bis auf endlich viele gilt. Das Interval |a — €,a+ €[ nennen wir auch €-Umgebung

von a. Mit diesen Begriffen ist die Konvergenz einer Folge gegen einen Grenzwert
gleichbedeutend zu folgender Aussage:

In jeder e-Umgebung des Grenzwertes liegen fast alle Folgenglieder,

vgl. das in der Vorlesung gemalte Bild.

Wir geben einige Beispiele fiir die Anwendung dieser Definition auf einfache Fol-
gen.

4



1.2. FOLGEN UND IHRE GRENZWERTE

Beispiel 1.6
(a) Sei a € R. Die konstante Folge a, = a konvergiert gegen a.

Beweis: Sei € > 0. Wdhle N := 1, dann gilt fiir alle n > N
lap—a| =0<e.
Es ist also lim,,_..a, = a. O
(b) Die Folge a,, := % ist eine Nullfolge.

Beweis: Sei € > 0. Wihle N € N, so dass N > £, z.B. N := ceil(%), dann gilt

fiirallen > N
1

n

1
N

——<_<-==¢

1
lan — 0] = -
n

(‘0|>—| —_—

Es ist also lim,,_,.a,, = 0. O

(c) Die Folge a,, := n besitzt keinen Grenzwert a € R.

Beweis: Angenommen es wire a =1lim,_,n € R. Dann gdbe es fiir € :== 1 ein
N € N, so dass fiir allen € N gilt n—a < |n—a| = |a, —a| < 1. Dann wiire
aber n < a+ 1 fiir alle n € N und das widerspricht der Unbeschriinktheit der
natiirlichen Zahlen. U

Motiviert durch die ins Unendliche strebende Folge a, := n in Beispiel 1.6(c)
definieren wir wie folgt auch oo und —eo als mogliche Grenzwerte.

Definition 1.7
Eine reelle Folge (an),eN heifit

(a) bestimmt divergent gegen oo, falls fiir alle C > 0 ein N € N existiert, so dass
a, > C fiirallen > N.
Wir schreiben in diesem Fall lim,,_,.. a, = .
(b) bestimmt divergent gegen —oo, falls fiir alle C > 0 ein N € N existiert, so dass
an < —C fiirallen > N.

Wir schreiben in diesem Fall lim,,_,.. a, = —os.

Beispiel 1.8

Die durch ay, := n definierte Folge der natiirlichen Zahlen divergiert bestimmt
gegen oo, es gilt lim;,_,oon = oo,

Die durch ay, := (—1)" definierte Folge divergiert, aber sie divergiert nicht be-
stimmt. lim,,_,o.(—1)" existiert nicht.
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1.3 Rechenregeln fiir Grenzwerte

Fiir die Untersuchung des Grenzwertverhaltens komplizierterer Folgen ist es oft
sinnvoll, diese in einfachere Folgen (mit bekanntem Grenzwertverhalten) zu zer-
legen. Wir geben dazu erste Rechenregeln an. Weitere werden sich aus der Eigen-
schaft der Stetigkeit in Abschnitt 2.2 ergeben. Fiir diese Rechenregeln sind die
folgenden Eigenschaften der Betragsfunktion und der Begriff der Beschréanktheit
niitzlich.

Lemma 1.9
(a) Fiir alle a € R gilt a < |a| und —a < |a.

(b) Fiir alle a,b € R gilt
|a+b| < |a|+|b].

Diese Ungleichung heifit auch Dreiecksungleichung.
Beweis: (a) Wir betrachten die beiden moglichen Fille a > 0 und a < 0:

(i) Fira > 0ist |a| =aund —a <0 < |a|. (a) ist also erfiillt.
(ii) Fiira <0ist |a| = —a > 0 > a. Auch in diesem Fall ist (a) erfiillt.

(b) Wir betrachten die beiden moglichen Félle a+ 5 > 0 und a + b < 0 und ver-
wenden (a):

(i) Fira+b > 0ist |a+b| =a+b < |a| + |b| und damit (b) erfiillt.

(i) Fira+b <0ist|a+b| = —(a+b) = —a+ (—b) < |a| + |b| und damit
(b) erfiillt. O

Definition 1.10
Eine reelle Folge (a,),en heifit

(a) nach oben beschrinkt, falls ein C > 0 existiert mit

ap, < C fiirallen € N.

(b) nach unten beschrinkt, falls ein C > 0 existiert mit

a, > —C fiir alle n € N.

(c) beschrinkt, falls ein C > 0 existiert mit

lan| < C  fiir alle n € N.
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Dies gilt offenbar genau dann, wenn die Menge der Folgenglieder {a;,ay,...}
eine nach oben beschrdinkte, nach unten beschrdnkte, bzw. beschrinkte Menge ist.

Satz 1.11
Jede konvergente reelle Folge (a,)nen ist auch beschrinkt. Eine Schranke der
Folge ist auch Schranke des Grenzwerts, d.h.

c<a,<C VYneN — cgr}i_rg;angC.
Beweis: Konvergiert (a,),en gegen a € R, so liegen nach Bemerkung 1.5 fiir
jede Wahl von € > 0 alle bis auf endlich viele Folgenglieder in der €-Umgebung
von a. Insbesondere gilt das fiir € := 1 und es sind also alle bis auf endlich viele
Folgenglieder kleiner als a + 1. Unter den verbleibenden endlich vielen Folgen-
gliedern ist eines das grofite, nennen wir dieses amax. Damit sind alle Folgenglie-
der kleiner oder gleich max{amax,a+ 1}. Genauso zeigt man die Beschrinktheit
nach unten.

Gilt lim,, e a, > C, dann verwenden wir Bemerkung 1.5 mit der Wahl

1 .
€:= E(,}l_r&a” —C)
und erhalten, dass fast alle, und damit insbesondere ein Folgenglied a, in der &-

Umgebung von lim,,_, a, liegt. Es gilt also

1
limag,>C = dneN:a,>lima,—e=—=(lima,+C)>C.
n—oo n—soo 2 “n—roo

Durch Kontraposition folgt damit

a, <C VneN — lima,<C.

n—yoo

Die entsprechende Aussage iiber untere Schranken zeigt man genauso. U

Bemerkung 1.12
Die Umkehrung der ersten Aussage von Satz 1.11 gilt nicht. Beispielsweise ist
ay = (—1)" eine beschrinkte aber nicht konvergente Folge.

Die zweite Aussage in Satz 1.11 gilt nicht mit < anstelle von <. Beispielsweise ist

1 1

—>0 aber lim-=0.

n n—eo g

Satz 1.13 (Rechenregeln fiir Grenzwerte)

(a) Sind (ap)neN und (by)neN konvergente reelle Folgen, dann ist auch die durch
Cn := an + by, definierte Folge konvergent und ihr Grenzwert ist a+ b. Kurz:

lima,=a wund limb,=b — Ilima,+b,=a+b.
n—oo n—yoo n—soo
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Auferdem gilt

lim a, = o und  (by)nen beschrinkt —>  lim a,, + b, = o,

n—yoo n—so0

lima, = —o und (b,)nen beschrinkt —>  lim a, + b, = —oo,

n—oo n—oo

lim a;, = und lim b, = o0 = lima,+ b, = oo,

n—yoo n—oo n—so0

lima, =—c und limb, = — = lima,+ b, = —oo.

n—oo n—oo n—oo

(b) Es gilt

lima, =a und limb,=0>b = lima,b, = ab,
n—oo n—oo n—roo
lima, =0 und  (by)nen beschrinkt —>  lim a,b, =0,
n—oo n—yoo
lim a, = o und limb,=b>0 = lima, b, = oo,
n—yoco n—co n—yoco
lim a; = o und limb,=b<0 = lima, b, = —oo,
n—oo n—oo n—>o0
lima,=— und limb,=b>0 = lima, b, = —oo,
n—oo n—oo n—roo
lima,=— und limb,=b<0 — lima, b, = .
n—oo n—oo n—>o0

Die letzten vier Aussagen gelten auch bereits, wenn man lim,_ob, = b > 0
ersetzt durch
Je>0: b,>c fiirfastallen € N

bzw. lim,, . b, = b < 0 ersetzt durch
Je>0: b,<—c fiirfastallen € N,
also insbesondere auch fiir lim;,_,. b, = o bzw. lim,,_y. b,, = —oo.

(c) Fiir eine Folge (an),enx C R\ {0} gilt

. .1
lima,=a#0 — lim — = —,
Nn—oo n—yoo an a
und |
lim |a,| =0 = lim — =0.
n—soo n—eo q,

Beweis: Wir beweisen nur exemplarisch die erste Aussage in (a). Dazu sei € > 0
und wir miissen zeigen, dass ein N € N existiert mit

lapn+b,—(a+b)| <€ furallen>N.
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Wegen lim,,_,. a,, = a existiert zu jedem &, > 0 ein N, € N so dass

la, —a| < g, firallen > N,.
Ebenso existiert wegen lim,,_; b, = b zu jedem &, > 0 ein N;, € N so dass

|bp —b| < & fiir alle n > Np.
Wir verwenden dies mit der Wahl €, := €/2 und &, := €/2. Dann existieren also
Ny, Np € N mit

lan +b, — (a+b)| < |ay,—a|l+ |b,—b| < eg,+¢& =E¢.

fir alle n > max{N,,N,} =: N.

Die anderen Aussagen in (a), sowie (b) und (c) lassen sich mit dhnlichen Argu-
menten zeigen. 0

Bemerkung 1.14
Satz 1.13 enthdlt als Spezialfall auch die konstante Folge. Damit folgt beispiels-
weise aus lim,,_yo. a,, = a und lim,,_s.. b;, = b auch

lim a, — b, = lim a, + (—1) *b, = lim a, + lim (—1) x lim b, =a—>b
n—oo n—oo n—roo n—oo n—oo

und aus lim,,_,c a, = oo, limy,_,c b, > 0 (mit b,, # 0 Vn € N) auch
1

.1 . ap .
Iim — >0 unddaher lim — = lim a, * — = oo.
n—eo by, n—eo b, n—oo n

Beispiel 1.15
Wir betrachten den Quotienten aus zwei bestimmt divergenten Folgen

3n8 +4n* +n
an = .
S 17nt + 303 +2n2 45
Durch Kiirzen von n° ergibt sich
1,1

ap

141743 L 42k 45 L

Fiir den gekiirzten Zihler und Nenner erhalten wir
1 1 1 1 1 1
3n+4—+—4—>oo und —1+17—+3—2+2—3—|—5—5—)—1,
non n n n n

insgesamt also a, — —oo.

Genauso folgt im allgemeinen Fall des Quotienten zweier Polynome in n mit
Hochstgrad j im Zdhler und k im Nenner

o rond T ! + o
Bk B+ Bint + By

an

mitaj%o,ﬁk#o
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(a) Fiir j > k:
o5 o;
lima, =, falls =2 >0, und lima,=—co, falls = <O0.
n—oo k n—yoo k
(b) Fiir j =k:
. o
lim a, = —=*.
n—oo k
(c) Fiir j < k:
lim a, = 0.

n—oo

1.4 Vollstandigkeit der reellen Zahlen

Wir geben noch zwei Kriterien an, mit denen die Konvergenz einer Folge sicher-
gestellt werden kann, auch ohne ihren Grenzwert konkret zu kennen.

Definition 1.16
Eine reelle Folge (a,)n,eN heifit Cauchy-Folge, falls

Ve>0: INeN: |a,—apn|<e VYn,m>N.

Fiir eine Cauchy-Folge existiert also fiir jedes noch so kleine € > 0 jeweils ei-
ne Umgebung der Breite €, in der dann fast alle Folgenglieder liegen. In der
Definition kann man &dquivalenterweise auch m > n > N schreiben, da wegen
lan — am| = |am — ay| sich der andere Fall n > m > N einfach durch Vertauschen
von m und n ergibt.

Beispiele 1.17
(a) Die konstante Folge a, := a ist offensichtlich eine Cauchy-Folge.
(b) Fiir die durch a, := % definierte Folge gilt fiir alle m > n> N

I 1 I 1 1
an =l =] === < <
n m n m n

1
N

Da sich fiir jedes € > 0 ein hinreichend groffes N € N finden ldsst mit % <E,
ist (an)nenN also eine Cauchy-Folge.

(c) Die Folge s, := 1—|—%—|—...+rll erfiillt

1
n+1

|Sn+1— 8| =

10
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Der Abstand zweier aufeinanderfolgenden Folgenglieder wird also beliebig
klein. Trotzdem ist (sp)ueN keine Cauchy-Folge (die geforderte Eigenschaft
ist zwar fiir m = n+ 1, aber nicht fiir alle m > n erfiillt). Es gilt ndmlich fiir
beliebig groffe n € N mit m :=2n

+...t-2n—=

1
|Sm_snl_n+1 n+2 U Ton= "o 2

Es ist leicht zu zeigen (und gilt genauso z.B. auch fiir Folgen in @), dass kon-
vergente Folgen immer auch Cauchy-Folgen sind. Dass auch umgekehrt Cauchy-
Folgen immer einen Grenzwert besitzen ist jedoch die Besonderheit der der Men-
ge der reellen Zahlen (die sogenannte Vollstindigkeit), die diese von () unter-
scheidet.

Satz 1.18 (Vollstindigkeit der reellen Zahlen)
Eine reelle Folge (ay),en besitzt genau dann einen Grenzwert a € R, wenn sie
eine Cauchy-Folge ist.

(a)

(b)

»=—"": Sei lim,, s a, = a. Zum Beweis der Cauchy-Folgeneigenschaft miis-
sen wir zeigen, dass zu jedem € > 0 ein N € N existiert, so dass

|am —an| < € firallem>n>N.
Da lim,, ... a, = a existiert zu jedem &' > 0 ein N’ € N mit
lap —a| < e firallen > N.

Wir verwenden dies mit der Wahl &' := % und erhalten mit der Dreiecksun-
gleichung

lam — an| = |am —a+ (a—a,)| < |am —a| +|a—a,| <2€ =¢
firallem >n >N =: N.

»<=": Sei (a,)n,en eine Cauchy-Folge. Wir miissen zeigen, dass dann ein
Grenzwert a € R existiert. Dies begriinden wir im Folgenden mit unserer
(nicht ganz mathematisch rigorosen, aber anschaulichen) Definition der re-
ellen Zahlen als unendlich lange Kommazahlen. Da (a,),cn eine Cauchy-
Folge ist, gibt es fiir jedes € = 107¥~! ein N} € N, so dass sich ab dem N-ten
Folgenglied alle weiteren jeweils paarweise nur um 10~%~! unterscheiden,
also (mit Ausnahme des unten behandelten Falles) alle die gleichen ersten k
Kommastellen besitzen. Wir verwenden dies fiir alle k € N und bilden so ei-
ne unendlich lange Kommazahl a € R. Fiir dieses a gilt dann aber, dass alle

11



KAPITEL 1. GRENZWERTE VON FOLGEN UND REIHEN

Folgenglieder ab dem N;-ten Folgenglied in den ersten & Kommastellen mit
a iibereinstimmen und |a, — a| < 107 fiir alle n > Nj, gilt. In jeder noch so
kleinen Umgebung von a liegen also fast alle Folgenglieder und damit gilt
lim, e a, = a.

Wir haben dabei den Fall ignoriert, dass z.B. auch 1 und 0,999 den Abstand
1073 besitzen, aber nicht in den ersten beiden Kommastellen iibereinstimmen.
Fiir immer kleinere Abstinde 107 tritt dieser Fall aber entweder irgendwann
nicht mehr auf, oder die Kommastelle 9 tritt periodisch auf, was wir dann aber

als die gleiche Zahl ansehen (z.B. 1 = 0.9).

Definition und Satz 1.19

Eine reelle Folge (ay),eN heifit monoton wachsend, falls a, 1 > ay, fiir allen € N
gilt. Gilt sogar a,+1 > ay, fiir alle n € N dann heif3t sie streng monoton wachsend.
Analog definieren wir (streng) monoton fallende Folgen.

Ist eine monoton wachsende Folgen nach oben beschrinkt, so konvergiert sie.
Gleiches gilt fiir monoton fallende, nach unten beschrdnkte Folgen.

Beweis: Wir beweisen die Behauptung durch Widerspruch, indem wir zeigen
dass eine monoton wachsende, aber nicht konvergente Folge nicht nach oben be-
schriankt sein kann. Sei also (a,),en monoton wachsend, aber nicht konvergent.
Dann kann (a,),en nach Satz 1.18 keine Cauchy-Folge sein. Durch die Negati-
on der definierenden Eigenschaft einer Cauchy-Folge erhalten wir, dass dann also
gelten muss

Jde>0: VYNeN: dIm>n>N: l|a,—ap| > €.

Wir beginnen mit der Wahl N = 1 und erhalten m; > n; > 1 so dass
Amy — a1 2 Ay — Ay = |am1 _anl‘ > €
wobei wir die Monotonie der Folge verwendet haben. Wir wiederholen dies mit
der Wahl N = m und erhalten my > n, > my, so dass (wieder unter Verwendung
der Monotonie)
am, — Am,y > Amy — Apy = ’amz _an2’ > E,

also a,,, > a1 +2¢€. Wir fahren so fort und erhalten im k-ten Schritt ein Folgenglied
A, Mit a,, > ay +ke. Da ay + ke — oo fiir k — oo, konnen die Folgenglieder nicht

nach oben beschrinkt sein. Fiir monoton fallende Folgen folgt die entsprechende
Aussage durch Negation. 0

12
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Beispiel 1.20
Die durch Intervallhalbierung zur Berechnung von \/2 konstruierten Folgen der
Intervallgrenzen (ap)nen und (by)nen erfiillen nach Konstruktion

ar<ay<az<..<b3<by<bh.

Die unteren Grenzen (ay)neN bilden also eine monoton wachsende, beschrink-
te Folge und die oberene Grenzen (by),eN eine monoton fallende, beschrinkte
Folge. Nach Definition und Satz 1.19 konvergieren sie also. Auf3erdem gilt nach
Konstruktion immer b, — a,, = 2L" und damit erhalten wir aus den Rechenregeln
fiir Grenzwerte (Satz 1.13)

. . .1 .
c:= lim b, = lim a,, + lim — = lim a,,.
n—oo n—oo n—o0 2N p—yoo

Aus Satz 1.13 folgt auflerdem, dass a% = a, *xa, und b% = b, x by, beide gegen c*
konvergieren. Da nach Konstruktion gilt

a<2<b?
erhalten wir mit Satz 1.11

¢ = lima? <2 < lim b? = ¢?
n—oo n—oo

und damit c¢> = 2. Die Folgen der unteren und der oberen Grenzen konvergieren
also beide gegen den selben Grenzwert ¢ und dieser ist ¢ = /2.

Definition und Satz 1.21 (Maximum und Supremum)
Sei M C R eine Menge reeller Zahlen. Jedes X € R mit der Eigenschaft

x<X fiirallexeM

nennen wir obere Schranke fiir M. Offenbar existieren obere Schranken genau
dann, wenn M nach oben beschrdnkt ist.

Liegt eine obere Schranke in M, so nennen wir sie das Maximum von M. Je-
de Menge kann hochstens ein Maximum besitzen, wir schreiben es als maxM,
max{x: x € M} oder auch max,cy x.

Die kleinste obere Schranke von M, d.h. ein xy,, € R mit der Eigenschaft
x<Xyp firallexeM und Ve>0: IxeM: x>xyp,—E¢,

heifst Supremum von M. Jede nicht-leere, nach oben beschrinkte Menge besitzt
genau ein Supremum, wir schreiben es als supM und verwenden auflerdem die

13
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Notation sup M = o fiir eine nicht nach oben beschrdinkte Menge und sup() = —oo
fiir die leere Menge 0. Falls ein Maximum existiert, dann gilt max M = sup M.

Analog definieren wir das Minimum einer Menge, als eine in der Menge enthalte-
ne untere Schranke, und das Infimum einer Menge als die grofite untere Schranke.
Alle obigen Aussagen gelten dafiir analog.

Beweis: Die Tatsachen, dass es hochstens ein Maximum geben kann, und dass
ein Maximum auch automatisch das Supremum ist, sind trivial.

Um zu zeigen, dass jede nicht-leere, nach oben beschrinkte Menge M ein Supre-
mum besitzt, wihlen wir zunichst ein a; € R, welches keine obere Schranke ist
(das existiert, da M = 0) und ein b € R das eine obere Schranke ist (das existiert,
da M nach oben beschrinkt ist). Gemil der Idee der Intervallhalbierung iiberprii-
fen wir dann, ob der Mittelwert ¢ := @ eine obere Schranke ist und ersetzen
damit entsprechend entweder a; oder by, d.h. wir definieren a;,b; € R durch

P ay falls ¢ obere Schranke, by c1 falls c; obere Schranke,
27\ ¢; sonst, 2=\ b, sonst.

Wie in Beispiel 1.20 folgt dann, dass (a,)sen und (b,),en gegen den selben
Grenzwert ¢ € R konvergieren. Als Grenzwert der oberen Schranken b, ist auch
c eine obere Schranke (Satz 1.11) und aus lim,_,. a,, = ¢ folgert man leicht, dass
es keine kleine obere Schranke geben kann. U

Wir haben in Satz 1.11 und Bemerkung 1.12 gesehen, dass konvergente Folgen
beschrinkt sind, aber beschrinkte Folgen nicht notwendigerweise konvergent. Es
gelten jedoch die folgenden beiden niitzlichen Aussagen.

Satz 1.22 (Satz von Bolzano-Weierstral})
Jede beschrinkte reelle Folge (a,)nen besitzt eine konvergente Teilfolge, d.h. es
existieren unendlich viele Indizes

n<nm<ny<ng<...,
so dass die Folge (an, )keN konvergiert.

Beweis: Da die Folge beschrinkt ist existiert ein Intervall, in dem alle unendlich
vielen Folgenglieder liegen. Wir halbieren das Intervall, dann miissen in einer
der beiden Hilften unendlich viele Folgenglieder liegen. Aus diesem Teilintervall
wihlen wir a,,. Dann halbieren wir das Teilintervall und es miissen wiederum
in einer der Hilften unendlich viele Folgenglieder liegen. Aus dieser Hilfte des
Teilintervalls wihlen wir a,, mit n, > nj. Wir halbieren dann wiederum, fahren
so fort, und erhalten eine Folge ay,,,ay,,an,,..., die aus Elementen aus immer
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kleineren Teilintervallen besteht. Ist C > 0 die Breite des ersten Intervalls, so gilt
nach Konstruktion fiir alle j > k, dass Qn; und a,, in einem Teilintervall der Breite

27*C liegen, also
|an, —an,| <275C  fiiralle j>k.
Die Teilfolge (an, )ren ist also eine Cauchy-Folge und daher konvergent. U

Satz 1.23

Ist (an)nen C R eine beschriinkte Folge und besitzt jede konvergente Teilfolge von
(an)nen denselben Grenzwert a € R, dann ist die ganze Folge konvergent und es
gilt

lim a, = a.
n—oo

Beweis: Angenommen (a,),en C R konvergiere nicht gegen a. Dann gibt es eine
e-Umgebung von a, aullerhalb derer unendliche viele Folgenglieder liegen. Diese
unendlich vielen Folgenglieder bilden dann aber eine beschrinkte Folge, die nach
Satz 1.22 eine konvergente Teilfolge besitzt, deren Grenzwert (wegen Satz 1.11)
auferhalb der e-Umgebung von a liegt. Dies widerspricht der Voraussetzung, dass
alle konvergente Teilfolgen gegen a konvergieren. U

1.5 Reihen

Definition 1.24
Sei (ap)neN eine reelle Folge. Durch Summation der jeweils ersten n Folgenglie-
der entstehen die Partialsummen

n
Spi=a1+...+a, = Zak.
k=1

Der Grenzwert der Folge der Partialsummen entspricht der unendlichen Summe
(auch: Reihe) aller Folgenglieder a,, n € N (analog im Falle n € N).

Wir schreiben dies als Y ;. | ai und bezeichnen damit sowohl die Folge der Parti-
alsummen (s,)neN als auch ihren Grenzwert (im Falle der Konvergenz oder be-
stimmten Divergenz)

=] n
Y ac:=1lim Y q = lim s,
k=1 = e

15
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Beispiele 1.25
(a) Jede reelle Zahl kann als Reihe geschrieben werden, z.B.

=0.333...=3%10""+3%1072x3%107+...= ) 3x107F,
k=1

W | =

V2=1414.. =1%100+4x10""+ 15102545107 +... = } 7107,
k=0

wobei z;, € {0,1,...,9} die k-te Kommastelle von V2 bezeichne. Insbesondere
ist jede reelle Zahl ein Grenzwert von rationalen Zahlen. () liegt dicht in R).

(b) Jede Reihe ist eine Folge (der Partialsummen). Umgekehrt kann auch jede
Folge (an)neN, als Reihe geschrieben werden (Teleskopsummenargument)

n
an="(ay—apn—1)+(an—1—ay—2)+...+(ay —ap) +ap=aop+ Z(ak—ak_l).
k=1

Wir geben einige wichtige Reihen und die dazugehorigen Summenformeln an.
Satz 1.26
(a) Gaufische Summenformel: Fiir jedes n € N gilt

n
1
Zk:l+2+...+n:n<nJr ).

k=1

Offenbar gilt y ;> | k = oo.

(b) Geometrische Summenformel: Fiir jedes q € R, g # 1 und n € N gilt

n ‘ 5 3 l_anrl
Y =149+ +¢ to=
k=0 -4

Fiir die zugehorige geometrische Reihe gilt:
X 1
Zq =—— falls|q| < 1.

Fiir g > 1 ist Y57, g* = oo (also bestimmt divergent) und fiir g < —1 divergiert
Yoo g unbestimmt.

(c) Harmonische Reihe: Es gilt

16



1.5. REIHEN

(d) Alternierende harmonische Reihe: Es gilt

( k) :1_§+§—Z+...:ln(2).

k=1

(e) Basler Problem: Es gilt

i1_1+1+1+1+ o
Sk 4 9 16 7 6

(f) Allgemeine harmonische Reihe: Die Reihe

i kL‘X’ aeRR,
k=1

konvergiert fiir jedes o0 > 1 und divergiert fiir jedes ot < 1.
Beweis: (a) Zur anschaulichen Herleitung schreiben wir die Summe gemaif fol-

gendem Schema zweimal auf (einmal davon in umgekehrter Reihenfolge) und
addieren untereinander stehende Zahlen:

1 +2 +3 +4 +... +n
+n  +n-1) +(n—-2) +(n-3) +... +1
=n+1 +n+1) +(n+1) +@n+1) +... +(@n+1).

So erhalten wir .
2 Z k=nx(n+1)
k=1

und damit die Gau3sche Summenformel.

(b) Zur anschaulichen Herleitung vergleichen wir die Summe geméif folgendem
Schema mit der mit ¢ multiplizerten Summe:

n

Yd=1 +9 +¢ +¢ +... +¢"

n

qY.d"'= +q +¢ +¢ +... +q" +¢""
Durch Subtraktion erhalten wir
n n n
-9 Y =Y d-q)Y d=1-qg""
k=1 k=1 k=1

und damit die geometrische Summenformel. Das Grenzwertverhalten der Rei-
he folgt dann daraus, dass ¢" — O fiir |g| < 1, ¢" — oo fiir ¢ > 1 und dass
fiir ¢ < —1 die Folge ¢" unbestimmt divergiert. Dies zeigen wir auf dem 4.

Ubungsblatt. Fiir den verbleibenden Fall g = 1 ist Yico F=14+14...=oo.

17
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©

(d)

(e)

Wir verwenden das gleiche Argument wie in Beispiel 1.17(c). Gemdl dem
Schema

i1—1+1+1+1+1+ S
k2 3 45 789 16 T
= N—— N - /< P

>2xl=1 >dxl=1 >8x k=1

finden wir in der harmonischen Reihe unendlich oft jeweils 2¥ Summanden

grofer gleich #, die jeweils zusammen eine Zahl > % ergeben. Die harmo-

nische Reihe ist daher grofer als unendlich oft % aufzusummieren und damit
. oo 1
gilt Y7 | 7 =co.

Wir zeigen nur die Konvergenz. Die Summandenin s, =}/, (71,2]{_1 werden
betragsméfBig immer kleiner und alternieren dabei im Vorzeichen. Fiir jedes
ungerade k vergroBert sich die Summe (aber weniger als sich im vorherigen
Schritt verkleinert hat) und mit jedem geraden k verkleinert sich die Summe
(aber weniger als sich im vorherigen Schritt vergrof3ert hat). Mit dieser Idee
(Leibniz-Kriterium) kann man zeigen, dass

§2 <854 <56 <...55 <53 <5].

Da der Abstand von s, und s, gegen Null geht und alle nachfolgenden s,,,,
m > n sich zwischen s, und s, befinden, ist die Folge der Partialsummen
eine Cauchy-Folge und damit konvergent.

und (f) beweisen wir in dieser Vorlesung nicht. O

Definition und Satz 1.27 (Absolute Konvergenz)
Eine Reihe Y.,;_an heifst absolut konvergent, falls ¥~ |an| konvergiert. Jede ab-
solut konvergente Reihe konvergiert.

Beweis: Seien s, := Y] _jarund S, := Y} _|a,| die jeweiligen Folgen von Par-
tialsummen. Fiir m > n ist

|Sm — S| = |an+1 +anio+...+an < |an+1|+ |an+2| +.o.+ |am| = |Sm — Sal.

Deswegen gilt

S, Cauchy-Folge — s, Cauchy-Folge

und daher folgt aus der Konvergenz der S,, auch die der s,. 0J
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Bemerkung 1.28

Fiir endliche Summen ist nach dem Kommutativgesetz die Reihenfolge der Sum-
manden beliebig vertauschbar. Man kann zeigen, dass dies auch fiir absolut kon-
vergente Reihen gilt. Diese konnen beliebig umgeordnet werden, d.h. statt

Zan:a1+a2+a3+...
n=1

addiert man -

L ) = p(t) +ap(2) Fap) -

n=
mit einer beliebigen bijektiven Abbildung (Permutation) p: N — N ohne dass
sich dadurch das Konvergenzverhalten oder der Grenzwert dndert.

Fiir konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihen gilt dies nicht. Man kann
sogar zeigen, dass fiir solche (auch bedingt konvergent genannte) Reihen, durch
Umordnung jeder beliebige Grenzwert sowie auch Divergenz gegen oo oder —oo
erreicht werden kann (Riemannscher Umordnungssatz).

1.6 Die Exponentialreihe

Zur Motivation der Exponentialfunktion und -reihe betrachten wir eine Geldan-
lage von 100.000 EUR mit jdhrlichem Nominalzins von x = 2,4% = 0,024. Bei
jéhrlicher Verzinsung erhilt der Anleger am Ende eines Jahres

100.000 * (1+0,024) = 102.400.
Werden die Zinsen unterjéhrig gezahlt, z.B. halbjéhrlich x/2 = 1,2%, quartalswei-

se x/4 = 0,6% oder monatlich x/12 = 0,2%, so profitiert der Anleger zusitzlich
vom Zinseszinseffekt (auf Cent gerundet):

Halbjihrlich: 100.000 % (1+0.012)% = 102.414,40.
Quartalsweise: 100.000 % (1 +0.006)* = 102.421,69.
Monatlich: 100.000 % (140.002)'? = 102.426, 58.

und erhilt damit einen Effektivzins von 2,4144%, 2,42169%, bzw. 2,42658%.

Bei n Zinszahlungen im Jahr erhilt der Anleger entsprechend

100.000 * (14 x/n)".

Wir betrachten nun den Grenzwert immer haufigerer Zinszahlungen (kontinuier-
liche Verzinsung)
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Definition und Satz 1.29
Fiir jedes x € R konvergiert die reelle Folge (1+ %)". Wir definieren damit die
Exponentialfunktion

exp: R— R, exp(x):= lim (1 + f)rl.
n

n—oo

und die Eulersche Zahl e :== exp(1) =2,718...

Beweis: Aus der obigen Motivation ist anschaulich klar, dass die Folge (14 3)"
monoton wachsend ist (fiir x > 0 erhohen hiufigere Zinszahlungen den Zinses-
zinseffekt und fiir x < 0 reduzieren hidufigere Abziige den effektiven Negativzins).
Auf dem 4. Ubungsblatt beweisen wir dies auch mathematisch rigoros.

Man kann zeigen, dass sie auch beschrinkt ist. Wir zeigen das im Folgenden fiir
den Spezialfall x := 1 und behandeln den allgemeinen Fall x € R auf dem 4.
Ubungsblatt. Nach dem Binomischen Lehrsatz (Ubungsaufgabe 1.2(b)) gilt

(1+1)"_i(n> 1 _1+i(n) 1 <1+i 1 <1+i 1

n = \k nk = \k nk — =k k:IZk*1
| = 1 1

:1+Z§§1+Z§:1+1_1:3.

k=0 k=0

wobei wir im letzten Schritt die geometrische Reihe aus Satz 1.26 verwendet
haben und fiir die ersten beiden Abschitzungen ausgenutzt haben, dass fiir alle
n>k>1gilt

k k! -

k Faktoren < n k — 1 Faktoren > 2

k
" :ln(n—l)...(n—lﬂ—l)gn— und k! =k(k—1)...%2%1 > 251,
k! —_——

Aus der Monotonie und Beschrinktheit folgt dann die Konvergenz mit Definition
und Satz 1.19. U

Satz 1.30
Die Exponentialfunktion kann als absolut konvergente Reihe geschrieben werden
(Exponentialreihe). Es gilt

>, ik

exp(x) =)
= k!
und sie erfiillt die Funktionalgleichung

exp(x+y) = exp(x)exp(y).

Auperdem gilt exp(0) = 1, exp(—x) = m und exp(x) > 0 fiir alle x € R.
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Beweis: (a) Wir zeigen zuerst die absolute Konvergenz der Exponentialreihe fiir

(b)

jedes x € R. Die Folge der Partialsummen

i x* Z |X|k

ist offenbar monoton wachsend. Sei K € N so groB, dass K+ 1 > 2|x|. Dann
gilt fiir alle k > K

k—K
I - B - B < |x[® 1 :(2|x|)l<.l
k! 1 2 K K+1 K+2 k — 2 2k
~~ A —— Y~ =
<h <l <le <1 <i <5

und mit Y7_x | 55 < Yo 5 = 2 folgt damit

[ Py g K Y L
Bty R g

K

Z 2(20x)*

Das zeigt die Beschrinktheit der Folge der Partialsummen und damit die ab-
solute Konvergenz der Exponentialreihe.

Als nichstes zeigen wir, dass
i (107) = am ¥

Aus dem Binomischen Lehrsatz (Ubungsaufgabe 1.2(b)) erhalten wir

() =L ()

k=0
Dabei ist
n x_k_n(n—l)(n—2)...(n—k+1)x_k
k)nk k! nk
(1—%)(1—%)...(1—”—7%)xk<xk
- k! =k
Mit Py, :=1— (1= 1)(1—2) .. (1 — =££1) folgt
noxk & /n\ XK ok
o<Ei B0 Lin
Igfok! k;) k) nk k;)k‘ "
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Um zu zeigen, dass diese Differenz fiir n — o gegen Null konvergiert, sei
€ > 0. Dann existiert wegen der schon gezeigten absoluten Konvergenz der
Exponentialreihe ein K € N, so dass

n .k n ok
€
Z X—‘Pkn < Z x_' <= firallen>K
= k! i k! T2
AuBerdem gilt
K1k
Z Fpkn —0
k=1""

Daher existiert ein N > K so dass ):kK;II x—kPkn < % fiir alle n > N. Insgesamt

!
ist daher fiir alle n > N

n _k K-1 _k n .k

X X X £ &
Z_Pkn: Z — P + Z —Pn<s+5=¢€
= k! = k! = k! 2 2
und damit haben wir gezeigt, dass
n hd xk
exp(x) = lim (1 + f) =) —.
n—oo n = k!

(c) Zum Beweis der Funktionalgleichung betrachten wir

= x/ Doyk
ammm®=<2ﬁ><zﬁ>

j=0 k=0
0 1 2 3 0 1 2 3
. X X X X y y y y
‘<a+ﬂ+5+§+“>(5+ﬂ+ﬁ+§+”>

Beim ausmultiplizieren diese beiden unendlichen Summen ergeben sich un-
endlich viele Summanden entsprechend des folgenden Schemas:

Jrx_3y_0 +x_y_1 +x_3y_2 +x_3y_3 +...

310! 311! 312! 313!
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Man kann zeigen, dass das Produkt zweier absolut konvergenter Reihen eben-
falls absolut konvergiert und wir diese unendlich vielen Summanden in einer
von uns gewihlten Reihenfolge aufsummieren konnen. Wir summieren ent-
lang der (im obigen Schema grau hinterlegten) endlichen Diagonalen (Cauchy-
Produkt) und erhalten

1,0 O 2 2 0
X0 y X7y y yo o xy Y
exp(x)exp(y) = o101 — 4+ (EF—FFa) + (agﬁ-ii—l-ga) +...

Die Summe iiber die n + 1-te Diagonale lautet dabei
1 xk
L

und mit (}) = % (n —k)! und dem Binomischen Lehrsatz ergibt sich

n x n k 1 2 1

|
I’l. =0

nfk

Insgesamt folgt also mit Summation iiber alle Diagonalen die Funktionalglei-
chung

n k n— n

exp(x)exp(y) = i Zz— ey Z x+y =exp(x+y).

Offenbar gilt exp(0) = 1 und exp(x) > 0 fiir alle x > 0. Aus der Funktional-
gleichung erhalten wir aulerden, dass

1

exp(x) exp(—x) = exp(x —x) =exp(0) = 1, also  exp(—x) = exp(x)’

und damit auch exp(x) > O fiir alle x € R. O

Folgerung 1.31
Fiir die Eulersche Zahl gilt nach Definition e' = exp(1) und wegen der Funktio-
nalgleichung auch fiir jede natiirliche Zahl n € N

n

" =ex...xe=exp(l)x...xexp(l) =exp(l+...4+ 1) =exp(n).

Fiir jede positive rationale Zahl § €eQmitpeN, ge N gilt

exp <£> k... %ExXp (£> = exp (B-l-...-i-g) = exp(p),
q q q q

—~
g mal q mal
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also
exp <§) = {/exp(p) = Vel = e

Dies gilt auch fiir nicht-positive rationale Zahlen, da

1 1
exp(0) =1 und exp(—r)= =—=e¢ " VreQ,r>0.
exp(r) e"

Insgesamt gilt also exp(x) = € fiir alle x € Q.

Die Exponentialfunktion ist auch fiir nicht-rationale Argumente definiert. In De-
finition und Satz 2.18 werden wir damit nicht-rationale Potenzen der Eulerschen
Zahl definieren durch

e :=exp(x) VxeR\Q.

Auch die Sinus- und Kosinusfunktion lassen sich iiber Reihen definieren. Man
kann zeigen, dass die folgenden Reihen tatsdchlich die aus der Geometrie be-
kannten Winkelfunktionen liefern. Die groBe Ahnlichkeit zur Exponentialreihe
suggeriert einen Zusammenhang zur Exponentialfunktion, dieser wird aber erst in
Abschnitt 6.3 mit der Einfiihrung der komplexen Zahlen deutlich.

Definition und Satz 1.32 (Sinus- und Kosinusreihe)
Wir definieren die Funktionen sin : R — R und cos : R — R durch

x2n+ 1 00 2n

sin(x) := ’E)(—l)"m und  cos(x) = ’;)(—1)"(2”)!.

Die Reihen konvergieren fiir jedes x € R absolut.

Beweis: In beiden Fillen ist die Folge der Partialsummen der Absolutbetrige of-
fenbar monoton wachsend und nach oben beschrinkt durch exp(x) und daher kon-
vergent. U

1.7 Asymptotisches Verhalten von Folgen

In praktischen Anwendungen ist es wichtig zu charakterisieren, wie schnell der
Fehler eines Algorithmus gegen Null konvergiert oder wie schnell der Aufwand
eines Algorithmus gegen Unendlich strebt. Wir fithren deshalb die folgende No-
tation fiir das asympotische Verhalten von Folgen ein.
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Definition 1.33 (Landau-Notation fiir Folgen)
Sei (ap)nen und (bp)nen- Wir schreiben

an € o(by), falls % — 0  fiirn— oo,
n

und
an € O(by), falls 3C>0: |ay| <C|b,| fiir fast alle n € N.

Insbesondere bedeutet a, € O(1), dass die Folge (an)nen beschrinkt ist, und
ay € o(1) bedeutet, dass (an),eN eine Nullfolge ist.

Anschaulich bedeutet a, € o(b,), dass a, schneller als b,, gegen Null konvergiert
oder dass a, langsamer gegen Unendlich strebt als b,. a, € O(b,) bedeutet an-
schaulich, dass a, so schnell wie b, gegen Null konvergiert oder nicht schneller
als b, gegen Unendlich strebt.

Beispiele 1.34
(a) 2n% +30n+1 € O(n?) und 2n> +30n+1 € o(n?).
) it € O(b) und 5 € of L)

(c) Fiir die durch Intervallhalbierung zur Berechnung von /2 entstehenden Fol-
gen ay, by, gilt

a4y —V2€0@2™ und b,—V2e€0Q27".

Bemerkung 1.35
Es ist bei dieser Notation auch iiblich, Gleichheitszeichen zu verwenden und feste
Teile der Folge auf die rechte Seite zu schreiben, etwa in Beispiel 1.34(c)

an=V2+027") und b,=v2+0027").

Die Schreibweise ist sehr intuitiv, sowohl a, als auch b, stimmen mit /2 bis auf
einen Fehler der Grofienordnung 27" iiberein. Die iiblichen Rechenregeln fiir das
Gleichheitszeichen gelten dabei jedoch nicht, es folgt natiirlich nicht a, = by, son-
dern die Folgen (ay) und (by,) liegen nur beide in der gleichen Menge (ndmlich
der Menge der Folgen, deren Abstand zu /2 asymptotisch mindest so schnell wie
27" fallt). Daher ist die Schreibweise als Element mathematisch prdziser.

Genauso ist beispielsweise n> = O(n?) aber auch n*> = O(n®) ohne dass daraus
0(n?) = O(n?) folgt. Mathematisch priziser ist auch hier die Mengenschreibwei-
se

n> € 0(n*) C O(n’).
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1.8 Zahldarstellung im Computer

Mit n Bit dy,...,d,—1 € {0,1} lassen sich die folgenden Zahlen kodieren (ursi-
gned integer)

n—1
Y a2t
k=0

also die Zahlen O, 1,... ,):Z;é 2k = ]1__2; = 2" — 1. Mit einem Byte bestehend aus
8 Bit erhilt man also die Zahlen

100000000]
=100000001|

0
1

255=[11111111]

und mit zwei, drei und vier Byte entsprechend die Zahlen von 0 bis 28 _ 1 =255,
bis 216 — 1 = 65.535, bis 22* — 1 = 16.777.216 und bis 232 — 1 = 4.294.967.296.

Negative Zahlen (signed integer) lassen sich dadurch kodieren, dass man ein Bit
fiir das Vorzeichen verwendet, so erhilt man mit n Bit

n—2
(—1)dn-1 ) di 2,
k=0

also die Zahlen von —2"~! ++1 bis 2"~! — 1. Damit hat man allerdings die Null
zweimal kodiert, z.B. mit einem Byte

0=/010000000] —0=[110000000]

127=[0l1111111] —127=[111111111]}

Alternativ kdnnte man einen festen Bias abziehen, und mit n Bit die Zahlen
n—1
_2n71 + Z dk2k7
k=0
kodieren, z.B. mit einem Byte —128,...,127.

Gebriuchlich ist auch die Darstellung im sogenannten Zweierkomplement

Y gdi2k fiir d,_ =0,
—Yi (1 —d)2k— 1 fiird,_y = 1.
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1.8. ZAHLDARSTELLUNG IM COMPUTER

Damit erhilt man mit d,_; = 0 die Zahlen 0,...,2" ! —1 und mit d,,_; = 1 die

Zahlen —1,...,—2""!, z.B. mit einem Byte
0=[010000000] —128=[110000000]
127=[011111111] —1=[1I1111111]}

So wird die Null nicht doppelt kodiert und die Addition zweier Zahlen ist im Zwei-
erkomplement besonders einfach durch bitweise Addition durchzufiihren, z.B. ist
mit einem Byte

13=010001101]
—6=[111111010]
13+(=6)=[010000111]|=7.

Prinzipiell 1dsst sich mit beliebig groen ganzen Zahlen rechnen, indem bei Be-
darf dynamisch Speicherplatz allokiert wird. Entsprechend kann man prinzipiell
fehlerfrei mit rationalen Zahlen rechnen, indem bei jeder Rechnung gegebenen-
falls der Speicher fiir Zihler und Nenner erhoht wird (Arithmetik mit unendlicher
Prdizision / arbitrary-precision arithmetic).

In den meisten Anwendungen begniigt man sich aber mit endlicher Prizision und
stellt sehr (betrags-)grofe ganze Zahlen, rationale und reelle Zahlen als Gleitkom-
mazahlen dar. Vereinfacht ausgedriickt wiirde man im Zehnersystem eine Zahl
als

ax10°

schreiben und a und b jeweils als signed integer kodieren. Der verwendete Spei-
cherplatz fiir den Exponenten b steuert dabei, wie grol und wie klein die Zah-
len werden konnen, und der Speicherplatz fiir die Mantisse a steuert die Ge-
nauigkeit der Darstellung. Beispielsweise konnte man so im Zehnersystem mit
a€{-999,...,999} und b € {-9,...,9}, Zahlen von 1 x 10~ bis 9,99 x 10'! je-
weils mit drei Stellen Genauigkeit darstellen, hitte aber noch Doppelkodierungen
z.B. 10% 10 = 1% 10"

Der seit 1985 bestehende (und letzmalig 2019 geringfiigig iiberarbeiteten) IEEE
Standard for Floating-Point Arithmetic (IEEE 754) kodiert double precision Zah-
len mit 64 Bit indem 1 Bit S € {0, 1} fiir das Vorzeichen, 11 Bit e, ...,ejo € {0,1}
fiir den Exponenten und 52 Bit my, ...,ms; € {0,1} fiir die Mantisse verwendet
werden. Aus den Exponenten- und Mantissenbits ergeben sich

10 51
E:=) €2 und M:=) e
j=0 j=0
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KAPITEL 1. GRENZWERTE VON FOLGEN UND REIHEN

und fiir 0 < E < 2! — 1 = 2047 kodiert man damit die sogenannten normalisierten
Zahlen?
(_1)S(1 +M* 2752) * 2E71023

d.h. M wird als Kommastellen hinter 1 gehangen und negative Werte im Exponent
werden durch einen Bias erreicht. Die betragsmifBig kleinste normalisierte Zahl
erhalten wirmit M =0Qund E =1

15271022 o954 107308,

Die groBte normaliserte Zahl erhalten wir mit Exponent £ = 2046 und Mantisse
M=Y1,21=22—-1

(2—272) 521023 ~ 1,84 10°%8.

Die Genauigkeit dieser Zahldarstellung kann dadurch charakterisiert werden, dass
der Abstand zwischen 1 und der nédchstgroleren darstellbaren Zahl 1 4-eps ange-
geben wird. Bei den normalisierten double precision Zahlen ist

eps =272 ~2,22x10716

Rechenergebnisse zwischen 1 und 1+ eps miissen auf eine dieser beiden Zah-
len gerundet werden, wobei ein Fehler entsteht der bis zu eps/2 ~ 1,11 % 10716
(Maschinengenauigkeit) betragen kann. Durch die Gleitkommadarstellung gilt fiir
Zweierpotenzen entsprechendes, z.B. liegt zwischen 1024 und 1024 + 1024eps
keine darstellbare Zahl. In diesem Sinne kdnnen wir mit dem Format double pre-
cision Zahlen mit etwa 16 Stellen Genauigkeit darstellen.

Beispiel 1.36

Die Folge (14 %)" konvergiert fiir n — oo gegen die Eulersche Zahl e ~2,72. Ab
ca. n = 10'® wird jedoch die Zahl 1+ % im double precision Format auf 1 gerundet
und es ergibt sich die unbrauchbare Niherung 1" = 1. Tatsdchlich werden die so
berechneten Néiherungen schon ab ca. n = 103 schlecht, da sich Fehler durch die
Potenzierung mit immer grof3erem n immer mehr verstdrken.

’Dazu kommen noch die folgenden Sonderfille: Mit E = 0 und M = 0 wird die Null kodiert
(mit Vorzeichen, also als +0 und —0 und mit £ = 0 und M > 0 werden dquidistant Zahlen zwischen
0 und der betragskleinsten normalisierte Zahl aufgefiillt (denormalisierte Zahlen). AuBBerdem ko-
diert man mit £ = 2" — 1 und M = 0 unendlich, und mit E =2'' — 1 und M > 0 sogenannte
Nicht-Zahlen (NaN).
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Kapitel 2

Stetige Funktionen

2.1 Motivation: Intervallhalbierung

Wir betrachten das Problem, eine Gleichung nach x aufzul6sen, d.h. die Losung
x € R von f(x) =y zu bestimmen, wobei f : R — R, y € R. Falls wir zwei Werte
ap < bp € R finden mit f(agp) <y < f(bo), so konnen wir vermuten, dass zwischen
diesen Werten eine Losung von f(x) =y liegt (analog falls f(ag) >y > f(bo)).
Wie bei der Bestimmung von /2 (also der Losung der Gleichung f(x) = 2 mit
f(x) = x?) konnen wir versuchen, uns dieser Losung durch Intervallhalbierung
anzunihern. Wir definieren also! fiir alle n € N

(@, “tn)  falls f( %f2n) >y

(Cl +17b +1) =
B (Gatbs ) falls f (9t ) <y,

Wie im letzten Abschnitt gezeigt erhalten wir so zwei Folgen

a<a <...<a,<...<b,<...<b; < by,

wobei (ay,),en montonon wachsend und (by,),en monoton fallend ist und beide
gegen den selben Grenzwert konvergieren

X:= lim a, = lim b,
n—oo n—soo

"Wenn fiir den Intervallmittelwert gilt f % =y, dann hat man gliicklicherweise die exak-

te Losung gefunden und man kann das Verfahren abbrechen. Der Kiirze halber werden wir diesen
Fall aber nicht immer separat abfangen.

29



KAPITEL 2. STETIGE FUNKTIONEN

Erfiillt dieser Grenzwert dann wirklich f(£) = y? Nach Konstruktion wissen wir,
dass
flay) <y < f(b,) furallen e Ny.

Falls sich die Konvergenz von a,,b,, — £ auch auf die Funktionswerte iibertrigt,
also f(a,) — f(£) und f(b,) — f(%) dann folgt (mit Satz 1.11)

f®) <y<f®

und damit tatséchlich f(%) = y.

Das kann aber nicht fiir alle Funktionen zutreffen, z.B. ist fiir die Sprungfunktion
(auch Heavyside-Funktion)

0 firx<O
H(x)'_{l fiir x > 0

offenbar H(—1) < % < H(1), aber H(x) = % besitzt gar keine Losung.

Der in diesem Abschnitt eingefiihrte Begriff der Sretigkeit bedeutet anschaulich,
dass solche Spriinge nicht auftreten und lisst sich mathematisch iiber die Uber-
tragung der Grenzwerteigenschaft auf die Funktionswerte einer Folge definieren.
Die Konvergenz des Intervallhalbierungsverfahrens ldsst sich damit garantieren.

2.2 Stetigkeit

Im Folgenden sei stets f: D — R eine auf einer reellen Teilmenge D C R defi-
nierte Funktion. D nennen wir auch die Definitionsmenge der Funktion.

Definition 2.1
Wir definieren den Abschluss einer Menge D C R durch die Hinzunahme aller
Punkte, die als Grenzwerte von Folgen in D erreicht werden konnen, d.h.

D:={xeR, I(xn)ex CD: x, — x}.

Beispiele 2.2
(a) Fiir jedes x € D konvergiert x, := x gegen x. Es gilt also D C D.

(b) Fiir das offene Intervall D :=|a,b] ist D = |a, b].
(c) Fiir das abgeschlossene Intervall D := [a,b] ist D = D = [a, b).

(d) FiirD=NistD=D.
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Definition 2.3 (Grenzwert einer Funktion)

Sei a € D und $ € R. Falls fiir jede Folge (x,)nen C D auch die Folge (f(x,))neN
konvergiert und immer derselbe Grenzwert ¥ = lim,_,. f(x,) entsteht, dann nen-
nen wir y den Grenzwert von f fiir x — a und schreiben

lim f(x) = .
Entsprechend schreiben wir auch lim,_,, f(x) = oo oder limy_,, f(x) = —oo, falls

fiir jede Folge x, — a die Folge f(x,) bestimmt divergent nach oo bzw. —oo ist.
Ist D nach oben oder unten unbeschrdnkt, so definieren wir lim,_,c und limy_, _
auflerdem analog iiber die Betrachtung bestimmt divergenter Folge x,, — oo, bzw.
x" % m.

Ebenfalls analog definiert man einseitige Grenzwerte, indem nur Folgen x,, — a
mit x, < a bzw. nur Folgen mit x, > a betrachtet werden und bezeichnet diese mit

lim f(x) = )lcl}% flx)= lﬁf,‘ f(x)  bzw.

xX—a—

fim, f(x) = lim f(x) = lim £ (x).

x—a xla

Beispiel 2.4
(a) Fiir die konstante Funktion f : R — R, f(x) := 1 gilt fiir jedes a € R, dass

limf(x)=1, lim=1, und lim =1.

x—a X—yo0 X——00

(b) Fiir die Funktion f: R — R, f(x) :=x gilt fiir jedes a € R, dass

limf(x) =a, lim =c, wund lim = —co.
x—a X—>o0 X—»—oo

(c) Fiir die Sprungfunktion H : R — R gilt fiir

. 0 fiira<,
iL‘%H(”'_{l fiir a > 0.

Auferdem ist limy_,_oo H(x) = 0 und limy_,o. H (x) = 1.

Der Grenzwert lim,_,o H (x) existiert jedoch nicht, da —rll,% — 0, aber
r}groloH(—l/n) =0+#1 :r}groloH(l/n).
Es existieren aber die einseitigen Grenzwerte

lim Hx) =0 wund lim H(x)=1.

x—0~ x—0+
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(d) Fiir die Funktion f: R — R, f(x) := 1/x gilt fiir jedes a € R, dass

lim f(x)=1/a, 1lim =0, wund lim =0,
X—yoo

X—a X— —o0

Der Grenzwert lim,_,q f(x) existiert nicht, aber es existieren die einseitigen

Grenzwerte

1
lim 1/x=—o und lim — =oo.
x—0~ x—0t X

(e) Fiir das Polynom p(x) = auX™ + ap_1X"~ ' +...a1x+ ay € I1,, mit Koeffizi-
enten agy,...,a, € R, an, >0, me N gilt

oo fiir m gerade,

x—>00 —oo  fiir m ungerade.

im p(x) === lim p(e) =0, tim p(x) = {

Definition 2.5 (Stetigkeit)
Sei a € D. Die Funktion f: D — R heift stetig in a, falls

lim £(x) = (a).

[ heifit stetig (auch: stetig in D), falls dies fiir alle a € D gilt.

Beispiele 2.6
(a) Fiir jedes m € Ny ist f(x) := x™ stetig auf R.

(b) Die Sprungfunktion H (x) ist stetig fiir alle x € R\ 0, aber nicht stetig in x = 0.

(c) f(x)=1/xiststetig auf D := R\ 0.

(d) Die ReLU-Funktion (rectified linear unit), auch: Rampenfunktion, ist definiert
durch

0 fiirx<0,
x  fiirx>0.

fr R—=R, f(x):=max{0,x}= {
Dies ist eine stetige Funktion auf R.

Definition und Satz 2.7
Seien f,g: D — R zwei Funktionen. Dann definieren wir

(a) fiir r € R das skalare Vielfache rf : D — R durch (rf)(x) := rf(x).
(b) die Summe f+g: D — R durch (f+g)(x) :== f(x) +g(x).

(c) das Produkt fg: D — R durch (fg)(x) := f(x)g(x).
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(d) den Quotient f/g: D' — R durch (f/g)(x) := f(x)/g(x) auf dem Definiti-
onsbereichxe D' :=={xeD: g(x)#0}

Sind f und g stetig in a € D, dann sind fiir alle r € R auch rf, f + g und fg stetig
in a. Gilt zusdtzlich g(a) # 0, so ist auch f/g stetig in a.

Beweis: Dies folgt leicht aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte von Folgen. [

Definition und Satz 2.8
Seien f: Dy — R und g : Dg — R zwei Funktionen und es gelte

g(Dg) :={g(x): x€Dg} CDy.

Dann definieren wir die Hintereinanderausfiihrung (auch: Konkatenation)

fog: Dg—=R, (fog)x):=f(g(x))
Ist g stetig in a € D und ist f stetig in g(a) € Dy, so ist f og stetig in a.

Beweis: Um zu zeigen, dass f o g stetig ist in a € D, miissen wir zeigen, dass fiir
jede Folge x,, — a gilt

f(8(n)) = (fog)l) = (fog)(a) = f(g(a)).

Da g stetig ist in a konvergiert die Folge y, := g(x,) — g(a). Da f stetig ist in
y := g(a) konvergiert damit aber auch f(y,) — f(y), also f(g(x,)) — f(g(a)). O

Aus den obigen Sitzen folgt dass jedes Polynom (als endliche Summe von ska-
laren Vielfachen von Potenzen) und jeder Quotient aus Polynomen (definiert au-
Berhalb der Nullstellen des Nenners) stetige Funktionen sind. Die Stetigkeit von
durch (unendliche) Potenzreihen definierte Funktionen ldsst sich mit dem Abel-
schen Grenzwertsatz untersuchen. Wir fiihren dies in dieser Vorlesung aber nicht
aus und geben nur fiir wichtige Funktionen die Stetigkeit ohne Beweis an.

Satz 2.9
Die Funktionenexp: R — R, sin: R — R und cos: R — R sind stetig.

Ebenfalls ohne Beweis geben wir noch eine dquivalente Charakterisierung der
Stetigkeit an und definieren zwei stirkere Stetigkeitsbegriffe.

Definition und Satz 2.10
(a) f ist genau dann stetig in a € D, falls

Ve>0 36>0: |f(x)—f(a)l]<e VxeDmit|x—al<S$.

Diese Eigenschaft heifst auch €-8-Definition der Stetigkeit, vgl. das in der
Vorlesung gemalte Bild.
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(b) f heifit gleichmdifiig stetig in D, falls
Ve>0 36>0: |[f(x)—f(y)|<e Vx,y€Dmit|x—y| <$.

(c) f heifst Lipschitz-stetig in D, falls
>0 |fx)—fOI<Lix—y[ vxyeD.

Es gilt

f Lipschitz stetigin D —  f glm. stetiginD —> f stetig in D.

2.3 Maxima, Minima und der Zwischenwertsatz

Unsere Intuition, dass stetige Funktionen nicht springen, konnen wir nun mathe-
matisch prizise formulieren.

Satz 2.11 (Zwischenwertsatz)
Sei f: |a,b] — R eine stetige Funktion. Sei 'y € R ein Wert zwischen f(a) und
f(D), also

fla) <y < f(b) oder f(a)=yZ=f(b)

Dann existiert (mindestens) ein % € [a,b] mit f(x) = y.

Beweis: Fiir f(a) =y oder f(b) =y ist die Aussage trivial. Wir betrachten al-
so den Fall f(a) <y < f(b). Dazu verwenden wir wieder wie in Abschnitt 2.1
beschrieben die Idee der Intervallhalbierung und erhalten zwei Folgen

a200§a1S...Sang...fl)nﬁ...gblSb():b,

die (die eine monoton wachsend und die andere monoton fallend) beide gegen den
selben Grenzwert konvergieren
X := lim g, = lim b,
n—soo n—soo

Wegen Satz 1.11 gilt
a<x<bh.

AuBerdem erfiillen die Folgen nach Konstruktion
flay) <y < f(b,) furallen e Ny.

Wegen der Stetigkeit von f und wiederum Satz 1.11 wissen wir nun aber auch
y= nlg{}of(an) = f(r}g{}oan) =f(®) = f(nlg{}obn) = nlg{}of(bn) >y

Es muss also gelten f(£) = y. O
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Definition 2.12
Eine Funktion f: D — R heifit nach oben beschrdinkt, falls ihre Wertemenge nach
oben beschrdnkt ist, also wenn ein C > 0 existiert mit

fx)<C VxeD.

Analog definieren wir die Begriffe nach unten beschrdnkt und beschrdnkt.

Wir sagen, dass die Funktion f auf D ihr Maximum annimmt, falls ein X € D
existiert mit (%) = max{f(x): x € D}, also

flx) < f(®) VxeD.
Analog definieren wir, dass die Funktion ihr Minimum annimmit.

Satz 2.13
Eine stetige Funtkion f : [a,b] — R auf einem abgeschlossenen Intervall [a,b]
nimmt sowohl ihr Maximum als auch ihr Minimum an, d.h.

Wnax € [a,b] : f(xmax) = max f(x) = Sup f(x)a

x€la,b] x€la,b)
Donin € [a,b] 1 f(Xmin) = min f(x) = inf f(x).
x€[a,b] x€la,b]

Beweis: Ist f nach oben beschrinkt, so existiert nach Definition und Satz 1.21
das Supremum

Ymax = sup{f(x) : x € [a,b]} < oo.

Gemif der Definition des Supremums existiert fiir jedes € > 0 ein x € [a,b] mit
f(x) > ymax — €. Wir verwenden dies mit der Wahl € := % und erhalten so fiir
alle n € N ein x,, € [a,b] mit f(x,) > Ymax — % und damit eine maximierende Fol-
ge (xp)nen C [a,b] fiir die gilt f(x,) — Ymax. Ist f nach oben unbeschrinkt, so

existiert entsprechend eine maximierende Folge mit f(x,) — oo.

Mit dem Satz von Bolzano-Weierstral (Satz 1.22) folgt, dass sich aus (x;, ),cN eine
konvergente Teilfolge (x,, )ken extrahieren ldsst. Sei Xmax 1= limy_e Xy, . Fiir die
Teilfolge gilt noch immer f(x,, ) — Ymax (bzw. f(x,, ) — o) und mit der Stetigkeit
von f folgt dann, dass der Fall f(x,, ) — oo nicht mdglich ist und dass gilt

f(xmax) = f(klg{lxnk) = klglolof(xnk) = Ymax-

Die Funktion f nimmt also ihr Maximum an. Die Annahme des Minimums folgt
durch Anwendung des bereits gezeigten auf die Funktion — f. U
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Wir geben ohne Beweis noch zwei niitzliche Eigenschaften stetiger Funktionen
auf abgeschlossenen Intervallen an. Diese sind automatisch auch gleichméBig ste-
tig und konnen nicht beliebig stark oszillieren konnen, d.h. auf kleinen Teilinter-
vallen liegen Maxima und Minima nah beeinander.

Satz 2.14

Eine stetige Funktion f : [a,b] — R auf einem abgeschlossenen Intervall [a,b] ist
auch gleichmdifSig stetig. Fiir jedes € > 0 existiert eine Intervallbreite & > 0, so
dass fiir jedes Teilintervall [c,d) C [a,b] mitd — ¢ < J gilt

0= Bl 0 <2

2.4 Die Umkehrfunktion

Wir erinnern an den Begriff der Umkehrfunktion. Eine Funktion f: X — Y zwi-
schen zwei Mengen X und Y heif3t

e injektiv, falls zwei verschiedenen Elemente x,x’ € X nicht das gleiche y
zugeordnet wird, d.h.

Ve xX' €X: flx)=f() = x=x.

* surjektiv, falls jedes Element von Y erreicht wird, d.h. in Formelsprache:

VyeY: IxeX: f(x)=y.

* bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist, d.h. in Formelsprache:

VyeY: IxeX: f(x)=y.

Fiir bijektive Funktionen konnen wir die Umkehrfunktion f~! definieren durch
fliy—=Xx, fl(y):=x, wobeixeX erfillt f(x) =y.
Es gilt

@) =x VxeX wund f(f'(y)=y Vyer.

Definition 2.15
Eine Funktion f: D — R heifit
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(a) monoton wachsend, falls

Vx,yeD: x<y = f(x)<f(y)

(b) streng monoton wachsend, falls

Vx,yeD: x<y = f(x)<f(y)

Sie heifst monoton fallend (bzw. streng monoton fallend), falls — f monoton wach-
send (bzw. streng monoton wachsend) ist.

Satz 2.16
Sei f: [a,b] — R eine stetige, streng monoton wachsende Funktion. Dann ist f
eine bijektive Abbildung von [a,b] nach [f(a), f(b)]. Die Umkehrfunktion

f71 1 @), f(B)] = [a.b]
ist ebenfalls stetig und streng monoton wachsend.

Fiir eine stetige, streng monoton fallende Funktion existiert die Umkehrfunktion

e 1f(B), f(@)] = [a,b]
und sie ist stetig und streng monoton fallend.

Beweis: Sei f: [a,b] — R stetig und streng monoton wachsend. Der Zwischen-
wertsatz 2.11 zeigt, dass f jeden Wert zwischen f(a) und f(b) erreicht, d.h.
f: [a,b] = [f(a), f(b)] ist surjektiv. Wegen der strengen Monotonie ist f zu-
satzlich auch injektiv, also existiert die Umkehrfunktion

1 [f(@), £(B)] = [a,b].

Um die Monotonie von f~! zu zeigen, seien yi,y, € [f(a), f(b)] mit y; < y;.
Wir zeigen f~'(y;1) < f~!(y2) mit Widerspruchsbeweis und nehmen an, dass
F Y1) = fY(y2) oder f~1(y1) > f~!(y2). Im ersten Fall wiire dann aber wegen
der Bijektivitit auch y; = y, und im zweiten Fall wegen der Monotonie von f

2= f(f ) < £ ) = 1

Beides widerspricht y; < y5, so dass f~!(y;) < f~'(y2) gezeigt ist.

Zum Beweis der Stetigkeit von f~! sei (y,),en eine Folge in [f(a), f(b)] mit
yn — v € [f(a),f(b)]. Falls der Grenzwert x := lim, . f~'(y,) existiert, dann
folgt aus der Stetigkeit von f

F) = f(lim 7 () = lim (£ () = lim vy = y

n—oo
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und damit x = f~'(f(x)) = f~'(y). Genauso folgt, dass auch jede konvergen-
te Teilfolge von ( - l(yn))ne]N gegen denselben Grenzwert f~!(y) konvergieren
muss. Da die Folge (' (v,))nen C [a,b] beschrinkt ist, folgt mit Satz 1.23, dass

lim £~ () = £ (),

n—oo

womit die Stetigkeit gezeigt ist. U

Beispiele 2.17
(a) Die konstante Funktion f: R — R, f(x):=1 ist monoton wachsend und
monoton fallend, aber weder streng monoton wachsend noch streng monoton

fallend.

(b) Die Funktion f:R — R, f(x) := x ist streng monoton wachsend und besitzt
die Umkehrfunktion f~': R — R, f~!(x) :=x.

(c) Die Funktion f: R — R, f(x) := x? ist auf jedem Intervall [a,b] mitb >a >0
streng monoton wachsend und stetig. Fiir jedes solche Intervall existiert daher
die Umkehrfunktion f=1 : [a®,b*] = [a,b], f~'(y) := VY Mit a := 0 und
da b beliebig grof3 gewdhlt werden kann, kann die Umkehrfunktion definiert
werden auf

e 0el= (0,00, fTH0) =y

und {1 ist stetig und monoton wachsend.

Definition und Satz 2.18 (Logarithmus und allgemeine Potenzen)

(a) Die Exponentialfunktion exp : R — R ist stetig und streng monoton wach-
send und besitzt daher fiir jedes Intervall [a,b] C R eine Umkehrfunktion von
lexp(a),exp(b)] nach |a,b]. Es gilt

lim exp(x) =0 wund limexp(x) = oo,

X——o0 X—roo

so dass die Umkehrfunktion auf |0, | definiert werden kann. Wir nennen sie
den (natiirlichen) Logarithmus und schreiben

In:]0,00[— R, x~— In(x).
Die Funktion In ist stetig und streng monoton wachsend.
(b) Fiir a > 0 definieren wir die Exponentialfunktion zur Basis a durch
exp,: R— R, exp,(x):=exp(xIn(a)).

38



2.4. DIE UMKEHRFUNKTION

exp, ist fiir 0 < a < 1 streng monoton fallend, fiir a = 1 konstant 1 und fiir
a > 1 streng monoton wachsend. Sie ist stetig und erfiillt

exp,(p/q) = Var = alld fiiralle p e Z, q € N.
Wir definieren damit die nicht-rationalen Potenzen
a*:=exp,(x) fiirallex e R\ Q
und schreiben im Folgenden immer a* statt exp,. Insbesondere gilt also auch
exp(x) = e*.
(c) Fiira >0, a # 1 definieren wir die Logarithmusfunktion zur Basis a durch

In(x)

In(a)’

Sie ist die Umkehrfunktion zu exp, und damit stetig und streng monoton fal-
lend (fiir 0 < a < 1) bzw. steigend (fiir a > 1). Es gilt In(x) = log,(x).

log, :]0,00[— R, log,(x):=

(d) Es gelten die Potenzgesetze (fiir alle a > 0 und x,y € R)
ad=a"” und (a*) =a"
und die Logarithmengesetze (fiir alle a,x,y >0, a # 1)
log, () = log,(x) + 10g,(y) wnd  log,(x') = ylog,(x)

Beweis: Die Stetigkeit der Exponentialfunktion haben wir in Satz 2.9 festgestellt.
Die Monotonie folgt fiir x > 0 aus der Reihendarstellung in Satz 1.30 und fiir x < 0
aus exp(—x) = Ebenfalls aus der Reihendarstellung erhalten wir

> 1 &1
C_CXP :Zk_ Zk_:

und (zusammen mit der Funktionalgleichung)

eXp( )

exp(n) =exp(l+...+1)=exp(l)-...-exp(1) >2" = o fiirn — oo,

also auch
. ) 1
)}grolo exp(x) = o und XI_IEL,GXP( xX) = hm n exp(—x) = )}1_>n°10 o) 0

Die Eigenschaften der Umkehrfunktionen folgen aus Satz 2.16 und der Zusam-
menhang zu rationalen Potenzen ldsst sich wie in Folgerung 1.31 zeigen. Das
erste Potenzgesetz a*a’ = a* folgt aus der Funktionalgleichung fiir die Expo-
nentialfunktion. Das zweite Potenzgesetz folgt fiir rationale y € (3 aus dem ersten
und durch Grenzwertbildung und Stetigkeit gilt es dann auch fiir alle y € R. Die
Logarithmengesetze folgen aus den Potenzgesetzen. U
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2.5 Asymptotisches Verhalten von Funktionen

Die in Abschnitt 1.7 fiir Folgen eingefiihrte Landau-Notation verwenden wir auch
fiir Funktionen.

Definition 2.19 (Landau-Notation fiir Funktionen)
Seien f,g: D — R und a € D. Wir schreiben

feolg), falls M—>0 fiir x — a,

g(x)

und wir schreiben f € O(g), falls f durch g in einer Umgebung von a beschrdnkt
ist, d.h.

AC>0,e>0: |f(x)| <Clg(x)| fiiralle x €]a—€,a+ €[ND.

Fiir eine nach oben unbeschrdnkte Definitionsmenge D verwenden wir die Nota-
tion auch fiir x — oo, also

feolg), falls @%0 fiir x — o,

8(x)
und f € O(g), falls f durch g fiir hinreichend grofie x beschrdnkt ist, d.h.

AC>0,K>0: |f(x)| <C|g(x)| fiirallexeD,x>K.

Analog definieren wir die Notation fiir x — —oo.

Mit dieser Notation gilt offenbar, dass f : D — R genau dann in a € D stetig ist,
wenn

f(x) € fla)+o(1).

Wir konnen das so interpretieren, dass f(a) in der Nihe von x = a eine gute Ap-
proximation an f(x) ist, in dem Sinne, dass der Abstand von f(a) zu f(x) beliebig
klein ist, wenn nur x nah genug an a liegt. Die konstante Funktion x — f(a) ist in
diesem Sinne die bestapproximierende konstante Funktion, vgl. die in der Vorle-
sung gemalte Skizze. Bessere Approximationen erhalten wir mit den im néchsten
Abschnitt eingefiihrten Ableitungen von f.
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Differenzierbarkeit

3.1 Der Ableitungsbegriff und wichtige Regeln

Definition 3.1
Eine Funktion f: [a,b] — R heift in x €|a,b| differenzierbar, falls der Grenzwert
der (fiir betragsmdfig hinreichend kleine h #~ O definierten) Funktion

fleth) = f(x)
h

h—

fiir h — 0O existiert. In dem Fall nennen wir

) g LD )

h—0 h

die Ableitung von f in x €la,b[. Fiir Randpunkte x = a oder x = b definieren wir
entsprechend die Differenzierbarkeit durch die einseitigen Grenzwerte

Fa)= tim LTI gy = i[O ZS)

h—0+ h h—0—

f heift differenzierbar in [a,b|, wenn es in allen x € |a,b] differenzierbar ist. f
heif3t stetig differenzierbar in [a,b|, wenn es differenzierbar ist und die Funktion

frlabl =R, xe f(x)

stetig in [a,b] ist. Wir verwenden die Begriffe auch analog fiir offene, halbabge-
schlossene oder unbeschrdnkte Intervalle.
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Bemerkung 3.2
In der Definition der Ableitung konnen wir auch dquivalent schreiben

f’(x) — lim f(y)—f(x)

yox o y—x

oder mit Landau-Notation

flx+h) € fx)+f(h+o(h) baw. f(y) € f(x)+f(x)(y—x) +0(y—x).

Die Funktion y — f(x)+ f'(x)(y — x) ist die einzige lineare Funktion, die dies
erfiillt und (in diesem Sinne) die bestapproximierende lineare Funktion, vgl. die
in der Vorlesung gemalte Skizze.

Beispiele 3.3
(a) Fiir die Funktion f: R — R, f(x) = x gilt fiir jedes x € R
: +h)—f(x) . x+h—x
/ — 1 f(x — 1 — 1
F ) hl—r>I(1) h hl—r:% h
f ist also stetig differenzierbar und f'(x) = 1.
(b) Fiir die Funktion f: R — R, f(x) = x? gilt fiir jedes x € R
_ R ) 2 2
fx+h)— f(x) _ (x+h)*—x _ X A2 —x et h
h h h
und damit f'(x) = limy,_y w = 2x.

f ist also stetig differenzierbar und f'(x) = 2x.

(c) Die Funktion f: R — R, f(x) = |x| ist fiir jedes x # O differenzierbar mit
f(x) =1 fiir alle x > 0 und f'(x) = —1 fiir alle x < 0.
Fiir x = 0 konvergiert

f<x+hn)_f(x) _ M
hy - hy,

fiir die Folge h,, := % gegen 1 und fiir die Folge h,, := —% gegen —1. Gemdf
Definition 2.3 existiert also der Grenzwert der Funktion

f<x+hn)_f(x) o M
hy  hy,

fiir h — O nicht. f ist daher in x = 0 ist f nicht differenzierbar.
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Wir fassen die wichtigsten Ableitungsregeln (Summenregel, Produktregel, Quo-
tientenregel, Kettenregel und Ableitung der Umkehrfunktion) in folgendem Satz
zusammen:

Satz 3.4 (Ableitungsregeln)
(a) Ist f: [a,b] — R inx € [a,b] differenzierbar, dann ist f auch stetig in x.

(b) Es seien f,g: [a,b] = R in x € [a,D] differenzierbar und ¢ € R. Dann gilt
(i) f+ g istin x differenzierbar und (f +g)'(x) = f'(x) + &' (x).
(ii) cf ist in x differenzierbar und (cf) (x) = cf’(x).
(iii) fg ist in x differentierbar und (fg)'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g’'(x).
(iv) Ist zuscitzlich g(x) # 0, dann ist f /g in x differenzierbar und
(J_‘) (x) = f'(x)gx) = f(x)g'(x)
8 g*(x)

(c) Es seien f: [a,b] = R und g: |[c,d] = R mit g([c,d]) C [a,b]. Ist g in
x € [c,d] differenzierbar und f in g(x) € |a,b] differenzierbar, so ist f o g in x
differenzierbar und

(fo8)'(x) = f'(g(x))g' (x).

(d) f: [a,b] = R besitze eine Umkehrfunktion f~': f([a,b]) — R. Ist f in x
differenzierbar und ist f'(x) #0, dann ist f~' in'y := f(x) differenzierbar und
es gilt
B 1 1
FU) )

Beweis: (a) Ist f differenzierbar in x, dann gilt

fO) — /)
y—x

Vi)

lim f(y) = lim (f(x) +

—_ = / =

lim £(7) = lim =) =)+ £ (60 = 1),
also ist f auch stetig in x.

(b) Beweis der Summen-, Produkt- und Quotientenregel:

(1) folgt aus
(f+8)x+h)—(f+g)x)

lim

h—0 h
_ i JE ) et h) — flx) —g(x)
h—0 h
o SR =) L gt h)—g(x) /
= lim . + lim p =f(x)+gx).
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(i1) folgt genauso leicht.
(iii) folgt aus

- (fg)(x+h)—(fg)(x) fx+h)gx+h)— f(x)g(x)

jim h = jim h

— Iim fx+h)glx+h)—flx+h)g(x) + f(x+h)glx) — f(x)g(x)
h—0 h

i ( ot h)g(”h]z_g(” +f<x+hlz—f(x) g(x))

:}lli_rf(l)f(x‘i‘h)}lli_r)%g(x—}_hlz—g(X) +}lgr(l)f(x+h]z—f( )g(x)

= f(x)g' (x) + f'(x)g(x),

wobei wir die in (a) bewiesene Stetigkeit verwendet haben.

(iv) Wir betrachten zunichst den Spezialfall f = 1 (also die Differenzierbar-
keit von 1/g):

MUCCURUEC IS
h—0 h h—0h \ g(x+h) gx)
s gk gk gl
h—0 hg(x+h)g(x) h—0 h h—0 g(x+h)g(x)
g ()
g (x)’

wobei wir wieder die in (a) bewiesene Stetigkeit verwendet haben.
Mit der in (b)(iii) bewiesenen Produktregel folgt jetzt die Quotientenre-

gel
(g)/m _ (fé)/(X) W)+ ) (é)/w
S0 @0 _ 08— f08')

glx) &) g (x)

(c) Zum Beweis der Kettenregel definieren wir die Funktion

FOISGEW)  fiip y £ g(x)
* . 7b R? * - 5 |
f i [a,b) — I ) { fy(;(x)) fiir y = g(x).

Dann gilt wegen der Differenzierbarkeit von f, dass

lim f*(y)=f(g(x)) unddamit lim f*(g(x+h)) = f'(g(x)).
y—g(x) h—0
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Fiir alle y # g(x) ist auBerdem f(y) — f(g(x)) = f*(y)(y — g(x)). Damit er-

halten wir
i S @EHR) = Flg(x) _ . f(glx+h))(glx+h) —g(x))
h—0 h h—0 h
= tim /(- 1)) lim SO )

(d) Sei (yn)nen C f([a,b]) eine Folge mit y, — y. Dann gilt

Xo=fom) = £ =x, fx)=yn, und f(x) =y

Damit erhalten wir

f_l<yn)_f_l(y): Xn —X _ ! N 1
Yn—Yy f(xn)_f(x) W f/(x)7
und damit ist (f~1)'(y) = Y f_ll(y)). O

Definition und Satz 3.5 (Hohere Ableitungen)

Ist f: [a,b] — R differenzierbar und ist auch ' : |a,b] — R differenzierbar, dann
heift f := (f") die zweite Ableitung von f. Entsprechend definieren wir die n-te
Ableitung rekursiv als f® = (f"=DY mir fO) := f. Wir schreiben dafiir auch

F)= A0 wnd 000 = ).

Sind f,g: |a,b] — R zwei n-mal differenzierbare Funktionen und ¢ € R, so sind
auch f+g, cf sowie fg jeweils n-mal differenzierbar. Es gilt

(f+2) W (x) = " (x) + g (x)
()™ (x) = cf"(x)
und die Leibnizregel

79" = ¥ ()@ P

k=0

Die Menge aller n-mal stetig differenzierbaren Funktionen bezeichnen wir mit
C"([a,b)). Mit C°([a,b]) (auch: C([a,b])) bezeichnen wir die Menge aller steti-
gen Funktionen und mit C*([a,b]) die Menge aller beliebig oft differenzierbaren
Funktionen. Aufgrund der gezeigten Regeln sind dies jeweils Vektorrdume.
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Beweis: Die Differenzierbarkeitsregeln fiir die n-te Ableitung folgen aus den je-
weiligen Regeln fiir die erste Ableitung durch vollstandige Induktion. 0

Satz 3.6 (Ableitung einiger wichtiger Funktionen)
(a) Das Monom f: R — R, f(x):=x"ist (fiir alle n € N) eine C*-Funktion. Es
gilt
)= f1(x) =n(n—1x"2, .., f(x) =n!
und

() = fr () = ... =0.
(b) f: R\{0} =R, f(x)= % :=x" " ist (fiir alle n € N) eine C*-Funktion. Es
gilt

e —n o n(n+1)
fl(x)=—nx" IZW’ f'(x) = —n(—n—1)x""2= prrs

(c¢) Die Funktion f: R — R, f(x) := €* ist eine C*-Funktion. Es gilt

FO)=f"x)=...=f"(x)=¢ fiirallene N.
(d) Die Funktion f :]0,00[— R, f(x) := In(x) ist eine C*-Funktion. Es gilt
/ 1 /! 1
fx) = ¥’ fr(x) = 2

(e) Fiir a > 0 ist die Funktion f : R — R, f(x) := a* eine C*-Funktion. Es gilt
f'(x)=In(a)a", f"(x) =In(a)*a",

(f) Fiir a > 0 ist die Funktion f :]0,00[— R, f(x) :=log,(x) eine C*-Funktion.

Es gilt | |
f,(x): 11'1(61))67 f//(X) :_Wv

(g) Die Funktion f : ]0,00[— R, f(x) :=x? ist auch fiir a € R\ 7 eine C*-
Funktion und es gilt

) =ax*", f'(x)=ala—1)x*2,...

(h) Die Funktionen sin,cos : R — R sind C”-Funktionen. Es gilt

d . d :
o sin(x) =cos(x) und acos(x) = —sin(x).

Beweis: (a) und (b) folgen mit vollstidndiger Induktion aus der Produkt- und Quo-
tientenregel. Zum Beweis von (c) und (h) kann man zeigen, dass die Exponenti-
alreihe und die Sinus- und Kosinusreihen jeweils summandenweise differenziert
werden konnen. (d) folgt aus der Ableitungsregel fiir die Umkehrfunktion. (e), (f)
und (g) folgen mit aus der Kettenregel. 0
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3.2 Mittelwertsatz und Taylorentwicklung

Das Maximum und Minimum einer Funktion haben wir in Definition 2.12 ein-
gefiihrt. Wir nennen es im Folgenden auch das globale Maximum bzw. globale
Minimum und fiihren die lokalen Varianten ein, vgl. die in der Vorlesung gemal-
ten Skizzen

Definition 3.7 (Lokales Maximum und Minimum)
f besitzt in £ €)a, b| ein lokales Maximum, falls ein € > 0 existiert mit

fx) < f(®) fiirallexe (£—¢e,5+¢€).

Entsprechend besitzt f in X €]a,b| ein lokales Minimum, falls ein € > 0 existiert
mit
f(x) > f(&) fiirallex e (£—¢€,X+¢).

Satz 3.8
Besitzt f in X €)a, b| ein lokales Maximum oder Minimum, und ist f differenzierbar
in X, dann gilt

f(®)=o0.

Beweis: Im Falle eines lokalen Maximums erhalten wir aus der Definition der

Ableitung mit der Folge h, = 1

n

A+ l i ~
7 = tim T IO
n—oo ﬁ
und mit der Folge h, = —1
s l . A
7@ = tim T8 2SO
n—oo _1
n
also insgesamt f’(£) = 0. Genauso folgt die Aussage fiir lokale Minima. O

Wir verwenden Satz 3.8 nun zum Beweis der anschaulichen Tatsache, dass zu
jeder Sekante zwischen zwei Punkten auf der Funktion f ein Zwischenwert mit
paralleler Tangentensteigung liegen muss, vgl. die in der Vorlesung gemalte Skiz-
ze.

Satz 3.9 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
Sei f: [a,b] — R eine differenzierbare Funktion. Dann existiert ein X €|a,b[ mit

f)—fla) _
Y, @

a
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Insbesondere gilt

f(x) >0 Vx€la,b| = f(x)>f(a) Vxé€la,b],
f(x) <0 Vx€la,b| = f(x) < fla) VYxé€la,b],
f(x)=0 Vx€la,b| = f(x)=f(a) VYxE€E]la,b].

Beweis: Wir beweisen die Aussage zunichst fiir f(a) = 0= f(b) (Satz von Rol-
le). Da f stetig auf [a, D] ist, nimmt f nach Satz 2.13 sein Maximum und Minimum
auf [a,b] and. Ist f = 0, dann ist die Aussage fiir jedes X € (a, b) erfiillt. Ansonsten
miissen entweder Maximum oder Minimum in ]a, b[ liegen, dann bezeichnen wir
dieses mit X €]a, b[ und erhalten aus Satz 3.8

_ b)—f(a)

/ — 0 — f( .

e -

Im allgemeinen Fall (ohne f(a) = 0 = f(b) vorauszusetzen) definieren wir die
Funktion

f(b) = f(a)

gt lab 2R, gx) = f(x) — fla)— L (x—a).

b—a
Diese ist offenbar differenzierbar in [a,b] und erfiillt g(a) = 0 = g(b). Mit dem
schon gezeigten Satz von Rolle existiert also ein X €|a, b| mit
g(b) —g(a) 1y _ g S (B) = f(a)
—_— 0 — — _—
A g (x) = f(x) s
e %) = [(b)=f(a)
und damit gilt f(x) = 55— O

Wir haben bereits gesehen, dass wir die Stetigkeits- und Diffenzbarkeitseigen-
schaften im Sinne bestapproximierender konstanter, bzw. linearer Funktionen in-
terpretieren konnen:

fO)=fE@)+o(1) bzw. f(y)=f(x)+f(x)(—x)+o(ly—x]).

Mit dem Mittelwertsatz konnen wir diese Abschidtzungen noch verbessern. Fiir
stetig differenzierbare Funktionen erhalten wir

fO)=fx)+ 1 (x)0—x)=fx)+0(ly—x|),

mit einer Zwischenstelle x zwischen x und y, wobei wir fiir die O-Schreibweise
ausgenutzt haben, dass die stetige Ableitung ihr Betragsmaximum [x, y| bzw. [y, x]
annimmt.
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Fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen kénnen wir mit einer Erweiterung
des Mittelwertsatzes zeigen, dass ein X zwischen x und y existiert mit

_ / f i (2) 2 / 0 2
FO)=f@)+ )0 —x)+ 7= =27 = fx) + £ (x)(y —2) + Oy = «[).
Das Argument kann fiir immere hohere Ableitungen verwendet werden und so f
immer besser (vgl. aber Bemerkung 3.12) durch ein Polynom approximiert wer-
den. Wir geben die finale Formel ohne detaillierten Beweis an:

Definition und Satz 3.10 (Satz von Taylor)
Sei f € C"*([a,b]) und x,y € |a,b). Dann existiert X zwischen x und y so dass

B n f(k) f(n_H)(f) .
fy) = gﬂ(x)(y—x)hr m(y—x) .
Das Polynom "
n0) =Y T -
k=0 "°

heifit Taylorpolynom n-ter Ordnung im Entwicklungspunkt x. Fiir f € C*([a,b])

heift die unendliche Summe Y %(x) (y — x)* Taylorreihe im Entwicklungs-
punkt x.

(n+1) (%
Der finale Summand % (v —x)"*! heift auch Lagrange-Restglied.

Die Auswertung der n + 1-ten Ableitung an der Zwischenstelle X im Restglied
wird in in Anwendungen der Taylorformel oft durch das Maximum abgeschitzt.
Hierzu schreiben wir fiir eine stetige Funktion f : [a,b] — R das Betragsmaxi-
mum als

11/ a5 = max £ (x)]

und fassen die wichtigen Taylorentwicklungen nullter, erster und zweiter Ordnung
sowie ihre Fehler noch einmal zusammen.

Folgerung 3.11
(a) Fiir f € C'(|a,b)) gilt fiir alle x,y € [a,b] die Taylorentwicklung 0. Ordnung

JO)=fx)+0(ly—x|)

und fiir den Fehler gilt
FO) = FO < = £ ] 0
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(b) Fiir f € C*([a,b)) gilt fiir alle x,y € |a,b] die Taylorentwicklung 1. Ordnung

fO)=f&x)+ (X)) —x)+0(ly—x[*)

und fiir den Fehler gilt
1
FO) =)= F =) < Sy =2 [/ 0
(¢) Fiir f € C3([a,b]) gilt fiir alle x,y € [a,b] die Taylorentwicklung 2. Ordnung

1) = F@)+ @) —2) + 5.7 () (3 + Oy~ )

und fiir den Fehler gilt

70) £~ F =) = 5700~ 02 < gly = 7]y

Bemerkung 3.12
Aus dem Satz von Taylor folgt fiir f € C*([a,b]), dass

F) =To(y) +O(ly—"*1).

Durch Verwendung des Funktionswertes und der ersten n-Ableitungen von f im
Punkt x konnen wir daher ein Polynom aufstellen, dass sich fiir grofiere n im-
mer besser an die Funktion anschmiegt, vgl. die in der Vorlesung gemalte Skizzze.
Dabei stimmen Funktionswert und die Ableitungen des Polynomes T, im Entwick-
lungspunkt x mit denen der Funktion f iiberein. Das Polynom approximiert die
Funktion in dem Sinne immer besser, dass bei groferem n der Fehler zwischen f
und Polynom bei Anndiherung an den Punkt x immer schneller gegen Null fdllt.

Hieraus folgt aber im Allgemeinen auch fiir C-Funktionen nicht, dass im Grenz-
wert n — o die Polynome aufierhalb von x gegen die Funktion f konvergieren.
Funktionen, die mit ihrer (unendlichen) Taylorreihe iibereinstimmen heifien ana-
Iytisch, aber nicht jede C*-Funktion ist analytisch.

3.3 Lipschitz-stetigkeit und Fehlerfortpflanzung

Sei f € C'(|a,b]). Aus der Taylorentwicklung 0. Ordnung in Folgerung 3.11(a)
erhalten wir, dass f Lipschitz-stetig ist,

f(y) = f(x)| <Lly—x| firallex,y € [a,b],
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mit Lipschitz-Konstante L := || f[| , ;-

Die Lipschitz-Konstante konnen wir auch als MaB fiir die Fehlerverstirkung durch
f interpretieren. Mochten wir f(x) berechnen, so kennen wir aufgrund von Run-
dungsfehlern oder vorhergehenden Rechenfehlern typischerweise x nicht exakt,
sondern x + & mit einem betragskleinen §. Selbst bei exakter Ausfithrung von f
erhalten wir daher nicht f(x) sondern f(x+ 0) und es gilt

[f(x+8) = f(x)] < L[S

Der Fehler § im Argument x € [a,b] wird also schlimmstenfalls um den Fak-
tor L= || /|| lap) Verstirkt. Dieses Maf§ der Fehlerverstirkung heit auch absolute
Kondition auf [a,b]. Statt der schlimmstmoglichen Abschétzung auf dem ganzen
Intervall [a,b] betrachtet man oft auch nur eine kleine Umgebung eines festen x
und definiert

Kabs := |f (x)].

In der iiblicherweise verwendeten Gleitkommadarstellung (siehe Abschnitt 1.8)
ist der Rundungsfehler kein absoluter Wert sondern abhiingig von der Grof3e der
dargestellten Zahl. Betrachten wir daher stattdessen die relative Kondition, also
die Fehlerverstiarkung relativ zur GroBe von x bzw. f(x) so erhalten wir entspre-
chend
[fx+8) —f(l _ LS| _ Ly |§]
/()] R VACS IR vACHIN
[

Auf [a,b] ist die relative Fehlerverstirkung also hochstens Lsup,c(, 7ol und
bei Betrachtung einer kleinen Umgebung eines festen x erhalten wir '

/o) I

Kiel i = ——F—~——-

/()]

Beispiel 3.13

Wir betrachten noch einmal die niherungsweise Berechnung der Eulerschen Zahl
e durch die Folge (1+ %)" In Beispiel 1.36 haben wir gesehen, dass durch Run-
dungsfehler ab ca. n = 10'® die Zahl (1+ %) im double precision format auf 1
gerundet wird und sich dann unbrauchbare Ndiherungen 1" =1 ergeben.

Schon vorher tritt aber der Effekt der Fehlerverstidrkung auf. Die Potenzbildung
f o x> X" besitzt in x = 1 die absolute Kondition K5 = |f'(1)| = n. Ein Run-
dungsfehler |8| =~ 1071 fiihrt also bei der Potenzbildung zu einem Fehler der
Grofenordnung nd. Tatsichlich beobachtet man fiir n = 108 einen Fehler von
etwa n|8| ~ 1078, der dann mit groferem n weiter ansteigt.
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3.4 Das eindimensionale Newton-Verfahren

Wir betrachten das Problem der Nullstellenbestimmung. Zu einer gegebenen re-
ellen Funktion f: R — R suchen wir ein x € R mit

flx)=0.

Offenbar lisst sich jede Gleichung f(x) =y in diese Form bringen, z.B. ist die
Gleichung x*> = 2 dquivalent zu x> — 2 = 0. Mit dem Intervallhalbierungsverfah-
ren haben wir bereits (ein auf der Stetigkeit von f basierendes) Verfahren zur
Losung solcher Probleme kennengelernt. Wir stellen jetzt noch ein weiteres (auf
der Differenzierbarkeit basierendes) Verfahren vor, das schneller konvergiert und
sich spiter auch auf mehrere Unbekannte erweitern lésst.

Wir starten dazu in einem Punkt xg € R und ersetzen f durch sein lineares Taylor-
Polynom (also durch die Tangente in x() entsprechend der Taylorentwicklung 1.
Ordnung in Folgerung 3.11(b)

|

f(x0) + £ (x0) (x —x0) = f(x) = 0.
Die Nullstelle dieser linearen Approximation ist (falls f(xq) # 0)

f(x0)
f'(xo0)

X1 ‘= X0 —

Wir wiederholen diesen Schritt mit der linearen Approximation in x; und erhalten
mit
f(x) S ()
5 oo Xpal =X — s
f/r) " f(on)

eine Folge (x,)n,en von der wir anschaulich erwarten, dass sie sich immer mehr
einer Nullstelle von f annihert, vgl. die in der Vorlesung gemalte Skizze.

X2 1= X1 —

Beispiel 3.14
Sei a > 0. Die Berechnung von +/a ist dquivalent zur Losung der Nullstellenauf-
gabe f(x) := x* —a = 0. Die Iterationsvorschrift des Newton-Verfahren hierzu

lautet
B fxn) xXi—a 1 a
Xn+1 = Xn F(xn) = Xn 2, =5 Xn+ X,

und ist als Heron-Verfahren bekannt. Fiir die Berechnung von \/2 beginnend mit
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xo := 1 erhalten wir

xo=1

x1=15

x = 1,4166666666666666666666666666667
x3 =1,414215686274509803921568627451
x4 =1,4142135623746899106262955788901
x5 = 1,4142135623730950488016896235025

und beobachten, dass die Anzahl der korrekten Stellen (fett gedruckt) sich mit je-
dem Iterationsschritt etwa verdoppelt. Zum Vergleich: Beim Intervallhalbierungs-
verfahren halbiert sich der Fehler in jedem Schritt, so dass jeweils etwa 3-4 Schrit-
te fiir eine weitere korrekte Stelle benétigt werden.

Satz 3.15
Die Funktion f: R — R sei zweimal stetig differenzierbar und besitze eine Null-

stelle £ € R mit f'(£) # 0. Dann gibt es ein 8 > 0, so dass fiir jeden Startwert
X0 €]% — 8,8+ 6[ das Newton-Verfahren
f(xn)

Xp+1 = Xp — m
n
durchfiihrbar ist (d.h. es gilt immer f'(x,) # 0) und die damit konstruierte Folge

(Xn)nen erfiillt
Xp— X% und  xpp1—X=O0(|x, —)2]2).

Beweis: Wir skizzieren nur die wesentliche Beweisidee. Mit der Iterationsvor-
schrift des Newton-Verfahrens und f(£) = 0 erhalten wir

Kpid — = Xn— f(xn) 5= —f () — f () (£ — x)
' (xn) f'(xn)
_ () = f(xn) _f/(xn)()?_xn>
I (xn) ‘
Im Zihler steht die Differenz zwischen der Funktion und ihrem linearen Taylorpo-
lynom. Da f € C?(RR) verhilt sich diese (nach Bemerkung 3.12) wie O(|x, — £|?).

Da f’ stetig ist, folgt aus f/(£) # 0 auch dass f’(x) in einer Umgebung von £ nicht

Null wird und % beschrinkt bleibt. Damit ergibt sich

Xpp1 —X= 0(|xn _)2|2)

und wenn die Iterierten nah genug an X liegen, dann folgt daraus auch x,, — X. [J
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Die Eigenschaft x,,, | — % = O(|x, — £|?) zeigt, dass sich der Fehler in jedem Schritt
etwa quadriert, d.h. beispielsweise aus einem Fehler von 10~! im nichsten Schritt
ein Fehler von 102 wird, dann ein Fehler von 104, dann 1078, etc. Dies ent-
spricht dem beobachteten Verhalten der Verdoppelung der richtigen Stellen pro
Iterationsschritt und heiBt quadratische Konvergenz. Werden dagegen, wie beim
Intervallhalbierungsverfahren pro richtiger Kommastelle eine feste Anzahl von
Iterationsschritten gebraucht, so spricht man von linearer Konvergenz.

Ein Nachteil des Newton-Verfahrens ist, dass die Konvergenz nur fiir Startwerte
in einer Umgebung der Nullstelle garantiert ist (lokale Konvergenz). Beim Heron-
Verfahren kann man Konvergenz fiir jeden Startwert xo > 0 konvergiert, aber das
folgende Beispiel zeigt, dass dies nicht immer der Fall ist.

Beispiel 3.16
Wir betrachten die Funktion f: R — R, f(x) := \/96)2674-1 Es ist
1 x? |

f (x) = \/)62—-1—1_ (x2—|—1)3/2 - (x2+1)3/2'

Das Newton-Verfahrens zur Losung von f(x) = 0 lautet daher

f(xn) . f(xn)

Xyl 1= Xp — o

P " )

Fiir jeden Startwert xy € (—1,1) konvergieren die Iterierten gegen die Nullstel-
le X = 0 (sogar mit sogenannter kubischer Konvergenzgeschwindigkeit, d.h. Ver-
dreifachung der richtigen Stellen pro Iterationsschritt). Fiir xo = 1 und xo = —1
springen die Iterierten jedoch zwischen —1 und 1 hin und her und fiir |xo| > 1
divergieren die Iterierten mit alternierenden Vorzeichen betragsmdflig gegen un-
endlich.

=X —xp (2 +1) = —x2.

3.5 Eindimensionale Optimierungsprobleme

Wir skizzieren noch die Grundidee, wie sich die Taylorentwicklungen 1. und 2.
Ordnung zur Losung unrestringierter, kontinuierlicher, eindimensionaler Optimie-
rungsaufgabe einsetzen lassen. Zu einer hinreichend oft stetig differenzierbaren
Funktion f: R — R suchen wir ein (moglicherweise nur lokales) Minimum.
Dies schreibt man auch als

f(x) > min! uwdN. xeR
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und nennt f die zu minimierende Zielfunktion (engl.: cost functional). Maximie-
rungsprobleme lassen sich durch Negation der Zielfunktion in Minimierungspro-
bleme iiberfiihren, so dass wir sie nicht separat behandeln miissen.

Beginnend mit einer Startndherung xo € R erhalten wir mit der Taylorentwicklun-
gen 1. Ordnung

f(x) & f(x0) + f (x0) (x — o).

Fiir f'(x9) > 0 sollte man entsprechend dieser Niherung also x kleiner als x( zu
wihlen und fiir f’(xp) < O sollte man x kleiner als xo wéhlen. Da die Taylorent-
wicklung nur in einer Nihe des Entwicklungspunkts eine gute Approximation der
Funktion f ist, sollte man sich aber auch nicht zu weit von x entfernen. Dieser
Idee folgend wihlt man im k-ten Schritt

X1 = Xk — sif (xx)

mit einer Schrittweite s, > 0 (im Kontext machinellen Lernens heif3t s; auch Lern-
rate) die aufgrund der Approximationseigenschaft der Taylor-Niherung nicht zu
grof} gewihlt werden darf, aber auch nicht zu klein (sonst benétigt das Verfahren
zuviele Schritte oder kommt gar nicht mehr vorran). Man stoppt das Verfahren,
wenn f(x;) = 0 ist (bzw. wenn f’(x;) betragsmiRig unter einer vorgegebenen
Toleranzschwelle liegt). Dieses Vorgehen heiit Gradientenverfahren'.

Ein weiteres Optimierungsverfahren erhalten wir durch Verwendung der Taylor-
entwicklung 2. Ordnung in jedem Iterationsschritt

~ / f" () 2
Fx) 2 f (o) + f (o) (o = ) + == (=)™
Ist die Parabel f(x;) + f(xx)(x — x¢) + %(x — x)? nach oben gedffnet, so ist
ithr Minimum ihr Scheitelpunkt. Wir verwenden daher diesen Scheitelpunkt als
neue Iterierte und erhalten durch leichtes Nachrechnen die Iterationsvorschrift

()
f//(xk)

Man sieht sofort, dass dies der Anwendung des Newton-Verfahrens auf das Null-
stellenproblem

Xk+1 = Xk

fx)=0
entspricht, man dieses Vorgehen deshalb auch das Newron-Verfahren fiir Optimie-
rungsprobleme.

'Der Gradient bezeichnet eine Verallgemeinerung der Ableitung im Mehrdimensionalen, wir
werden den Begriff in Abschnitt 5.1 einfiihren.
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Sowohl Gradienten- als auch Newtonverfahren stoppen in Punkten mit verschwin-
dender Ableitung, konnen also im Allgemeinen nur zur Bestimmung lokaler Mi-
nima eingesetzt werden. (Und auch das ist nicht garantiert. Falls ein Iterations-
schritt zufélligerweise genau ein lokales Maximum trifft, so stoppt das Verfah-
ren auch da.) Das Newton-Verfahren findet lokale Minima typischerweise schnel-
ler als das Gradientenverfahren (mit quadratischer statt linearer Konvergenzge-
schwindigkeit), unterliegt aber zusitzlich dem Problem lokaler Konvergenz, dass
sich der Startwert schon hinreichend nah am Minimum befinden muss.
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Kapitel 4

Integration und Approximation

4.1 Das Riemann-Integral

Definition 4.1 (Integral von Treppenfunktionen)
Eine Funktion f : [a,b] — R heifit Treppenfunktion, wenn eine Partition des In-
tervalls |a,b] existiert beziiglich der f stiickweise konstant ist, d.h. es existieren

a=xpg<x1<...<Xx,-1 <xn:b7
und cy,...,c, € R mit
f(x)=cr fiirallex €lx;_1,x¢[, k=1,....,n.

Die Menge der Treppenfunktionen bezeichnen wir mit T (|a,b)).
Das Integral einer Treppenfunktion f € T ([a,b)]) definieren wir als

/abf(x)dx = Xn: (X —xi—1)-

k=1

Das Integral einer Treppenfunktion stimmt mit dem (gerichteten) Flicheninhalt
zwischen Funktionsgraph und x-Achse iiberein. Die Werte der Treppenfunktion
an den endlich vielen Ubergangsstellen x, . ..,x, spielen dabei keine Rolle, vgl.
das in der Vorlesung gemalte Bild.

Fiir allgemeinere Funktionen lésst sich der Integralbegriff durch Einschachtelung
mit Treppenfunktionen definieren.

Definition 4.2 (Riemann-Integral)
Sei f: |a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Wir definieren
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(a) das Oberintegral von f durch
b b
/a f(x)dx::inf{/a g(x)dx: g€ T([a,b]), g(x) > f(x)Vx e [a,b]}
(b) das Unterintegral von f durch
b b
[ reari=sup{ ["ear: g €7t eln) < 1) e € o]}

Stimmen Ober- und Unterintegral iiberein, dann heiflst f Riemann-integrierbar
und wir definieren ihr Riemann-Integral durch

Satz 4.3
Es seien f,g: [a,b] - R

(a) Sind f und g Riemann-integrierbar und ist ¢ € R, so sind auch cf und f + g
Riemann-integrierbar und es gilt

/abcf(x)dx:c/abf(x)dx,
/ab(f(x)+g(x>)dx:/abf(X)dx-l-/abg(x)dx.

(b) Ist f Riemann-integrierbar und gilt f(x) = g(x) fiir fast alle x € [a,b] (d.h.
alle bis auf endlich viele), dann ist auch g Riemann-integrierbar und es gilt

[ roac=["gwa

(c) Sind f und g Riemann-integrierbar und gilt f(x) < g(x) fiir fast alle x € |a, b],
dann gilt

[ rears [ ata

Auperdem gilt fiir f : [a,b] > R, g: [b,c] > R, c¢>b>a.
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(d) Sind f und g Riemann-integrierbar, so ist es auch die stiickweise zusammen-
gesetzte Funktion

_ ) f&x) fira<x<b
h<x)'_{g(x) fiirb<x<c

und es gilt ,
/:h(x)dx:/a f(x)dx—k/bcg(x)dx.

Umgekehrt ist auch jede Einschrinkung einer Riemann-integrierbaren Funk-
tion f: |a,b] — R auf ein Teilintervall [c, B] C |a,b] Riemann-integrierbar.

Beweis: Dies folgt jeweils leicht aus Definition 4.2. Wir skizzieren nur die je-
weilige Beweisidee. Fiir (a) zeigt man, dass Summe und skalare Vielfache von
Treppenfunktionen wieder Treppenfunktionen sind. Fiir (b) nimmt man die end-
lich vielen Punkte als Stiitzstellen in die Partition der Treppenfunktionen auf. Fiir
(c) nutzt man, dass jede Treppenfunktion, die g von oben beschrinkt, dies auch
fiir f tut (und umgekehrt mit unteren Schranken). (d) folgt, da sich Treppenfunk-
tionen abschnittsweise zu einer auf einem groeren Intervall definierten Treppen-
funktion zusammensetzen lassen und umgekehrt auch die Einschrinkung einer
Treppenfunktion auf ein Teilintervall eine Treppenfunktion bleibt. U

Satz 4.4

Jede stetige, jede monoton wachsende und auch jede monton fallende Funktion
f: [a,b] — R ist Riemann-integrierbar. Jede (auf endlich vielen Stiicken) stiick-
weise aus solchen Funktionen zusammengesetzte Funktion ist Riemann-integrier-
bar.

Beweis: Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Wir zerlegen [a,b] in n dquidi-
stante Teilintervalle
b—a

n

a=xg<x1<...<Xxy_1=x,=b, mit x:=a+k k=0,...,n.

Auf dieser Partition definieren wir Treppenfunktionen g,,h, € T (|a,b]) durch

gn(x)= min f(x) firx€|x 1,5, k=1,...,n,
X€ Pr—1.%]

hp(x) = max f(x) firx€lx_1,x%], k=1,...,n,
XE[xg—1,%%]

sowie g,(a) := MiNeg x| f(x) und hy,(a) := MaXye (g ] f(x).
Dann gilt g, (x) < f(x) < hy(x) fiir alle x € [a,b] und daher

/abgn<x)dxs/;f(x)dxsff(x>dx§/abhn(x)dx-

59
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Fiir die Integrale iiber g, und 4, erhalten wir aber aus Satz 2.14

/abhn(x)dx_/abgn(x)dx:b—azn: (xemax f(x)— min f(x))

no.- [—1 %] X€ 1%
< (b—a) max ( max f(x)— min f (x))
k=T,...;n \x€[xp_1 %] XE [xe_1,%]

— 0.

Daher gilt | f flx)dx = f_f f(x)dx. f ist also Riemann-integrierbar.

Zum Beweis der Riemann-integrierbarkeit einer monoton wachsende Funktion
gehen wir genauso vor und erhalten im letzten Schritt mit einem Teleskopsum-
menargument

/abhn(x)dx_/abgn(x)dx:b—ai(xemax f(x)— min f(x))

no Po—1.%] X€EPr—1.%]

S

S|

Y (F) — f))

k=1

= (f(x1) = fxo) + f(x2) = fx1) + f(x3) = flxa) + ...+ f(xn) — f(xXn-1))

Damit folgt wiederum die Riemann-integrierbarkeit. Fiir monoton fallende Funk-
tionen und fiir stiickweise zusammengesetzte Funktionen folgt die Aussage durch
Anwendung von Satz 4.3(a) und (d). [

Beispiel 4.5
Ein Beispiel fiir eine nicht Riemann-integrierbare Funktion ist die sogenannte

Dirichlet-Funktion
1 fallsx € Q,

Dix) ::{ 0 fallsxeR\Q.

Fiir sie gilt

/abD(x)dx: I >O:/abD(x)dx.

Bemerkung 4.6
Man definiert auch

/aaf(x)dx::O und /baf(x)dx::—/abf(x)dx.
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Ist f:|a,b] — R (also f in a nicht definiert), so definiert man auferdem das
uneigentliche Integral durch

b

/a " fydvi= tim [ f()dr,

a—atJa

falls f auf jedem Teilintervall [, D], a > a, integrierbar ist und dieser Grenzwert
existiert. Ist f : la,b[— R (also an beiden Randpunkten nicht definiert), so wiihlt
man a < ¢ < b und definiert

C

b : [P
/af(x)dx:: lim f(x)dx%—Blgrbl/c f(x)dx,

a—atJa

falls f auf jedem [@,c| und jedem |[c,B], mit o0 > a und B < b, integrierbar ist
und die beiden Grenzwerte existieren. Man kann zeigen, dass dies fiir jede Wahl
von ¢ €|a,b| denselben Wert ergibt. Analog definiert man Integrale mit Grenzen
oo und/oder —oo.

4.2 Hauptsatz der Differential- & Integralrechnung

Fiir konstante Funktionen f : [a,b] — R, f(x) = c folgt (da diese insbesondere
Treppenfunktionen sind) aus der Definition der Riemann-Integrals, dass

/abf(x)dx:(b—a)c.

Fiir kompliziertere Funktionen lésst sich das Integral oft (aber nicht immer) iiber
den folgenden fundamentalen Zusammenhang zur Differentialrechnung bestim-
men.

Satz 4.7
Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion.

(a) Die durch i
F:lab =R, F( ::/ F()dr.

definierte Funktion F ist stetig differenzierbar und es gilt F'(x) = f(x) fiir
alle x € [a,b).

(b) Ist F : [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion mit F'(x) = f(x) fiir
alle x € |a,b] (solche F nennen wir auch Stammfunktion von f), dann gilt

/abf(x)dx — F(b)—F(a).
Man schreibt auch F (x) |z := F(b) — F(a) oder [F(x)]? := F(b) — F(a).

a
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KAPITEL 4. INTEGRATION UND APPROXIMATION

Beweis: Zum Beweis von (a) sei x € [a,b[. Aus Satz 4.3(d) folgt fiir alle 2 > 0
(mit 4 hinreichend klein, so dass x+h € [a, b))

POEMI = 1 ([ st [ ) 50

[,

Durch Abschitzung von f gegen sein Maximum und Minimum auf [x,x + A] er-
halten wir

1 [xth
i < - dr < .
Jpin O3 [ f0a < max 70
Mit
min f(1) < f(x) < max f(r)
t€[x,x+h] tE€x,x+h]

erhalten wir insgesamt

1 x+h
. B _1 < o
teﬁl,iﬂh]f(t) ,J[?Eﬁh]f(t)—h /x f(t)de f(x)—teﬁiih}f(t) teﬁl,iﬂh]f(t)

und mit Satz 2.14 folgt

lim F(x+h)—F(x)
h—0F

—f(x)=0.

Fiir & < 0 gilt analoges, so dass F’(x) = f(x) fiir alle x € [a,b] gezeigt ist.

Zum Beweis von (b) definieren wir

Nach (a) gilt dann G'(x) = f(x) = F'(x) fiir alle x € [a,b] und aus Satz 3.9 folgt
damit, dass G — F konstant ist, also insbesondere

Damit folgt [ £(t)dt = G(b) = F(b) — F(a). O

Aus der Produkt- und Kettenregel der Differentialrechnung erhalten wir mit die-
sem Zusammenhang folgende Integrationsregeln.
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4.2. HAUPTSATZ DER DIFFERENTIAL- & INTEGRALRECHNUNG

Satz 4.8
(a) Partielle Integration: Sind f,g: [a,b] — R stetig differenzierbare Funktionen,

so gilt
[ reog =gl [ rwstoar

(b) Integration durch Substitution: Ist g : [a,b] — R eine stetig differenzierbare
Funktion mit g([a,b]) C [c,d] und ist f: [c,d] — R eine stetige Funktion, so
gilt

Beweis: Die Aussage (a) folgt, da nach der Produktregel in Satz 3.4 die Funktion
fg: [a,b] — R stetig differenzierbar ist und aus

(f8)'(x) = f'(x)8(x) + f(x)g ()

folgt, dass
b

[0 098+ W) ax = £
Zum Beweis von (b) definieren wir eine Stammfunktion von f durch
F:le,d =R, F(x /f
Dann ist nach der Kettenregel in Satz 3.4 die Funktion
Fog:la,bl =R, (Fog)lx)=F(gx)
stetig differenzierbar und es gilt

(Fog)'(x)=F'(g(x)g'(x) = f(g(x))g (x).

Damit folgt

[P sg oax=F <x>>}”=F<g<b>>—F<g<a>>
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KAPITEL 4. INTEGRATION UND APPROXIMATION

4.3 Numerische Quadratur: Erste Verfahren

Im Folgenden sei stets a,b € R, a < bund f: [a,b] — R integrierbar. Die Be-
rechnung eines Integrals
b
— [ feax
a

gelingt oft nicht durch Suche nach einer Stammfunktion. Beispielsweise spielen
in der Stochastik Integrale der Form

/b e dx
a

eine wesentliche Rolle. Fiir die Gauf3-Funktion f(x) = e ist jedoch keine (ele-
mentare) Stammfunktion bekannt. Dartiber hinaus ist in vielen Anwendungen die
zu integrierende Funktion f gar nicht explizit bekannt, sondern es existiert ledig-
lich ein Algorithmus mit dem f(x) fiir gegebenes x ausgerechnet werden kann.

Man kann das Integral jedoch ndherungsweise berechnen, indem f durch einfach
integrierbare (z.B. stiickweise konstante oder stiickweise lineare) Funktionen er-
setzt wird (numerische Quadratur). So erhalten wir als erste einfache Quadratur-
verfahren

* Mittelpunktsformel:
b b
1= [ s 6-ay (“37) = s

* Trapezformel:

Offenbar liefern beide Formeln sowohl fiir konstante als auch fiir lineare Funktio-
nen den richtigen Integralwert. Fiir allgemeine Funktionen kénnen wir erwarten,
dass der Fehler jeweils von der Kriimmung der Funktion, also von ihrer zweiten
Ableitung abhédngt. Tatsdchlich erhalten wir die folgende Fehlerabschitzung.

Satz 4.9
Fiir f € C*(|a,b)] ist

1171 Mlf |_24Hf”Hab (b—a)’
A= TU < 35 117y (0 —a)*
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4.3. NUMERISCHE QUADRATUR: ERSTE VERFAHREN

Beweis: Es gilt

/atb
[t mgtyae= T (oo
) pwn L)

und damit

Der Integrand entspricht dem Fehler der linearen Taylorentwicklung. Mit Folge-
rung 3.11(b) gilt daher fiir alle x € [a, D]

(e =21

F() = F(452) = f/(452) (x— 452)] < %

Daher erhalten wir

b
10 = MU < 3 1 gy [ 6= 252 Pt

1 u b 1
= My 6= 52 o = 55 1Ny (b= @)’

Die Fehlerabschitzung fiir die Trapezformel werden wir in Beispiel 4.20 aus ei-

nem allgemeineren Resultat erhalten. U
Beispiel 4.10
Fiir die Funktion f(x) = x* auf [a,b] := [—1,1] ist

1
= [ Par=2/3 b= =8 [1"]|,,=2

und offenbar gilt M[f] = 0 und T[f] = 2. Damit ist
1
1)~ MU =2/3 = o 17| (b~ @,
1
1A =TI =4/3= £l (0~ @)
Die Fehlerschranken sind fiir dieses Beispiel mit Gleichheit erfiillt.
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KAPITEL 4. INTEGRATION UND APPROXIMATION

Um das Integral genauer zu approximieren, zerlegen wir |a,b] in n gleich grofie
Teilintervalle

xic=a+(i—1h, i=1,....n+1, h:= ,

b n X
[ rwa=3 [ sean

und wenden auf jedes Teilintervall die Mittelpunkts- bzw. Trapezformel an. So
erhalten wir die folgenden zusammengesetzten Formeln.

schreiben also

(a) Zusammengesetzte Mittelpunktsformel:
b n
[P Y (i —x)f(5) = B Y. £ = )
a i=1 ;
(b) Zusammengesetzte Trapezformel:

b n
/a ZXl+l xz +f(xz+l))
h

2 +h2fxz + f( ) =:Tulf].

Satz 4.11 (Fehler der zusammengesetzten Mittelpunkt- und Trapezformel)
Sei f € C*([a,b)). Dann gilt

/!

’I[f]_Mn[f] = [a,b]
b—a, ,
|I[f]_Tn[f” S THf H[avb]hz

Beweis: Wir verwenden die Fehlerabschitzungen in Satz 4.9 fiir jedes Teilinter-
vall [x;,x;41], i = 1,...,n, mit Breite x; | — x; = h und erhalten

111 =M 1] Z 1 < 5 1y

b a
S T

und

< 1 /! /!

|I[f]_Tn[f]|§;EHf H[xhxiJrl] = lef Hab
//
[a,b] ™" 7

womit die Abschédtzungen gezeigt sind. 0
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4.4. POLYNOMINTERPOLATION

Beide Formeln erreichen mit jeweils O(n) Funktionauswertungen, Additionen
und Multiplikationen eine Genauigkeit von O(h?) = O(n~2). Um noch schnel-
ler konvergierende Formeln zu erhalten, ist es naheliegend, die Funktion stiick-
weise durch Polynome hoheren Grades zu approximieren, etwa durch Parabeln
oder kubische Polynome. Dafiir konnte man das Taylorpolynom verwenden, aber
dann brauchte man zusitzlich zu Funktionsauswertungen auch Werte der Ablei-
tung. Wir verfolgen stattdessen die Idee, die Polynome so zu wihlen, dass sie an
moglichst vielen Stellen mit der Funktion tibereinstimmen. Solche Polynome sind
auch auflerhalb von Quadraturverfahren wichtig, deshalb widmen wir ihnen einen
eigenen Abschnitt.

4.4 Polynominterpolation

Wir betrachten die folgende Interpolationsaufgabe. Gegeben seien m paarweise
verschiedene Knoten x; und Werte y;, i = 1,...,m. Gibt es ein Polynom p, das
diese Werte interpoliert, d.h.

p(xi)=yi Vie{l,...,m}?
Wir bezeichnen die Menge der Polynome vom Hochstgrad £ € IN mit
I .= {p(x) = Qo+ ax+ x> +...+ogx:  ag,....04 € R}.

Da jedes Polynom in IT; durch seine k + 1 Koeffizienten o, ..., 0 € R eindeutig
bestimmt ist und jeder Wert p(x;) linear von dieser Koeffizienten abhingt, konnen
wir das Interpolationsproblem als m lineare Gleichungen fiir kK + 1 Unbekannte
schreiben. Tatsichlich existiert fiir k4 1 = m auch immer eine eindeutige Losung.
Wir geben die im Folgenden sogar explizit an.

Definition 4.12
Zu einem Gitter aus m paarweise verschiedenen, aufsteigend angeordneten Kno-
ten

{x1,%2,...,x0m} C R, X1 <xp < ... < Xp,

definieren wir das Knotenpolynom
m
o(x) = H(x—x,-) eIl,
i=1

und die Lagrange-Grundpolynome (i=1,...,m)
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KAPITEL 4. INTEGRATION UND APPROXIMATION

Offenbar gilt fiirallei,j=1,....,m
1 fiiri=j,
li(xj) = & ::{ 0 fiiri# j.

Satz 4.13 (Interpolationspolynom)
Zu einem Gitter

{x1,%2,...,xm} CR, X1 <x < ...<Xp,

und Werten y; € R, i = 1,...,m existiert genau ein Interpolationspolynom vom
Hochstgrad m— 1, d.h. genau ein

pell,—y mit p(x)=y; fiiralle i€{l,...,m},

némlich

m
p(x) =Y yili(x).
i=1
Beweis: Offenbar gilt p € I1,,,_; und wegen
m m
pxj) =Y yili(xj) = Y viij =,
i=1 i=1

16st p auch die Interpolationsaufgabe. Die Eindeutigkeit folgt ebenfalls, da fiir
ein lineares Gleichungssystem mit gleicher Anzahl Unbekannter und Gleichungen
genau dann immer eine Losung existiert, wenn die jeweilige Losung eindeutig
ist. U

Bemerkung 4.14
(a) Jedes Polynom p € I1,,_| interpoliert seine eigenen Funktionsauswertungen
vi = p(x;). Aus Satz 4.13 folgt also

m

p(x) =Y p(xi)li(x) Vp €Ty (4.1)
i=1

(b) Der Polynomraum 11,1 bildet offensichtlich einen Vektorraum der Dimensi-
on m. Eine Basis bilden z.B. die Monome (x°,x',x*,... x"1).

Satz 4.13 zeigt, dass auch die Lagrange-Grundpolynome (11 (x),...,Iy(x)) ei-
ne Basis des 11,,_ bilden. (Die Erzeugendeneigenschaft folgt aus (4.1) und
die lineare Unabhdingigkeit aus l;(x;) = J;.)
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4.4. POLYNOMINTERPOLATION

Satz 4.15 (Interpolationsfehler)
Sei f € C"(|a,b]) und p € I, das Interpolationspolynom zu m paarweise ver-
schiedenen Knoten

X1y.-oyXm € |a,b], X1 <xp < ... <Xm,

und Werten y; = f(x;), i=1,...,m.

Dann gibt es zu jedem x € |a,b] ein & € [min{x,x; },max{x,x,, }| C [a,b] mit

Beweis: Fiir x = x; ist die Behauptung offenbar richtig. Sei also x € [a,b] mit
x&A{xt,..., Xm}-

Betrachte (zu diesem festen x) die Funktion

— teR.
o] 0 =),
Dann ist 7 € C™([a,b]) und h besitzt (mindestens) m + 1 paarweise verschiedene
Nullstellen, namlich r = x;, i = 1,...,m, und t = x. Das kleinste Intervall, das alle
diese Nullstellen enthilt, ist gegeben durch

I := [min{x,x; }, max{x, x, }].

Zwischen je zwei benachbarten Nullstellen, also an (mindestens) m verschiedenen
Werten im Intervall I, liegt nach dem Mittelwertsatz (Satz 3.9) eine Nullstelle
der Ableitung /'(¢). Zwischen je zwei benachbarten Nullstellen der Ableitung,
also an (mindestens) m — 1 verschiedenen Werten in /, liegt wiederum nach dem
Mittelwertsatz eine Nullstelle der zweiten Ableitung 4”. Wir fahren so fort und
erhalten m — 2 verschiedene Nullstellen von 4", m — 3 verschiedene Nullstellen
von A, usw., und schlieBlich eine Nullstelle & € I von A",

Wegen p €11, ist p(’") = 0. AuBlerdem ist

m
(1)(1‘):1_[(1‘—)6,'):1‘"1—{—(](1‘)7 mit g € I,
=1

1

und damit @™ (t) = m!. Es folgt, dass

0="h" (&)= fM(E) — —=(f(x) - p(x)),

@(x)

womit die Behauptung gezeigt ist. U
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KAPITEL 4. INTEGRATION UND APPROXIMATION

Bemerkung 4.16

Aus Satz 4.15 folgt nicht, dass der Interpolationsfehler fiir m — o gegen Null kon-
vergiert. Tatsdchlich lassen sich selbst auf dquidistanten Gittern Beispiele kon-
struieren, bei denen das Interpolationspolynom nicht in jedem Punkt gegen die
interpolierte Funktion konvergiert. In der Praxis beobachtet man bei hohem In-
terpolationsgrad meist unerwiinschte starke Oszillationen zwischen den Interpo-
lationspunkten.

Aus Satz 4.15 folgt aber

pre
)| <

[avb] |
m!

[f(x) —p(x b—al™.
Fiir festes m konvergiert der Interpolationsfehler also fiir kleiner werdende Inter-
vallbreite (b — a) — 0 gegen Null, und m steuert, wie schnell dies geschieht.

In vielen Teilgebieten der Numerik werden deshalb Funktionen nicht global durch
ein Polynom moglichst hohen Grades angendhert, sondern auf moglichst kleinen
Stiicken durch Polynome von festem (oder an die Grofse der Stiicke angepasstem)
Grad approximiert.

Bei der Interpolation mehrerer vorgegebener Punkte ergibt sich ein besonders
natiirlich wirkender Kurvenverlauf durch sogenannte kubische Splines. Diese be-
stehen stiickweise aus Polynomen dritten Grades, die so gewdhlt sind, dass beim
Ubergang von einem Stiick zum néichsten im Funktionswert, der ersten sowie der
zweiten Ableitung jeweils kein Sprung auftritt.

4.5 Newton-Cotes-Quadraturformeln

Wir kehren zuriick zur Frage, wie sich ein Integral numerisch berechnen lasst und
untersuchen dafiir jetzt eine allgemeine Quadraturformel der Form

b m
1] = / F) @ Ywif () = 01

mit noch zu bestimmenden Gewichten w; € R und (paarweise verschiedenen)
Knoten x; € [a,b],i=1,...,m.

Wie bei der Mittelpunkts- und Trapezformel erhalten wir aus so einer Quadratur-
formel dann ein (zusammengesetztes) Quadraturverfahren Q,, indem wir |a, b] in
n-Teilintervalle der Linge h = b;—“ unterteilen, in denen wir jeweils die Quadra-
turformel anwenden.
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4.5. NEWTON-COTES-QUADRATURFORMELN

Die Trapez- und Quadraturformel liefern fiir lineare Funktionen (also Polynome
bis Grad 1) jeweils den exakten Integralwert. Wir verallgemeinern diese Eigen-
schaft in der folgenden Definition.

Definition 4.17
Eine Quadraturformel Q fiir das Integral I]-] hat Exaktheitsgrad g, falls sie Poly-
nome vom Hochstgrad g exakt integriert, also

Qlpl =1p] Vpell,
wobei I1; der Raum der Polynome (mit reellen Koeffizienten) vom Héchstgrad g

ist.

Eine naheliegende Idee zur Approximation des Integrals ist es, das Interpolations-
polynom in den Knoten x; und den Funktionauswertungen f(x;) aufzustellen und
dann das Integral dieses Interpolationspolynoms als Néherung fiir /[ f] zu nehmen.
Der folgende Satz zeigt, dass dies die einzige Moglichkeit ist, einen moglichst ho-
hen Exaktheitsgrad zu erhalten und gibt die entstehenden Quadraturformeln an.

Satz 4.18

O[] sei eine Quadraturformel mit Knoten
{x1,%2,...,xm} C [a,b], X1 <xp<...<Xpm, meN,

und Gewichtenw; e R, i=1,...,m, also
m
Olf] =) wif (xi).
i=1
Dann hat Q genau dann Exaktheitsgrad g > m — 1, wenn die Gewichte w; erfiillen
b
W,':/ li(x)dx, izl,...,m. (4.2)
a

Auferdem gilt fiir jede Quadraturformel mit Exaktheitsgrad g > m — 1

wobei p € I, das Interpolationspolynom mit p(x;) = f(x;), j=1,...,m, ist.

Die Quadraturformeln mit dquidistante Knoten a = x| < ... < X, = b und gemdf
(4.2) definierten Gewichten w; heiflen (abgeschlossene) Newton-Cotes-Formeln.

71



KAPITEL 4. INTEGRATION UND APPROXIMATION

Beweis: Die Quadraturformel habe Exaktheitsgrad ¢ > m — 1. Dann integriert sie
insbesondere die Lagrange-Grundpolynome /; € IT,,_; exakt, also

b m
[ b= 0lt) = Y witiw) =ws, j=1,.m

i=1

Um die Riickrichtung zu zeigen, sei f € I1,,_1. Dann ist f ein Interpolationspo-
lynom zu seinen eigenen Funktionswerten y; := f(x;), i =1,...,m. Aus Satz 4.13
folgt, dass

f €I1,,—; wird also exakt integriert.

Fiir das Interpolationspolynom p € IT,_; gilt in allen Knoten p(x;) = f(x;) und
daher Q[f] = Q|p]. Besitzt eine Quadraturformel Exaktheitsgrad ¢ > m — 1, so gilt

auBerdem Qlp]| = [ f p(x)dx. O

Aus Satz 4.15 erhalten wir die folgende Fehlerabschétzung:

Satz 4.19
Sei f € C"([a,D]) und Q['] sei eine Quadraturformel mit Knoten

{x1,x2,...,xm} C |a,b], X1<x<...<Xxpm, meEN,

und Gewichten gemdf} (4.2).
Dann gilt

A
17—l < | E e [ty

wobei ®(x) = [T, (x —x;) das Knotenpolynom ist.
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4.5. NEWTON-COTES-QUADRATURFORMELN

Beweis: Sei f € C"([a,b]) und p € I1,,_; das dazugehorige Interpolationspoly-
nom mit p(x;) = f(x;) furalle i = 1,...,m. Aus Satz 4.15 folgt, dass

7]
— 2 w(x)| Vxé€la,b).

m!

f(x) = p(x)] <
Wegen Satz 4.18 ist Q[f] = Q[p] = I|p| und damit

b
11f1= QU = Lf =Pl < [ 170 = ple)

Hf [a b / ’ 0
Beispiel 4.20

(a) Die Trapezformel hat m =2 Knoten a = x| < xo = b und Exaktheitsgrad 1. Sie
ist also die abgeschlossene Newton-Cotes Formel fiir m =2 und ihre Gewichte
miissen (4.2) erfiillen. Mit

/ab|w<x>|dx:/b<x—a><b—x>dx

_ (x—a)? (b—x
G a)3 b (
6 o= 6
erhalten wir aus Satz 4.19 die Fehlerabschditzung
||f”
1] =Tfll £ =577 (b—a)’.

(b) Die abgeschlossene Newton-Cotes-Formel fiir m = 3 besitzt die Knoten

si=a, w=""2 m=b

und die Gewichte
wy = abzl (x) dx = /ab (ifiigg;__xi) dx = é(b a),
= [a= [ o0
ws = ablg(x)dx — /ab (giiggg_@) dv = é(b—a).
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KAPITEL 4. INTEGRATION UND APPROXIMATION

Dies ergibt die sogenannte Simpsonregel
S[f] =25 (f(@) +4£(452) + £ (b))

Nach Satz 4.18 besitzt sie (mindestens) Exaktheitsgrad 2 und ihr Wert ent-
spricht dem Integral iiber eine Parabel, die die Funktion in den drei Knoten
X1, xp und x3 interpoliert. Tatsdchlich besitzt sie aus Symmetriegriinden sogar
Exaktheitsgrad 3.

Bemerkung 4.21

(a)

(b)

(c)
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Aus einer Quadraturformel Q erhalten wir ein (zusammengesetztes) Quadra-
turverfahren Q,, indem wir |a,b| in n-Teilintervalle der Liinge h = }% unter-
teilen, in denen wir jeweils Q anwenden. Mit Satz 4.19 konnen wir den Fehler
auf jedem der n Teilintervalle abschdtzen durch

-

m!

[aab] hm+l

und wir erhalten die Fehlerabschditzung

(b—a)

Hf]=Onlf]l <

’f(m)H[aJ)] .

Fiir festes (hinreichend glattes) f fdllt der Fehler (mindestens) so schnell wie
h™. Den Exponenten m bezeichnet man auch als Konsistenzordnung des Ver-
fahrens.

Mit Satz 4.18 konnen wir also Quadraturformeln beliebig hohen Exaktheits-
grads und beliebig hoher Konsistenzordnung erhalten.

Es ist nicht gesichert, dass die gemdf} (4.2) aufgestellten Gewichte positiv
sind. Bei den (abgeschlossenen) Newton-Cotes-Formeln treten ab m = 8 Kno-
ten erstmalig negative Gewichte auf.

Man kann zeigen, dass der hochste erreichbare Exaktheitsgrad mit m Knoten
q = 2m — 1 ist und dieser durch geschickte Wahl der Knoten (und Gewich-
te gemdf} Satz 4.18) auch tatsichlich erreicht werden kann. Die zugehori-
gen Formeln heifen Gauf3-Quadraturformeln, sie besitzen fiir beliebig hohes
m positive Gewichte und kinnen auf das komplette Intervall [a,b] angewen-
det werden. Die Mittelpunktsformel ist die Gauf3-Quadraturformel mit einem
Knoten.



Kapitel 5

Analysis und Numerik im
Mehrdimensionalen

5.1 Analysis im Mehrdimensionalen

In Definition 1.4 haben wir die Konvergenz einer reellen Zahlenfolge dadurch
definiert, dass der Abstand zum Grenzwert jede vorgegebene Schranke € > O fiir
fast alle Folgenglieder unterschritt. Der Abstand zweier reeller Zahlen x,y € R
war dabei die Betragsdifferenz |x — y|. Um diese Ideen auf Funktionen mehrerer
Verédnderlicher zu erweitern, erinnern wir an den Begriff der Norm:

Definition 5.1
Eine Abbildung
-l R* =R, x> |[|x]

heifst Norm, falls sie die folgenden Eigenschaften erfiillt:
(a) Positive Definitheit
Ix| >0 VxeR" und |x[|=0 <= x=0.
(b) (Absolute) Homogenitdt
|ax|| = o ||x]] VxeR", a€R.
(c¢) Dreiecksungleichung
x4yl < [lxl[+ Iyl vx,y € R™
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Im Vektorraum R” gibt es mehrere natiirliche Normen. Man kann zeigen, dass fiir
einen n-dimensionalen Vektor x = (x j)?:l € R" die folgenden Ausdriicke jeweils
Normen definieren:

n
* Betragssummennorm: ||x||; := Y _ |x;

)

j=1
. 1/2
* Euklidnorm: ||x|| := ||x||, := (Z \xj\2> ,
j=1
* Maximumsnorm: ||x||., := max x|
n 1/p
* p-Norm: ||x|| , := (Z |XJ|”> 7
j=1

Dementsprechend gibt es mehrere natiirliche Moglichkeiten, den Abstand zweier
Vektoren zu messen. Es gilt jedoch der folgende Satz.

Satz 5.2 (Aquivalenz aller Normen auf dem R")
Seien ||- ||, zwei Normen auf dem Vektorraum R". Dann existieren c,C > 0,
so dass

a’
cllxlly < llxll, < Cllxll,

Beweis: Es geniigt offenbar zu zeigen, dass wir jede Norm ||-||, von oben und
unten jeweils durch ein Vielfaches der Maximumsnorm ||-||, abschétzen konnen.

(a) Mit den Einheitsvektoren ey,...,e, € R" folgt die obere Abschitzung durch
die Maximumsnorm fiir x = (x1)?_, € R” aus der von jeder Norm erfiillten
Dreiecksungleichung und Homogenitét

x|, = [lx1er 4. .. +xpen|l, < [Jxrer]l, +- ..+ [|xzenll,
= il lleilly+- -+ [l llenll, < o (lerll, + - -+ [lenll,) = Cllx]lo-

wobei C := |leq]|,+ ...+ |lenll,-

(b) Den Beweis, dass sich jede Norm von unten durch die Maximumsnorm ab-
schitzen ldsst, skizzieren wir nur. Man fithrt dazu mit der Maximumsnorm
den Grenzwert- und den Stetigkeitsbegriff ein und zeigt dann wie in Ab-
schnitt 2.3, dass stetige Funktionen auf der abgeschlossenen beschrinkten
Menge

K:={xeR": |x]|.=1}
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ihr Maximum und ihr Minimum annehmen. Mit (a) kann man zeigen, dass
x = [lx|l,

eine stetige Funktion beziiglich der Maximumsnorm ist. Diese nimmt also ihr
Minimum auf K an, d.h.

Temin €K 3], > [Xmin]l,  fiir alle x € R” mit [x]., = 1.

Wegen der positiven Definitheit der Normen ||-||,, und ||-||, folgt aus xpyi, € K,
dass xmin # 0 und daraus dann

¢ :=||*minl|, > 0.

Damit erhalten wir dann fiir alle 0 # x € R”

I H | il > e
x|l = [l——|| llx||l.>clx
o= | Tl || Il 2 €l

womit die Abschitzung nach unten gezeigt ist. U

Aufgrund dieser Aquivalenz aller Normen sind wichtige Begriffe wie Grenzwert,
Stetigkeit und Ableitungen unabhingig von der gewéhlten Norm. Wir fassen dies
im Folgenden jeweils ohne Beweis zusammen.

Definition und Satz 5.3
Sei (x*))en C R eine Folge von Vektoren

2 =T ere,
Ein Vektor x = (x1,...,x,) € R" heifst Grenzwert (auch: Limes) der Folge,
k)

lim x{

= _x’
k—yo0

falls beziiglich einer Norm |||\, auf dem R”" gilt

=

—0, also Ve>0:dNeN: Hx(k)—x

<& Vk>N.

Gilt dies beziiglich einer Norm, so auch beziiglich jeder anderen Norm. Auf3erdem
ist die Konvergenz von Vektoren dquivalent zur komponentenweisen Konvergenz,
d.h.

(k)

limx*® =x < limx! =x; fiiralle j=1,...,n.
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Sind (x(k))ke]N, (y(k))keN C R™ und (a;)ren C R jeweils konvergent, dann sind
es auch (x(k) + y(k))ke]N und ak(x(k)) reN und es gilt

lim (x® + %) = 1im x® + lim y*®  und  lim (ax®) = lim a; lim x®).
k—yoo k—ro0 k—yoo k—yoo k—oo  k—yoo

Mit dem Grenzwertbegriff fiir Folgen, konnen wir Grenzwerte von Funktionen
und Stetigkeit definieren.

Definition 5.4
Sei F: R"— R™ n,m e N und x € R™. Falls ein y € R™ existiert, so dass

fiir jede Folge (x(k))ke]N C R" mit I}im x®) = x
—3o0

gilt limy_,oo F (x(k)) =3, dann nennen wir y den Grenzwert von F fiir x — X und
schreiben
lim F (x) = ¥.

x—x

Die Funktion F heifst stetig in X, falls

lim F (x) = F(£)

x—X

und sie heifdt stetig, falls dies fiir alle X € R" gilt.

Aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte folgt, dass Sumen und skalare Vielfache
stetiger Funktionen wiederum stetig sind.

Definition 5.5 (Partielle Ableitung)
Fiiri e {1,...,n} heifit eine Funktion

FiR"= R, (x1,..,0) = f(x1,...,%)-

inx=(xy,...,x,) € R" partiell nach der i-ten Komponente differenzierbar, falls
der folgende Grenzwert existiert
%(x) — lim FOery e xim, xi R, X1, x0) — f(x1,. . X0)
ox; h—0 h
i L) = 1)
h—0 h '

Dies ist offenbar dquivalent dazu, dass die Funktion
g: R—=R, t—g(t)=f(X1, s Xio1,5,Xi41,- -, Xn)

in t = x; differenzierbar ist und 3—){()6) = g'(x;).
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Beispiel 5.6

Fiir die Funktion f(x1,x2,Xx3) = x| +x1€% gilt
af of af
_ 7 =1 X2 v — X2 d 4 =0.
o (x) +e*?, 7 (x) =x1€™, un . (x)

Definition 5.7 (Jacobi-Matrix)
Eine Funktion F : R"" — R™ schreiben wir komponentenweise als

Fi(x1,.-- %)

Fr(x1,---yXn)
F(xy,...,x,) = )

Fu(x1,...,xn).

Existieren alle partiellen Ableitungen aller Komponenten in x € R", so nennen
wir

dF JdF, JoF;
o2 o2 2
F/(X) _ 8x1. (X) axz' (X) T 8xn' (X) c R
8F,,; 8F,,; . 8Fn;
a_x](x) a—h(x) O, (x)

die Jacobi-Matrix von F.

F'(x) ist mehr als nur die tabellarische Zusammenstellung aller partieller Ablei-
tungen. Wir erinnern daran, dass im skalaren Fall die Ableitung zu einem gegebe-
nen Punkt die beste lineare Approximation (nimlich die Tangente) an die Funk-
tion in der Umgebung dieses Punktes darstellte. Dieser Zusammenhang gilt auch
im Mehrdimensionalen. F’ ordnet jedem x € R” eine lineare Approximation der
Funktion von R" nach R™, also eine m x n-Matrix zu

F': R — R™",

Satz 5.8 (Totale Differenzierbarkeit)
Existieren alle partiellen Ableitungen von F : R" — R in allen x € R" und sind
diese stetig (kurz: F ist stetig differenzierbar), so gilt

F(x) = F(x0) +F'(x0)(x — x0) +o(||x — xo|).

Die Matrixstruktur von F’(x) ist auBerdem fiir die folgende mehrdimensionale
Kettenregel relevant.
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Satz 5.9 (Mehrdimensionale Kettenregel)
Sind G: R¥ = R" und F : R" — R stetig differenzierbar, so ist auch

FoG: RFSR™, (FoG)(x):=F(G(x))
stetig differenzierbar und es ist (F o G)'(x) = F'(G(x))G' (x).
Beispiel 5.10

Die Funktion f: (0,00) — R, f(x) := x* erfiillt f(x) = ™" und besitzt daher
nach der eindimensionalen Ketten- und Produktregel die Ableitung

F/(x) = el Gxﬂn(x)) — P (141n(x)) = & + 2 In(x).

Alternativ kann sie aber auch geschrieben werden als f(x) = F(G(x)) mit

Flu,x)=x2 und G(x):= (28) - @

Es ist

oF d -1 1x2
F'(x1,x) = (a_x, 8_x2> = ()ng)]62 ln(xl)x)fz> cR'*~,

Damit erhalten wir ebenfalls

169 = P66 () = (G261 01 (G ()61 (0% ()
= xx" L In(x)x" = X' 4+ x* In(x).

Hohere Ableitungen lassen sich ebenfalls definieren. Die partiellen Ableitungen

3—2@) sind jeweils auch selbst wieder eine Funktion von x = (xi,...,x,) € R"
und konnen entsprechend (wenn sie differenzierbar sind) nach einem x; partial
differenziert werden. Wir bezeichnen das mit

9%F;
8x,-8xk ’

Sind alle zweiten partiellen Ableitungen stetig, so kann man zeigen, dass die Rei-
henfolge der Differentiation (erst nach x; dann nach x; bzw. erst nach x; und dann
nach x;) unerheblich ist (Satz von Schwarz).
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Auch das Konzept der Ableitung als lineare Approximation ldsst sich auf hohere
Ableitungen erweitern. Da F’ : R"” — R"*" muss entsprechend F" jedem x € R”"
eine lineare Abbildung vom R" in den R"*" zuordnen und F"”" muss jedem x € R”
eine lineare Abbildung vom R in den Raum der linearen Abbildungen vom R”
in den R"™*" zuordnen. Solche Abbildungen lassen sich als multilineare Abbil-
dungen charakterisieren. Wir fiihren dies und die allgemeine hoherdimensionale
Taylor-Formel in dieser Vorlesung nicht aus, geben aber im Folgenden noch ohne
Beweis fiir skalarwertige Funktionen die in der Optimierung wichtigen Taylor-
Formel erster und zweiter Ordnung an.

Satz 5.11
Ist f: R" — R stetig differenzierbar, dann gilt fiir alle x,y € R

FO)=F@x)+ VX" (y—x)+o(lly—x]).

Ist f: R" — R zweimal stetig differenzierbar, dann gilt fiir alle x,y € R

fO)=f)+Vf@) (y—x) + %(y—X)TVZf(X)(y—X) +o([ly =),

wobei der Gradient V f(x) € R" und die Hesse-Matrix' V?f(x) € R™" definiert
sind durch

9 () g—é(x) )
Vi) =fx)" = und V2f(x)=| L
9L (x) T () S5

5.2 Das Newton-Verfahren im R”

In Abschnitt 3.4 haben wir das eindimensionale Newton-Verfahren kennengelernt
zur Losung der eindimensionalen Nullstellenaufgabe

fx)=0 mit f:R-—R.
Dabei wurde (beginnend mit einer Startnidherung xop € R) die Funktion f jeweils

durch ihre lineare Taylor-Néherung in der aktuellen Iterierten x; ersetzt

F) + f (o) (x = x) = f(x) = 0.

! Achtung: Die Notation V2 wird in der Literatur nicht einheitlich verwendet. Im Kontext parti-
eller Differentialgleichung findet sich V2 auch als Notation fiir die Summe der zweiten Ableitun-
gen (Laplace-Operator).
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Die Nullstelle dieser linearen Ndherung wurde dann als néchste Iterierte x| ver-
wendet, d.h.

Sl
J'(xk)

FO) + () (k1 —xx) =0,  und damit  xpyq :=x;

Die gleiche Idee konnen wir auch auf mehrdimensionale Nullstellenaufgaben an-
wenden. Gegeben eine mehrdimensionale Funktion F : R" — R" betrachten wir
die Nullstellenaufgabe

F(x) =0.

Dies entspricht einem Gleichungssystem mit » Unbekannten und n Gleichungen

Fl(xl,...,xn) 0

Fo(x1,---Xn) 0

Wieder konnen wir beginnend mit einer Startniherung x(¢) € R” in jedem Iterati-
onsschritt F ersetzen durch die lineare Taylorndherung in der aktuellen Iterierten
x0) e R"
!
Fx® ) 4 F ) (x—x®) ~ F(x) = 0

Die Nullstelle x**1) € R" dieser linearen Néherung erfiillt

F/(x®) (x*+D — x0y = —p(x®)) .
—_————T— — ——
eRm eR~ eRn

Dies ist ein lineares Gleichungssystem (LGS) mit n Unbekannten und n Gleichun-
gen. Falls die Jacobi-Matrix F’ (x(k)) invertierbar ist, dann ist die Losung? gegeben
durch

XKD = 0 pr (Y= (KD

Man kann zeigen, dass Satz 3.15 entsprechend auch fiir das mehrdimensionale
Newton-Verfahren gilt. Ist F : R" — R” zweimal stetig differenzierbar und be-
sitzt es eine Nullstelle mit invertierbarer Jacobi-Matrix, so konvergiert das mehr-
dimensionale Newton-Verfahren fiir alle Startwerte in einer Umgebung mit qua-
dratischer Konvergenz gegen diese Nullstelle.

Wir fiithren die im Allgemeinen nur lokale Konvergenz des Newton-Verfahrens an
einem Beispiel vor.

2Ein einzelnes LGS lisst sich schneller 16sen, als die Inverse einer Matrix zu berechnen. In
praktischen Implementierungen 16st man daher das LGS F’(x(K))d®) = —F(x(®)) und definiert
dann xkt1) .= x(0) 4 g0,
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Beispiel 5.12
Eine Kreis mit Mittelpunkt (my,my) und Radius r besteht aus allen Punkten (x,y) € R?

die erfiillen

(x—m)* + (v —my)? =12,

vgl. die in der Vorlesung gemalte Skizze.

Wir suchen nun einen solchen Kreis mit Radius 5, auf dem die zwei Punkte (0,0)
und (1,—1) liegen. Dies fiihrt auf zwei Gleichungen fiir die zwei Unbekannten my
und my,

(0—my)* +(0—m,)* =5,
(1 —my)? 4 (—1—my)* =52

Wir schreiben das als Nullstellenaufgabe fiir eine zweidimensionale Funktion

24 2
o my +my — 25 1 (0 2
F(my,my) == <(1_mx)2+(_1_my)2_25 =10 =0cR".

Die zugehorige Jakobimatrix lautet

8(m)2(+m_3725) 8(m§+m5725)
/ _ dmy amy
Fmemy) = o om e (Clom P25)  a((1m P (C1-my225)
omy dmy,

- (2(1—214’23(—1) 2(—1—2nr:1yy>(—1)) - <2”'3:122 2i";fny>~

Das Newton-Verfahren zur Losung dieses Problems berechnet also beginnend mit

einer Startniherung (m)(co),mgo)) € R? die (k+ 1)-te Iterierte gemdfs

m*Y m\ W e 60
(k+1) | = (k) —F(my”,my”) " F(my " my™)
my m

y
-1
_ m,gk) B 2m,(ck) 2m§k) (m)(ck))2 + (m§k ))2 —-25
m® om —2 24 2mP (1=—m2 4 (—1-m¥y2—25)"
Man beobachtet das folgende typische lokale Konvergenzverhalten:

(a) Beginnend mit (mio)’m§0)> = (1,1) konvergiert das Newton-Verfahren gegen
eine richtige Lisung (4,3).

(b) Beginnend mit (m)(co) , mﬁo)) = (—1,—1) konvergiert das Newton-Verfahren ge-
gen eine weitere richtige Losung (—3,—4).
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(c) Beginnend mit (m)(co) ) mgo)) = (0,0) ist das Newton-Verfahren nicht durchfiihr-
bar, da die Jacobi-Matrix

, ( 2my 2my \ (0 0
F(’"X’my)_<2mx—2 242m,) ~\ =2 2

nicht invertierbar ist.

5.3 Mehrdimensionale Optimierungsprobleme

Wir skizzieren noch kurz, wie die mehrdimensionalen Differentialgleichung zur
Losung von Optimierungsproblemen mit mehreren Parametern eingesetzt wird.
Sei

fR'"= R, f(x)=f(x1,...,x)

das zu minimierende Zielfunktional. Zur Lésung von
f(x) > min! wdN. xeR"

verwenden wir die Taylor-Formeln 1. und 2. Ordnung aus Satz 5.11.

Eine naheliegende Idee ist es (beginnend mit einer Startndherung x e R?), im
k-ten Schritt die lineare Taylorapproximation in der aktuellen Iterierten x®) zu
minimieren:
f(x) = f(R) + VFENT (x = x*)) — min!

Die lineare Taylor-Approximation ist nach unten unbeschrinkt, aber nur in der
Nihe von x¥) eine gute Approximation an f. Man gibt daher zusitzlich eine
Schranke an Hx—x(k)H vor. Man kann zeigen, dass dann (in der linearen Tay-
lorapproximiation) die bestmogliche Minimierung erreicht wird, wenn

x—x® = —gV£(x®)  mit einem s > 0.
Man wihlt daher im k-ten Schritt
XKD = 50 _ g v (xR

mit einer Schrittweite sy, die (wie in Abschnitt 3.5) nicht zu gro3 gewéhlte werden
sollte (sonst ist die Taylorapproximation keine gute Approximation mehr), aber
auch nicht zu klein (sonst benotigt das Verfahren zuviele Schritte oder kommt gar
nicht mehr voran). Dieses Vorgehen heilit Gradientenverfahren oder auch Verfah-
ren des steilsten Abstiegs (da —V f in der linearen Niherung die Richtung des
steilsten Abstiegs ist).
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Die Verwendung der Taylorapproximation 2. Ordnung fiihrt auf die Minimierung

10 £ + 9 ()T (=8 42 (6= )TV (a0 (5= 5) > i

Unter gewissen Annahmen an V2 f (x(k)) kann man zeigen, dass das Minimum der
Taylorapproximation 2. Ordnung gegeben ist durch

XKD = 0 (w2 £ (xR (xR,

Die gleiche Iterationsvorschrift erhidlt man durch Anwendung des mehrdimensio-
nalen Newton-Verfahrens zur Nullstellensuche der Funktion

F: R"—=R", F(x):=Vf(x).

Das Verfahren heillt daher Newtonverfahren fiir Optimierungsprobleme.
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Kapitel 6

Komplexe Zahlen

6.1 Motivation: Auflosung linearer Rekursionen

Wir betrachten eine reelle Folge (a,),cn die durch eine einstufige lineare Rekur-
sion definiert ist
ap+1 =ca, mit ag € R.

Diese ldsst sich auch explizit schreiben als a,, = c"ay.

Wir versuchen nun eine Losung dhnlicher Form fiir die mehrstufig rekursiv defi-
nierte Fibonacci-Folge

ap+2 = ap+1+a, firn € Ny,

zu finden und machen den Ansaiz a, = A" mit noch zu bestimmendem A € RR.
Falls es eine Losung dieser Form gibt, so erfiillt A

A2 = At an ynddamit A2 = A+ 1.

Wir nennen p(A) := A2 — A — 1 auch das charakteristische Polynom der (in Null-
stellenform gebrachten) Rekursionsgleichung a,,+ > —a,+1 —a, = 0.

Die Nullstellen von p(A) = 1?2 — 4 — 1 sind

1[5 1+45 ! \/3_1—\/5
’“—T\/;— ;o wmd h=soyr=—

Nach Konstruktion erfiillt sowohl die Folge a, = A{' als auch die Folge a, = A}
jeweils die Rekursionsgleichung der Fibonacci-Folge

an+2 = Ap+1 +ap.
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Die Fibonacci-Folge beginnt jedoch mit a¢p = 1 und a; = 1. Dies wird von A{' und
A} nicht erfiillt.

Da die Rekursionsgleichung linear ist, erfiillt aber auch jede Linearkombination
an=ciA'+ Ay  mitep,c €R

die Rekursionsgleichung. Wir versuchen daher ¢ und c¢; so zu wihlen, dass fiir
die Anfangswerte ag = a; = 1 gilt.!.

Die Fibonacci-Folge beginnt mit ag = 1 und a; = 1. Daraus erhalten wir

1=aqag :C17L10+C2)v? =c1+ac
1=a; 2017(,11 —|—C2).21 =ciM+1—c)a=A+c1 (A —A)

und damit

- 1— A :%+\/§:1+\/§
M= V5 25

V5-1

2V5

Eine explizite Formel fiir die Berechnung der Fibonacci-Folge

02:1—61:

1,1, 2,3,5,8, 13, 21,...
lautet daher (Formel von Moivre-Binet)

T (Vi B VA A SRVA T W S VA
an =AM + Ay = 2\/§< 7 >+2\/§< > )

+1 +1
1 (145 1-v5)"
VA 2 2
Dabei ist besonders bemerkenswert, dass diese Formel auch Divisionen und so-
gar die irrationale Zahl /5 € R \ @ enthilt, obwohl die Fibonacci-Folge nur aus
Summen natiirlichen Zahlen besteht. Fiir jedes n € Ny heben sich in der obigen

Formel alle Briiche und alle Wurzeln gegenseitig auf und es ensteht immer eine
natiirliche Zahl.

'Man kann zeigen, dass die Losungen so einer zweistufigen linearen Rekursionsgleichung
einen zweidimensionalen Vektorraum bilden und dass A{' und A} eine Basis dieses Vektorraums
bilden. Jede Losung ldsst sich daher als so eine Linearkombination darstellen
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Betrachten wir jetzt noch die zweistufige Rekursion
an+1 = 2a, —2a,—1, firne N.

Mit dem Rekursionsbeginn a; = ap = 1 erhalten wir die Folge ganzer Zahlen
1,1,0, =2, —4, —4,0, 8,... € Z.

Als charakteristische Polynom der Rekursionsgleichung a,+1 — 2a, +2a,-1 =0
ergibt sich p(A1) = 2% — 21 + 2 und die Nullstellen miissten erfiillen

M=14+v—-1 und A=1-vV-1.

Eine Zahl \/—1, die also mit sich selbst multipliziert —1 ergibt, kann es nicht
geben. Das Polynom p(A) besitzt keine Nullstellen (in R).

Uberraschenderweise fiihrt dieses Vorgehen trotzdem zum Erfolg, wenn man die-
ses Problem einfach wie folgt ignoriert. Wir tun so, als giibe es eine Zahl

i=v—1

(d.h. i2 = —1) und rechnen damit so, wie wir es von den reellen Zahlen gewohnt
sind.

Dann erhalten wir als allgemeine Losung unserer zweistufigen Rekursionsglei-
chung a,1 = 2a, —2a,_1, dass

an=ci(1+1)"+c2(1-1)"
und aus ag = 1 = a erhalten wir

1:a0:C1(1+i)0+02(1—i)0201 “+
l=ai=ci(1+)' +e(1 =)' =ci+cr+(c1—e2)i= 1+ (1 —2c)i

und damit (1 —2¢;)i =0, also c; = % und damit ¢; = % Es gilt also

1 n n
an =5 (1+i)"+ (1=i)")

So erhalten wir tatsdchlichag =1, a; =1,
(1+1)*+(1-i)%) =

(1+1)* +(1-i)?)

a = (14+2i+i*+1-2i+i%) =0

(143i+31%+ 14+ 1-3i+3i* — 1) = —2.

| ==

a3 =

| ==
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So fortfahrend kiirzt sich die (mit unserem reellen Zahlenbegriff) gar nicht existie-
rende Zahl i immer weg und die Formel 1 ((1+1)" + (1 —1i)") liefert genau unsere
rekursiv definierte Folge

1,1,0, =2, —4,...

Die Einfiithrung der imagindren Zahl i ermoglicht uns also die Losung eines realen
Problems.

Die naive Verwendung (,,wir tun so, als gibe es 1) von i = /—1 in den bekannten
Rechenregeln kann jedoch auch zu Widerspriichen fiihren. So fiihrt beispielsweise

—1=ii=vV=-1lV=1=/(-1) - (-1)=V1=1

zu der offensichtlich falsche Aussage —1 = 1. Es ist daher wichtig, i auf eine
mathematisch rigorose, widerspruchsfreie Weise einzufiihren, aus der hervorgeht,
welche Rechenregeln fiir i angewendet werden diirfen.

6.2 Die komplexen Zahlen

Um widerspruchsfrei mit der Zahl i = v/—1 rechnen zu kinnen, gehen wir wie
folgt vor. Wir definieren eine Menge C zusammen mit zwei Verkniipfungen (Mul-
tiplikation und Addition), so dass C ein Korper wird, in dem wir sowohl R, wie-
derfinden, als auch die Gleichung i*> = —1 eine Losung besitzt.

Im letzten Abschnitt kamen Zahlen der Form a + bi mit a,b € R vor und unsere
naive Addition und Multiplikation (,,rechnen so, wie wir es gewohnt sind”) fiihrte
zZu

ai+bii+ax+bri = (a1 +ax)+ (b1 +b2)i
(a1 + bli) (a2 + bgi) =ajay+biazi+a1bri+ b1b2i2
= (a1a2 — blbz) + (blaz + albz)i.

Wir wihlen daher als Menge Zweiertupel reeller Zahlen
C:=R*>={(a,b): a,bc R}
und definieren darauf die komponentenweise Addition
+: C—>C, (a1,b1)+(az,b):= (a1 +az,b1+b)
und die Multiplikation nach folgender Formel

x: C—C, (a1,b1)*(az,b2) = (a1a2 —b1by,b1ar + a1 by).
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Man rechnet leicht nach, dass C mit diesen Verkniipfungen alle Korperaxiome
erfuillt, wobei das Nullelement (0, 0) und das Einselement (1,0) ist. Die Teilmenge

{(a,0),ac R} CC
kann man in dem Sinne mit R identifizieren, dass Additionen, Multiplikation und

Identitéitsvergleiche in R das gleiche Ergebnis wie in dieser Teilmenge liefern.
Miti:= (0,1) € C ergibt sich auBerdem
i =(0,1)%(0,1) = (—1,0),
was wir mit obiger Identifikation —1 € R entspricht. Damit gilt auch
(a,b) = (,0)(1,0) + (b,0)(0,1) = a+ bi
und
C={a+bi: a,bcR}.
Die Elemente von C heillen komplexe Zahlen.

Im Korper der komplexen Zahlen besitzt das Polynom x? + 1 die Nullstellen i und
i. Man kann zeigen (Fundamentalsatz der Algebra), dass jedes nichtkonstanten
Polynom in C einen Nullstelle besitzt und daraus folgern, dass jedes Polynom
p € I1,, (mit reellen oder komplexen Koeffizienten) mit Hochstkoeffizient 1 fakto-
risiert werden kann in

plx) = (x—x1)(x—x2) - (x = x)

und p(x) = 0 genau dann wenn x € {xj,...,x,}. Dabei konnen mehrere x; iiber-
einstimmen (mehrfache Nullstelle). In diesem Sinne besitzt im Komplexen jedes
Polynom vom Grad n genau n (mit Vielfachheit gezihlte) Nullstellen.

Wir fiihren noch einige wichtige Begriffe zum Umgang mit komplexen Zahlen ein.
Fiir z = a+ bi € C heiBt Re(z) = a der Realteil und Im(z) = b der Imagindirteil.
i heifit auch komplexe Einheit. Komplexe Zahlen konnen veranschaulicht werden
in einem zweidimensionalen Koordinatensystem mit reeller Achse und imagindirer
Achse, vgl. das in der Vorlesung gemalte Bild.

Zu einer komplexen Zahl z = a + bi € C definiert man
den Betrag |z| = \V/a*+b? und die Konjugierte 7 = a — bi.

Offenbar gilt

1 1
Re(s) = 3(¢437), Im(x)=(z—2) und [fP=z
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AuBerdem rechnet man leicht nach, dass fiir 71,2, € C gilt

121 + 22| < |z1]| + |z2], utun=u+2,
|z122] = |21 ][22, 7122 =2 22

Das Argument (auch: Phase) einer komplexen Zahl ist definiert durch den Win-
kel zwischen der Verbindungslinie von a 4 bi zum Nullpunkt und der positiven
reellen Achse, vgl. das in der Vorlesung gemalte Bild. Mit der Umkehrfunktion
arctan : R —] — /2, 7/2[ der Funktion tan(x) = 2;2(();))
tung aller moglicher Fille fiir z # 0

ergibt sich unter Betrach-

arctan(b/a) fira > 0,
arctan(b/a)+m fira<0,b >0,
arg(z) = { arctan(b/a) —m fira<0,b <0,
z fira=0,b>0,
“z fiira =0, b < 0.

Diese Funktion wird auch als arctan2(a,b) oder atan2(a,b) bezeichnet. Auf Wer-
te der negativen reellen Achse bis einschlieBlich Null kann die Funktion offenbar
nicht stetig fortgesetzt werden. Wir verwenden in dieser Vorlesung die hiufig ver-
wendete Konvention?

arg(0):=0 und arg(a):=xm fira<D0.

Mit dieser Konvention (und auch den meisten anderen) gilt fiir z = a+1ib € C die
sogenannte Polardarstellung

a=|zlcos(@), b=|z|sin(@) mit@:=arg(z),

vgl. die in der Vorlesung gemalte Skizze.

6.3 Die komplexe Exponentialfunktion

Man kann zeigen, dass die in Satz 1.30 eingefiihrte Exponentialreihe

ooZk

exp() = ) 3

k=0""

%Es sind in der Fachliteratur und in Programmiersprachen auch andere Definitionen und Im-
plementationen iiblich. Bei der Verwendung von Zahldarstellungen mit 0 und —0 werden diesen
sogar manchmal verschiedene Argumente zugeordnet, z.B. ist im IEEE 754-Standard definiert,
dass atan2(0, —0) = 7 und atan2(—0,—0) = —7.
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auch fiir alle z € C konvergiert. So definiert man die komplexe Exponentialfunkti-
on
exp: C—=C, z—exp(z)=:e.

Auch im Komplexen gilt die Funktionalgleichung der Exponentialgleichung

eIt = e¥le®  firalle z1,z0 € C
und, da die Konjugation mit Summen- und Produktbildung vertauscht, gilt au3er-
dem

et = ¢ .

Fiir x € R erhalten wir durch Zerlegung der Exponentialreihe in Summanden mit
geraden und ungerade Indizes

it i i.x i 00 (ix)2k+1
= k! k:O (2k)! k O(2k+l)!
B oo ( 1 2 o )k 2k+1
=L o ; (2k+1)!

Da dies die Sinus- und Kosinusreihen aus Definition und Satz 1.32 sind, erhalten
wir so die Eulersche Formel

e = cos(x) +isin(x) fiir alle x € R.

Die Werte von exp(ix) liegen in der komplexen Ebene also auf einem Kreis mit
Radius 1 um den Nullpunkt, es gilt

e =1 firallexe R
und die Polardarstellung einer komplexen Zahl ldsst sich schreiben als
2= a+bi= [z]cos(@) +ilz|sin(p) = [z[e!?

mit @ := arg(z).
Die Multiplikation zweier komplexen Zahlen ldsst sich damit geometrisch inter-
pretieren. Fiir 71,z € C mit ¢ := arg(z;) und ¢, := arg(z) folgt aus der Multi-
plikativitit des komplexen Betrags und der Funktionalgleichung der Exponential-
funktion

2122 = |21]e'? |22]e!? = |21 20|l 92,

Beim Produkt zweier komplexer Zahlen multiplizieren sich also ihre Betrige und
die Phasen addieren sich.
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Beispiel 6.1 (Losung einer linearen Differentialgleichung)
Wir suchen eine Funktiony : R — R mit der Eigenschaft

y'(x) = =2y (x) —2y(x) fiir alle x € R.

So eine Differentialgleichung (DGL) tritt etwa bei der Beschreibung eines ge-
dampften Pendels auf, bei dem zu jedem Zeitpunkt x € R eine Auslenkung y(x) zu
einer entgegengerichteten Beschleunigung y" (x) fiihrt und auch die Geschwindig-
keit y' (x) wegen Reibungseffekten einen entgegengerichteten (also bremsenden)
Einfluss auf die Beschleunigung hat. Wir fordern aufserdem, dass

y(0)=1 und y(0)=0,

d.h. das Pendel soll zum x = 0 ausgelenkt, aber ohne Anfangsgeschwindigkeit sein.

Wir machen den Ansatz, eine Lisung der Form y(x) = e* zu finden. Dies erfiillt
die Differentialgleichung genau dann, wenn

0="(x)+2y(x) +2y(x) = A2e* + 20 4 2eM = (A2 + 24 +2)e™

also genau dann wenn
A*+21+2=0.

Diese Gleichung hat keine reellen Losungen, sie besitzt jedoch die komplexen Lo-
sungen
M=—1+i und A=-1-i.

Damit erhalten wir zwei Losungen der DGL

Ax Aox

yi(x)=e™" und  y)(x)=e

Man kann zeigen, dass die Losungen der DGL genau die Linearkombinationen
dieser beiden Losungen sind. Die allgemeine Losung der DGL lautet daher

y(x) = C1eM* 4+ Gt = Cle Y 4 Cre
mit C1,C, € C. Aus der Anfangsbedingung y(0) = 1 erhalten wir
1=y(0)=C1eM"+ P =C1+Cy  und damit  C, =1—-C.
Aus der weiteren Anfangsbedingung y'(0) = 0 erhalten wir
0=y(0) =C141eM% + CrA2eM0 = 1,C) 4+ 1G> = Ci A + (1 = C1) Aa

=-C+i1C; —1—-1+C; +1Cy =2i1C) — 1 —1
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und damit T4i 1o 4]
1 —1 1
C]—T—T und C2—1—C|—T

Die Losung der DGL mit den richtigen Anfangswerten ist also

_ 1—i —x—+ix 1+i —Xx—ix _ ,—X 1—i ix 1+i —ix
y(x) = € + € =e > e+ e

2 2 2

1 . .
—e (_(elx+e—1x) _

5 i(eix — e_ix)> =e " (cos(x) +sin(x)).

2

Wie schon bei den linearen Rekursionsgleichungen hilft uns also auch hier das
Rechnen mit komplexen Zahlen, eine reellwertige Losung eines reellen Problems
Zu finden.
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