Elementarmathematik 11

Ausarbeitung einer Vorlesung

vom Sommersemester 2006

JOACHIM WEIDMANN

Fachbereich Informatik und Mathematik
der Universitat Frankfurt

Stand 10. Juli 2007



INHALTSVERZEICHNIS

Inhaltsverzeichnis

1 Reelle Zahlen, Konvergenz und Vollstédndigkeit

1.1 Vorbemerkungen . . . . . . .. .. L e
1.2 Reelle Zahlen als unendliche Dezimalbriiche . . . . . . . ... ... ... ...
1.3 Michtigkeit von Qund R . . . . . ..o Lo
1.4 Ungleichungen . . . . . . . .. .
1.5 Konvergenz und Vollstandigkeit . . . . . . .. .. ... ... L.
1.6 Konvergenz von Reihen . . . . .. .. .. .. oL
L7 Ubungen . . . . .. ..o

Stetige Funktionen

2.1 Ubungen . . . . ... ...

Trigonometrische Funktionen

3.1 DieZahl . . . . . .
3.2  Winkelmessung im Bogenmass . . . . . .. .. ... 0oL
3.3 Die Funktionen Sinus, Cosinus, Tangens . . . . . .. ... .. ... .. ....
34 Ubungen . . . . . . ...

Komplexe Zahlen

Exponentialfunktion und Logarithmus

5.1 Potenzen mit rationalen Exponenten . . . . . . ... ... L oL
5.2 Potenzen mit reellen Exponenten . . . . . . . ... L Lo oL
5.3 Logarithmusfunktion . . . . . . . .. .. .. oo o
5.4 Exponentialfunktionen und Wachstumsprozesse . . . . . . .. ... ... ...

55 Ubungen . . . . . . ...

11

16

17

20

25

27

27

29

30

35

38

44



INHALTSVERZEICHNIS

6 Differentiation

6.1 Motivation . . . . . . L
6.2 Definition der Ableitung . . . . . . . . ... Lo
6.3 Differentiationsregeln . . . . . . . ... o
6.4 Ableitungen elementarer Funktionen . . . . . ... ... ... ... ......
6.5 Einfache Beispiele . . . . . . . . ...
6.6 UDUNGEN . . . . . o oo e

7 Extremwerte reeller Funktionen

7.1 Ubungen . . . . . . . ...

8 Integration

8.1 Stammfunktion . . . . . . ...
8.2 Existenz einer Stammfunktion . . . . . ... ... oL
8.3 Integrationsregeln und Beispiele . . . . . . . . .. ...
84 Ubungen . . . . ... . . ...

9 Flichen—, Volumen—, Lingen— und Oberflichenberechnung

9.1 Flichenberechnung in R? . . . . . .. ... . ... ... ... .........
9.2 Volumenberechnung . . . . . . . .. . ..o
9.3 Kurvenlinge. . . . . . . . L
9.4 Oberflichenberechnung in R® . . . . . . ... ... ... ... .........

9.5 Ubungen . . . . . . . .o

51

51

52

54

o6

o8

59

61

68

69

69

71

74

75

77



1 REELLE ZAHLEN, KONVERGENZ UND VOLLSTANDIGKEIT 4

1 Reelle Zahlen, Konvergenz und Vollsténdigkeit

Das Thema dieser Vorlesung ist Analysis einschliefilich einiger Anwendungen in der Geo-
metrie. Grundlage der Analysis sind die reellen Zahlen und ihre Eigenschaften, insbesonde-
re Konvergenz— und Vollsténdigkeitseigenschaften. Damit beschéftigt sich dieser erste Ab-
schnitt.

1.1 Vorbemerkungen

Man geht aus von den natiirlichen Zahlen
N:={1,2,3,...} oder Ny:={0,1,2,3,...}.
Diese bilden die Grundlage fiir das (Ab—)Zahlen der Elemente einer Menge.
Man sagt eine Menge M hat m Elemente, wenn man M schreiben kann in der Form
M ={ay,az2,...,am},

bzw., wenn es eine bijektive Abbildung von M auf {1,2,...,m} gibt; wenn es ein solches m
gibt, sagt man, die Menge ist endlich. Eine Menge M heifit abzihlbar (unendlich), wenn sie
sich in der Form

M ={ay,a9,as,...}

schreiben 148t, bzw. préiziser, wenn es eine bijektive Abbildung von M auf N gibt.

In N bzw. Ny kann man uneingeschrankt addieren und multiplizieren, aber nur in gewissen

Fillen subtrahieren und dividieren, d. h. die Gleichungen
a+x=b und a-z=5b

sind i. allg. nicht l6sbar (z = b — a existiert nur dann, wenn b > a bzw. b > a ist, x = b/a

existiert nur, wenn a Teiler von b ist).

Die Einfithrung der negativen Zahlen, d.h. der Ubergang von N bzw. Ny zu den ganzen
Zahlen Z erlaubt die uneingeschriinkte Subtraktion. Der Ubergang zu den rationalen Zahlen
Q erlaubt die uneingeschrénkte Division (falls a # 0 ist). All das wurde in Teil I der Vorlesung
behandelt.

Fiir unser tégliches Leben (messen von Léngen, Zeitintervallen,. .. ) reichen die rationalen

Zahlen offensichtlich aus.

Wenn man zwei Groflen (Léngen, Gewichte, Zeitintervalle,...) a und b vergleicht, kann

es zunéchst sein, dass ein n € Ny existiert mit a = n - b, oder dass ein n € Ny und ein m € N

n b
existiertmitaz—-bzn-(—) bzw. m-b=mn"-a.
m m
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Man sagt, die Groflen a und b sind kommensurabel (sie haben ein gemeinsames Maf: hier

Das geht aber nicht immer: @ = 1 und b = v/2 sind nicht kommensurabel, denn 1 = 2\/5
m

m .
wiirde bedeuten, dass v/2 = — rational ist.
n

Nun wird man es als selbstverstindlich annehmen, dass es eine Strecke der Linge /2
gibt, da dies die Seitenlédnge eines Quadrats der Fldche 2 ist. Da wir die reellen Zahlen mit
den Punkten des Zahlenstrahls identifizieren wollen, miissen wir also die Existenz von nicht—

rationalen, irrationalen Zahlen, zulassen.

1.2 Reelle Zahlen als unendliche Dezimalbriiche

Statt der Menge der (aller) positiven rationalen Zahlen Q betrachten wir zunéchst die viel

kleinere Menge der (endlichen) Dezimalbriiche

k

. apa1az...a
r = ap,a1,0az...ak :a0_|_zaj10—j — W
j=1
mit ap € Ng und a; € {0,1,...,9} fiir j € N. Diese Zahlen liegen offenbar — in einem sehr

anschaulichen Sinn — ,,dicht“ auf dem positiven Halbstrahl.

Welche rationalen Zahlen sind als solche Dezimalbriiche darstellbar? Es sind genau die

Briiche, deren Nenner in gekiirzter Form eine Zehnerpotenz teilt:

Jeder Bruch, dessen Nenner eine Zehnerpotenz teilt, ist als Dezimalbruch darstellbar: Im

Bruch % sei b- ¢ = 10¥; dann ist

% = F = % ein Dezimalbruch.
e

Ist umgekehrt der Nenner des (gekiirzten) Bruches kein Teiler einer Zehnerpotenz, so ist er
nicht als Dezimalbruch darstellbar, der Bruch kann nimlich nicht so erweitert werden, dass

1
er die Form % hat. Die gilt z. B. fiir den Bruch 3"

Formale Division fiihrt zu
1:3=0,333...=0,3,
und es ist
3:-0,33...33=0,99...99<1<1,00...02=3-0,33...34.

Beide Seiten ndhern sich der 1 beliebig gut an. Man sagt deshalb, der unendliche Dezimalbruch
0,3 =0,333... stellt die Zahl 1/3 dar.
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So kann jede reelle Zahl z (wir bleiben hier zunéchst weiterhin bei den positiven) durch

einen unendlichen Dezimalbruch dargestellt werden:

ag := groBte natiirlich Zahl < z,
a; = groBtes Element aus {0,1,...,9} mit zg + 21107} < z,
k+1 A
agy+1 = groBtes Element aus {0,1,...,9} mit Z a;1077 <z
=0

(es ist wesentlich, dass hier immer ,echt kleiner® steht). Die Zahl x wird also beschrieben

durch eine Schachtelung von Intervallen
(ao, a...ag, ag,ai ...ag_1ar +0,0... 01> (/{? S No);

x liegt in jedem dieser Intervalle. Da diese fiir grofle k£ beliebig klein werden, kénnen nicht
zwei verschiedene Zahlen in allen diesen Intervallen liegen, d.h. zwei verschiedene Zahlen

liefern zwei verschiedene unendliche Dezimalbriiche.

Dieses Verfahren liefert immer einen unendlichen (nichtabbrechenden) Dezimalbruch,

z. B. ist
34

100
(Dezimalbriiche der Form ag,aq ...a;00... mit ar # 0 kommen nicht vor; der zugehorige

1=0,09, = 0,34 = 0, 3399

unendliche Dezimalbruch ist ag,a; ... (ax —1)99...).

Zwel verschiedene Dezimalbriiche liefern auch zwei verschiedene Zahlen. O. E. sei

Z1 = ap,a102...0—100k4+1 - - -

29 = ap,a10a3 ... ak,lbkbkﬂ e
mit (0. E.) ax < by, £ € N minimal mit bxy¢ # 0; dann ist 29 — 21 > 107%¢ > 0, also 21 # 2.

Satz 1.1 Der unendliche Dezimalbruch fiir x ist genau dann periodisch, wenn x rational

18t.

Beweis. =>: Sei x = ag,aq ...,axby...by. Dann ist (vgl. weiter unten fiir die Summe der
geometrischen Reihe)
o
apal ...a

_ k —k —0\j _
v=——o—+10 bi...b» (107 =

apay ... ag 10*]?
TR by b
~ T BT

Diese Zahl ist rational.

<: Sei x = b_ p : q. Der Divisionsalgorithmus liefert einen Dezimalbruch, der entweder
q
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— abbricht, also (vgl. oben) als unendlicher Dezimalbruch mit 99 ... (also Periode 9) endet,

oder

— irgendwann wiederholt sich erstmals einer der endlich vielen Reste (1,...,¢ — 1); in
diesem Fall wiederholen sich auch die Ziffern im Ergebnis (insbesondere ist die Léinge

der Periode hochstens gleich ¢ — 1).
In beiden Féllen erhalten wir einen periodischen Dezimalbruch. |
Wir haben damit eine eineindeutige (bijektive) Zuordnung zwischen den positiven reellen
Zahlen und den unendlichen Dezimalbriichen, wobei die

— rationalen Zahlen den periodischen Dezimalbriichen, und

— irrationale Zahlen den nicht—periodischen Dezimalbriichen

entsprechen.

1.3 Michtigkeit von Q und R

Kann man etwas zu der Frage sagen, , wieviele“ rationale, irrationale, reelle Zahlen es gibt?
Sicher sind es nicht nur endlich viele. Wir wissen bereits, dass N und Ny abzéhlbar sind. Dies
gilt auch fiir Z:

Z=1{0,1,-1,2,-2,3,...}.

Etwas schwieriger ist:

Satz 1.2 Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzihlbar. (Als Ubung kann gezeigt werden,

dass auch die grifiere Menge der algebraischen Zahlen noch abzdihlbar ist.)

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass die positiven rationalen Zahlen abzihlbar sind. Man

schreibt alle positiven rationalen Zahlen in der folgenden Form auf

= W= N =
AR Wi NN N
AW wlw Nl w e
AT Wl N
NG IS B GUN IS, B Y S, B
Ao wWwlo NI o
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Nun durchlduft man das Schema so:

1 1 2

e N
727372777

N w

wobel man entweder

— alle die Zahlen {iberspringt, die schon da waren, oder,

— von Anfang an alle Briiche, die gekiirzt werden koénnen, streicht (weil diese natiirlich

schon frither vorgekommen sind).

Dies liefert eine Abzéahlung der positiven rationalen Zahlen. |

Satz 1.3 Die Menge R der reellen Zahlen ist nicht abzdihlbar (man sagt auch iiberabzihl-
bar).

Beweis. Indirekter Beweis: Wir nehmen an, dass R abzihlbar ist und fithren dies zum
Widerspruch. Wenn R abzihlbar ist, ist natiirlich auch (0, 1] abzahlbar (Beweis!). Wir nehmen

also an, dass wir eine Abzdhlung
0, ann a2 a3 aus

0, a1 azx a3 axn

0, a3z azx azz as

der Menge (0, 1] haben und definieren
a; =1, fallsa; #1, a; =2, fallsa; =1.

Dann ist

0, ajasas. ..

ein unendlicher Dezimalbruch, der in obiger Abzihlung nicht enthalten ist, denn fiir jedes
j € N gilt: Die neue Zahl stimmt an der j—ten Stelle nicht mit der j—ten Zahl der Abzéhlung
iiberein. Das ist ein Widerspruch dazu, dass es sich wirklich um eine Abzihlung von (0, 1]
handelte. |

1:16.4.07
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1.4 Ungleichungen

Ein wichtiges Instrument in der Analysis ist der Umgang mit Ungleichungen. Kurz beriihrt

wurde dies bereits in der Elementarmathematik I. Anschaulich auf dem Zahlenstrahl bedeutet

— a < b, ,,a kleiner b“, dass a links von b liegt.

— a < b, ,a kleiner (oder) gleich b“, dass a links von b liegt oder gleich b ist.

Entsprechend sind a > b und a > b zu verstehen.

Fiir natiirliche oder positive rationale Zahlen ¢ ist in diesem Sinn offensichtlich, dass gilt

a<b=qa<qb
a<b= qa<qgb.

Allgemein gelten die bereits in Teil I der Vorlesung fiir rationale Zahlen angegebenen Eigen-

schaften:
Satz 1.4 Fir alle a,b,c € R gilt entweder a < b oder a = b oder a > b. Auferdem gilt:

- a<bundb<c=a<c,
- a<b=a+c<b+ec,

- a<bundc>0= ac <bc,
- a<bundc<0= ac> bc,
- a>0undc>1=a<ac,
- a>0undc<1=a>ac,

- 0O<a<be0<bl<al

Hier wollen wir noch zwei interessante und wichtige Ungleichungen beweisen:

Satz 1.5 (Bernoullische Ungleichung) Fir h > —1 und n € N gilt
(1+h)" > 1+ nh.
Ist aufserdem n > 2 und h # 0, so gilt

(1+h)" > 1+ nh.
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Beweis. Induktion nach n.
Fiir n = 0 und n = 1 ist die Aussage offensichtlich.
n = n + 1: Aus der Ungleichung fiir n folgt (da 1+ h > 0 ist)

(1+n)" = (A+h)(A+h)">(1+h)(1+nh)
= 1+ (n+1h+nh®>>1+ (n+1)h.

Das ist die Ungleichung fiir n + 1. Man sieht sofort, dass fiir n > 2 und h # 0 die >—Relation
gilt. |

Es gibt zwei wichtige Mittelbildungen': Fiir reelle Zahlen z1, ..., x, ist das
. . . r1+...+x 1 n

Arithmetische Mittel A(xq,...,x,) = # = Z;x]
j:

Sind die Zahlen z1,...,z, > 0, so definiert man das
n 1/n
Geometrische Mittel G(x1,...,x,) = Yx1...Tp = (H%) )
j=1

Beide Mittel haben offenbar die Eigenschaft, dass sie zwischen dem gréfiten und dem kleinsten

der z; liegen. Weiter gilt:

Satz 1.6 (AGM-Ungleichung) Fiir z1,...,z, >0 gilt
G(x1,. .., xn) < A(x1,...,2p)

(Gleichheit gilt genaw dann, wenn alle x; gleich sind).

Beweis. Da fiir A > 0 offensichtlich gilt
AAx1, .. Azy) = AA(21, -, xn), GAz1, ..., Ax,) = AG(x1, ..., 2y)
geniigt es den Fall zu betrachten, in dem
A(xy,...,xp) =1

gilt.? Die Behauptung ist offenbar richtig, wenn alle xj = 1 sind (dann gilt das Gleichheits-

zeichen) oder wenn zj, = 0 fiir ein jo gilt (G(z1,...,2,) = 0)). Es bleibt also zu zeigen:

'Das harmonische Mittel ist H(z1,...,x,) = 1/A(z7',...,z;"), also der Kehrwert des arithmetischen

Mittels der Kehrwerte der x;, -
2Sonst betrachtet man mit A := A(x1,...,z,) statt 2; die Zahlen y; := x;/A mit A(y1,...,yn) = A und

erhilt aus dem Spezialfall

G(x1y...,xn) = AG(y1,. .., yn) < AA(y1,.. ., yn) = A(T1,. .., Tn).
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Gilt (neben der Voraussetzung x1 + ...+ x, = n) x; > 0 fiir alle j und z;, # 1 fur
(mindestens) ein k € {1,...,n}, so gilt 1 - ...z, < 1; damit ist dann die Behauptung —

einschliellich des Zusatzes — bewiesen. Wir beweisen dies wieder durch Induktion:

n = 1: Der Fall tritt gar nicht ein.
n=2:Seialso 0. E. 21 =1+¢, 29 =1—¢ (mit ¢ > 0).

Dann folgt
G(ry,2)? =zzo = (1+e)(1—¢) =1—-e% < 1= A(x122)°.
n=n+1l:Seialsoxg+...+z,=n+1lundo.E.zg=1—-a<lundzy=1+3> 1. Mit

ii=z0+r1—1=1-a+0

gilt dann
x'l—i—xg—i—...—i—xn = x4+ —14+22+... v, =n+1—-1=mn,
ror1 = l—a+f—af <z,
und somit
xoxlxg-...-xn<x/1m2-...-xng1.

1.5 Konvergenz und Vollstindigkeit

Eine Folge (z,,) = (21,2, ...) reeller Zahlen konvergiert gegen ein x € R, x,, — z fiir n — oo,
r = lim x,, wenn x, fiir grole n sehr nahe bei x liegt, oder mathematisch préziser:

n—oo

— zu jedem € > 0 gibt es ein N. € N mit |z, — z| < € fiir n > N, oder kiirzer

-~ Ve>03 N, sodass Vn > N, gilt |z, — x| < e.

(Offensichtlich entspricht diese Definition nicht ganz der naiven Vorstellung von Konvergenz:
Hfir n — oo kommt z,, dem Grenzwert x immer ndher.“) Es ist nicht schwer zu zeigen, dass

aus z,, — x und y, — y folgt

In+Yn = 2T+Y, Tpn Yn =2y,

T T falls y # 0 st
Yn Y
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(ist y = 0, so hat die letzte Aussage keinen Sinn; ist y # 0, so ist wegen y,, — y offenbar auch

yn # 0 fiir hinreichend grofe n, und nur die entsprechenden Terme I werden betrachtet).
Yn
Aus z, — x und x, > 0 fiir unendlich viele n folgt > 0. Aber aus x, > 0 folgt
i. Allg. nicht z > 0.
Eine Folge (x,) mit z, — 0 heifit eine Nullfolge. Es gilt x,, — x genau dann, wenn (z,, — )

eine Nullfolge ist.

Eine Folge (z;,) heifit monoton, wenn gilt
Ty < xpyy firallen eN  oder x, >z, firalleneN;

genauer sagt man (monoton) wachsend im 1. Fall und (monoton) fallend im 2. Fall; strikt

wachsend, falls x, < x,y1 gilt, strikt fallend, falls x,, > x,1 gilt.

Eine Folge (x,,) heifit beschrinkt, falls ein C' > 0 exisitert mit |z, | < C fur alle n, nach
oben beschrinkt, falls x,, < C fiir alle n, nach unten beschrdankt, falls x, > C fiir alle n. Jedes

C' dieser Art heift eine obere bzw. untere Schranke der Folge (x,).

Satz 1.7 (Monotonieprinzip) Ist die Folge (z,,) monoton und beschrinkt (d.h. wach-
send und nach oben beschrinkt oder fallend und nach unten beschrinkt), so gibt es ein x € R

mit x,, — .
Beweits. Sei (x,) wachsend und o. E. z,, > 0 (andernfalls betrachtet man die Folge (x,, —z1)),

Ty = O,y Ap1Gn20n3 - - - (an € Nyan; €{0,1,...,9}).

Dann ist die Folge (a,) wachsend in N und beschrénkt, d. h. es gibt ein ng € N mit a,, = ap,
fiir n > ng. Fiir n > ng ist dann auch die Folge (a,;) wachsend in {0,1,...,9}, d.h. es gibt

ein ny > ng mit a,; = an,1 fiir n > ng, usw., und es gilt

Tn = Qng; Any10ny20n33 - - - -

Falls (x,,) fallend ist, kann man dhnlich verfahren, oder zeigt zunéchst, dass die Folge (—z;,)

konvergiert. |

Satz 1.8 Fiir |q| < 1 gilt ¢" — 0, fir g < —1 und q > 1 ist (¢") divergent (fiir ¢ =1 gilt
natirlich ¢" =1 —1).



1 REELLE ZAHLEN, KONVERGENZ UND VOLLSTANDIGKEIT 13

Beweis. Nur der erste Fall ist nicht offensichtlich: Jedenfalls ist |¢"| fiir |¢| < 1 monoton

fallend mit unterer Schranke 0, also |¢"| — ¢ > 0. Dann gilt

n+1’ _

l¢"t!| — ¢ und |q 1" |a] — lale,

also ¢ = |q|c, woraus wegen |q| < 1 folgt ¢ = 0. |

Eine Menge M C R heifit beschrinkt, wenn es ein C' gibt mit |z|] < C fiir alle x € M
(entsprechend: nach oben bzw. unten beschrinkt). Gibt es eine kleinste obere bzw. grofite

untere Schranke?

Satz 1.9 (Supremumsprinzip) Jede nach oben beschrinkte Menge M in R besitzt eine
kleinste obere Schranke, das Supremum von M, sup M. Entsprechend besitzt jede nach unten
beschrinkte Menge eine grifite untere Schranke, das Infimum von M, inf M. Es gibt Folgen
(zp) und (yn) aus M mit x, — sup M und y, — inf M.

Beweis. Ohne Einschrankung betrachten wir die obere Schranke. Sei C' eine obere Schran-
C1+

ke, z1 € M und Cq := C. Ist eine obere Schranke, so wihlen wir zo := z1 und
Ci+z Ci+zx
Cy = 1+ L + 21 nicht obere Schranke, so wihlen wir fiir 2o ein Element aus M
. Ci+x1 .. . .. .
mit x9 > und Cy := (1. Verfahrt man so weiter, so erhélt man eine wachsende Folge

() aus M mit oberer Schranke C' und eine fallende Folge (C),) mit gleichem Grenzwert.
Dieser ist die kleinste obere Schranke (fiir jedes x < C gibt es x,, € M mit z,, > x; fiir jedes
y > C gibt es obere Schranken C,, mit C,, < y). |

Eine Folge (z,,) heifit eine Cauchy—Folge (C.F.) wenn die Glieder fiir groe n beliebig

nahe zusammen liegen, genauer, wenn gilt
Ve>0 IN. €N VnmeN mit n,m > Nejz, —zp| < e.

Offensichtlich gilt: Jede konvergente Folge ist eine Cauchy—Folge (denn fiir grole n liegen alle

x,, nahe beim Grenzwert, also liegen auch alle z,, und z, fiir grofe n und m nahe zusammen).

Die Umkehrung ist nicht so selbstverstandlich:

Satz 1.10 (Cauchy—Kriterium) Jede Cauchy—Folge in R ist konvergent. (Diese Figen-
schaft von R — und von wviel allgemeinerer Strukturen — nennt man Vollstindigkeit. In R
ist sie dquivalent zum Monotonieprinzip und zum Supremumsprinzip, zum Intervallschachte-

lungsprinzip, zum Dedekindschen Schnittaxiom und zum Satz von Belzano—Weierstrafs.)

2:23.4.07
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Beweis. a) Wir zeigen zuerst, dass jede Cauchy—Folge in R beschrénkt ist: Nach Definition
gibt es ein Nj mit

|z — x| < 1 fiir n,m > N7 insbesondere |z, —zy,| <1 fiir n > Ny.
Also gilt fiir alle n € N

] < mac {Jal, 22, Jon, ], oy |+ 1}

b) Jede Cauchy-Folge in R enthélt eine monotone Teilfolge: Enthélt (z,,) eine wachsende
Teilfolge, so sind wir fertig. Sei dies also nicht der Fall. Dann gibt es ein kleinstes n; € N
mit z,, < z,, fiir n > nq, ein kleinstes ny > ny mit x, < x,, fiir n > ng, usw. Diese Folge

(@n, )ken ist eine fallende Teilfolge von ().

c¢) Nach dem Monotonieprinzip ist die Folge (x,, ) konvergent gegen ein z € R. Es bleibt zu
zeigen, dass die gesamte Folge gegen dieses = konvergiert. Intuitiv ist das klar, die z,, liegen
fiir grofle k£ sehr nahe bei x; da die x,, fiir grofle n sehr nahe beisammen liegen, miissen sie

also fiir groe n auch nahe bei x liegen, x,, — x. Der prizise Beweis ist etwas miihsamer:

Zu jedem e > 0 gibt es
— ein N € N mit |xn—xm|<gﬁirn,m2N,
- einKENmitnkZNund|xnk—:c|<§ﬁirk2K.

Dann gilt fiir n > max{N,nx}
e €
| — 2| < ’xn_an‘+’an_x’<§+§:€7
d.h. es gilt =, — x. n

Eine Intervallschachtelung ist eine Folge von abgeschlossenen Intervallen [a,,b,] = {z € R :
anp < x < by} mit [api1,bp41] C [an, by] fiir alle n € N und b, — a,, — 0 (vgl. S. 6). Der

folgende Satz liefert eine weitere zur Vollstdndigkeit dquivalente Eigenschaft:

Satz 1.11 (Intervallschachtelungsprinzip) Fiir jede Intervallschachtelung {[an,by] :
n € N} gibt es genau ein x € R mit x € [ay, by,] fir alle n.

Beweis. (ay) ist eine wachsende, durch b; nach oben beschrinkte Folge, (b,) eine fallende
durch a; nach unten beschriankte Folge. Wegen b,, — a,, — 0 haben beide Folgen den gleichen
Grenzwert z. Es gilt a,, < x < b, fiir alle n, d.h. x ist in allen Intervallen enthalten. Ande-
rerseits kann es keine zwei verschiedenen Punkte x # y (also |z — y| > 0) geben, die in all

diesen Intervallen mit beliebig kleiner Linge enthalten sind. |
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Bemerkung 1.12 Das Intervallschachtelungsprinzip gilt i. allg. nicht fiir nicht abgeschlos-

1
sene Intervalle: sei z. B. (ap,by] = <0, —]. Dann gibt es offenbar kein z, das in allen (a,, by)
n

enthalten ist.

Ein Schnitt in R ist eine Zerlegung von R in zwei Teilmengen A und B (d. h. es gilt R = AUB)
mit
r<y firallex € A,y € B.

Hiermit gibt es eine weitere zur Vollstdndigkeit von R dquivalente Eigenschaft:

Satz 1.13 (Dedekindsches Schnittaxiom) Zu jedem Schnitt in R gibt es genau einen
Teilungspunkt z € R mit x < z <y fir allex € A, y € B. Es gilt z=sup A = inf B.

Beweis. Seien x1,y; beliebige Punkte mit x1 € A, y; € B. Sind x1,...,2, und y1,...,Yn

gefunden, so sei

Tn + Yn

Tp + Yn
Tp+l = Tny  Yntl = 9 , falls

eB

)

Tn + Yn
2 )

Tn + Yn

Ynil = Yn, falls € A

Dies liefert eine Intervallschachtelung, und der dadurch definierte Punkt z hat die gewiinschte

Eigenschaft, da alle x,, untere Schranken von B und alle y,, obere Schranken von A sind. W

Satz 1.14 (Bolzano—Weierstrafl) Jede beschrinkte Folge (x,,) aus R enthilt eine kon-
vergente Teilfolge.

Beweis. Sei a < x,, < b. Wir halbieren das Intervall [a,b] sukzessive und wihlen immer die

(eine, z. B. die linke) Hélfte Iy, in der unendlich viele x,, liegen. Definiere nun
ny := Kkleinster Index mit z,,, € Iy,
ng41 = kleinster Index > ng mit xy,, , € Ixy1-

Diese Folge ist offenbar eine Cauchyfolge, also konvergent. (Ein alternativer Beweis benutzt

die Tatsache, dass (z,) eine monotone [und beschrinkte| Teilfolge enthilt.) [ |
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1.6 Konvergenz von Reihen

Abschlieflend betrachten wir noch kurz die Konvergenz von Reihen. Sei (z,,) eine reelle Fol-
ge. Man kann sich fragen, ob man die unendlich vielen Zahlen x, aufsummieren kann. Die
Rechengesetze erlauben nur die Addition von 2 Zahlen und damit, induktiv, die Addition

endlich vieler Zahlen. Man geht deshalb so vor: Sei

m
Sm 1= g x, die m-te Partialsumme.
n=0

oo

Man sagt die Reihe ) x, ist konvergent (bzw. divergent), wenn die Folge (s,,) der Parti-
n=0

alsummen konvergiert (bzw. divergiert, d.h. nicht konvergiert). Der Limes s der Folge (s,)

heifit die Summe der Reihe.

Satz 1.15 (Notwendige Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe) Ist Y =z,
n=0

konvergent, so gilt x,, — 0. (Falls x,, — 0 nicht gilt, ist also auf jeden Fall Konvergenz aus-

geschlossen. )

Beweis. Da die Folge (s,,) nur dann konvergieren kann, wenn die s, fiir groe m (also ins-
oo
besondere s,, und s,,+1) beliebig nahe zusammen liegen, kann »_ x,, nur dann konvergieren,

n=0
wenn die Folge (z,,) gegen 0 konvergiert. |

Die Voraussetzung x,, — 0 ist aber bei weitem nicht ausreichend fiir die Konvergenz der

Reihe > x,,, wie folgendes Beispiel zeigt:

- . . N T .
Beispiel 1.16 Die harmonische Reihe Y, — ist divergent. Das sieht man z. B. so:
n=1"M
1 3
14> = 2
* 2 2’
1 n 1 < 1
3 4 2
1 n 1 n 1 n 1 - 1
5 6 7 8 2
1 n 1 T 1 - 1
41 2m42 T ontl 2
also
1
Son > 1 +n- 5,

und diese Werte werden beliebig gro8. a
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o0
Zu den wichtigsten Reihen zéhlt die geometrische Reihe Y. q".
n=0

Satz 1.17 Die geometrische Reihe Z q" ist genau dann konvergent, wenn |q| < 1 gilt. Die

Summe ist dann

Beweis. Die Partialsummen sind leicht zu berechnen:

1__qm+1
Sm =~ firg=1, spm=m+1 firq=1.
—q

Das sieht man leicht durch Induktion, oder — fiir a # 1 — so:

Sm = 1+qg+...¢"
@Sm = q+...q"+q",
also (1 — q)sy =1 —¢™* d.h.
1— n+1
smziq
1—q

1
Fiir |g| < 1 folgt daraus mit Hilfe von Satz 1.8 s,, — T Fiir |g| > 1 folgt die Divergenz
—4q

aus der obigen Bemerkung. |

Satz 1.18 (Majoranten—Kriterium) Ist an konvergent und |y,| < x, (also x, >
0), so ist >y, konvergent und es gilt Z Yn < Z Ty Ist Yy, divergent und y, > |z,

so ist >y divergent. (Fir die Komjergenzf bzw Dwergenzaussage gentigt es, wenn die

Ungleichungen fiir hinreichend grofie n erfillt sind.)

Beweis. Sind (s,) und (¢,) die Folgen der Partialsummen von > x, bzw. )y, so ist
m m
[tn —tm| < |$p—Sm|im 1. Fall, > |s, — Sy, | im 2. Fall. Im 1. Fall gilt aulerdem ) y, < > z,

n=1 n=1
fiir alle m. [ |

1.7 Ubungen

1.1 Eine Zahl x € R heif3t algebraisch, wenn sie Nullstelle eines Polynoms mit ganzzahligen

Koeflizienten ist. Man zeige:

3:30.4.07
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a) In der Definition kann ,ganzzahlig® durch ,rational“ ersetzt werden.

b) Die Menge der Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten ist abzihlbar. Hinweis: Man
betrachte zunéchst fiir jedes n € N die Menge der Polynome vom Grad < n mit ganz-

zahligen Koeffizienten vom Betrag < n.

c) Die Menge der algebraischen Zahlen ist abzéhlbar.

1.2 Sei u, der Umfang des dem 1-Kreis einbeschriebenen reguliren 2"—FEcks, U, der Um-
fang des dem 1-Kreis umbeschriebenen reguléiren 2"—Ecks. Man begriinde, dass beide Folgen

konvergieren und den gleichen Grenzwert haben (den man mit 27 bezeichnet, dem Umfang
des 1-Kreises).

1.3 Das ,Hilbertsche Hotel“ hat unendlich (genauer abzihlbar unendlich) viele Zimmer und

ist voll belegt. Was kann getan werden, wenn

a) ein weiterer Gast kommt,
b) unendlich viele weitere Giiste kommen,

c¢) unendlich viele Busse mit jeweils unendlich vielen weiteren Gésten kommen,

um diese unterzubringen.

1.4 Sind folgende Aussagen richtig oder falsch? (begriinden oder widerlegen):
a) Wenn es eine Vorschrift gibt, wie aus der n—ten Dezimalstelle die (n+1)-te Dezimalstelle
bestimmt wird, ist der Bruch periodisch.

b) Wenn der Bruch periodisch ist, gibt es eine Vorschrift, wie aus der n—ten Dezimalstelle

die (n + 1)-te Dezimalstelle bestimmt wird.

c) Wenn es fiir jedes n eine Vorschrift gibt, mit der die n—te Dezimalstelle bestimmt werden

kann, dann ist der Bruch periodisch.

1.5 FirneNgsei: 0!:=1,1':=1,nl:=1-2-... -n.

a) Fiir k € Ng und n > k gilt n! > k!(k + 1)"F.
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b) Mit Hilfe von Teil a (kK = 1) und der geometrischen Reihe zeige man, dass die Reihe
= 1
D
n=0

konvergiert.

c) Mit Hilfe von Teil a zeige man
= 1
e=> — <2,75.
n=0

1.6 a) Fiir alle n € N gilt
1 1

R R
k(k+1) n+1

k=1
_
k(k+1)

(Induktion oder geeignete Zerlegung von

).

b) Die Reihen )’

1 © 1
—— und — konvergieren.
=1 k(k+1) kZ::I k2 &

2

o0 o0 1
c) Esgilt > z =1 und kzl =< 2 (genau: % ~1,645).

=1 k(k+1)
1.7 Man begriinde (Beweis) oder widerlege (Gegenbeispiel):

a) Aus z, — 0 und (z,) beschrinkt folgt z,y, — 0.
b) Sind > x, und >y, divergent, so ist auch > (x, + y,) divergent.

c¢) Sind >z, und >y, konvergent, so ist auch »_ x,y, konvergent.

1.8 Man gebe einen Schnitt {4, B} in R an, dessen Teilungspunkt +/2 ist.

19
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2 Stetige Funktionen

Eine Funktion (Abbildung) f ist eine Zuordnung, die jedem x einer Menge D = Dy C X
ein y = f(x) einer (i.allg. anderen) Menge Y zuordnet: Man schreibt dafiir f : Dy — Y,
x — f(x). Dy heifit der Definitionsbereich der Funktion f. Die Menge

{f(z):x € Dy}

heifit der Bildbereich oder der Wertebereich von f. Man beachte: Jedem x € Dy wird genau

ein Wert f(x) zugeordnet. Dagegen kann es zu einem y € Y mehrere Elemente auf D geben,
deren Bild gleich x ist. f heift

— ingektiv, wenn aus x1 # xo folgt f(z1) # f(z2) bzw. aus f(x1) = f(x2) folgt 1 = w2,
— surjektiv, wenn {f(x) : x € Dy} =Y gilt,

— bijektiv, wenn es injektiv und surjektiv ist.

Nur die Injektivitit ist eine wesentliche Bedingung; die Surjektivitat 143t sich durch geeignete

Wahl (Verkleinerung) von Y stets erzwingen.

Mathematisch lassen sich die Funktionen von R (oder einer Teilmenge D von R) nach R
am leichtesten erfassen. Deshalb beschrinken wir uns zunéchst darauf, wobei viele Begriffe

und Ergebnisse ohne Probleme auf allgemeinere Situationen iibertragbar sind.

Die Stetigkeit einer Funktion f : D — R (D C R) stellt man sich zunéchst gern dynamisch
so vor: Sei D z.B. ein Zeitintervall, f(¢) der Ort eines Korpers zur Zeit ¢ 3. Fiir ¢ gegen t
(t — to) ndhert sich f(t) dem Ort f(typ) immer mehr an. Dieser Vorstellung entspricht das
folgende Beispiel (o = 0)
f(t) = {tsin% fiir ¢ # 0,
0 firt=20
offenbar nicht ganz (obwohl sie im Sinne der unten formulierten Definition durchaus stetig ist).
Fiir kleine t ist zwar f(t) nahe bei f(0), die Entfernung schwankt aber, wenn auch mit immer
kleineren Ausschligen. Auch die hiufig benutzte Formulierung ., f ist stetig, wenn sich der
Graph von f in einem Zug zeichnen 148t“ trifft die Sache nicht ganz. Es stellt sich heraus, dass
die Stetigkeit umgangssprachlich schwer zu fassen ist, am ehesten etwa so: Fiir ¢ hinreichend
nahe bei tg ist f(t) beliebig nahe bei f(tg). Mathematisch sauber wird die Definition, wenn
man die Reihenfolge der Groflen ¢ und f vertauscht: Eine Funktion f : D — R heifit stetig

im Punkt xo, wenn gilt

30der z.B. die Temperatur, der Druck, die Stirke einer Kraft an einem bestimmten Ort zur Zeit ¢, oder

die Geschwindigkeit eines Korpers zur Zeit ¢, oder ...
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— Zu jedem € > 0 gibt es ein § = §(e) > 0 mit |f(z) — f(zo)| < € fiir |z — x| < 6,

oder abgekiirzt
~Ve>0 36>0Va mit |z —xo| < gilt |[f(z) — f(zo)] <e.
f heift stetig, wenn es in jedem Punkt von Dy stetig ist (man beachte, dass ¢ i. allg. nicht nur
von &, sondern auch von zy abhéngt; vgl. weiter unten ,gleichméfig stetig®). Offensichtlich
sind
— die konstante Funktion f(x) = c fiir alle  (§ > 0 kann beliebig gewihlt werden),

— die identische Funktion f(x)=id(z) = z fiir alle z (es kann § = ¢ gewiihlt werden)

stetig.

Nicht ganz so offensichtlich ist dies fiir Funktionen wie f(x) = 22 oder 2™ oder allgemeiner

fiir Polynome. Dies 148t sich aber leicht mit dem folgenden Satz beweisen:

Satz 2.1 f ist genau dann stetig in xo, wenn gilt: fir jede Folge (xy,) aus Dy mit x, — xg
gilt f(zy) — f(xg). In R ist Stetigkeit=Folgenstetigkeit.

Bewets. =>: Sei (x,,) eine Folge aus Dy mit x, — 0 (zu zeigen: Ve > 0 3 N € N so, dass
Vn =N gilt |f(zn) — f(zo)| <e).
Nach Voraussetzung gilt
Ve>0 36>0 Va mit|z—ax < gilt |f(z)— f(zo)| <e.
Wegen z,, — z gilt (fiir das gewihlte ¢)

dNeN so,dass Vn>N gilt |z, — x| <9

und somit
Vn>N gilt|f(x,) — f(zo)] <e.

Liest man nun nur das Unterstrichene, so hat man f(x,) — f(zo).

<«: Indirekt: Wire f nicht stetig in xg, so wiirde gelten?

de>0 Vd>03z mit v —xo| < und |f(z) — f(zo)| > .

4Wie verneint man eine Aussage der Form V a € A gilt die Aussage B(a)? Offenbar so: Ja € A so, dass
B(a) nicht gilt. Entsprechend wird 3 a € A so, dass B(a) gilt durch V a € A nicht verneint. Iteration dieser

Schritte liefert die Negation zusammengesetzter Aussagen.
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1
Waihlt man speziell 6 = —, so folgt
n

1
VneN Jz, mit |z, —xo| < — und |f(x,) — f(z0)] > e.
n

Damit hat man eine Folge (x,) aus Dy mit x,, — 2o und f(x,) /4 f(zo), ein Widerspruch

zur Voraussetzung. |
Mit diesem Satz ist es fiir praktisch alle einfachen Funktionen leicht, die Stetigkeit (oder
gef. in gewissen Punkten) die Unstetigkeit nachzuweisen. Insbesondere:

Satz 2.2 Belicbige Summen und Produkte stetiger Funktionen sind stetig. Speziell sind alle
Polynome stetig.

Der folgende Satz scheint anschaulich selbstversténdlich.

Satz 2.3 (Zwischenwertsatz) Sei f : [a,b] — R stetig. Dann gibt es zu jedem c zwischen
f(a) und f(b) (mindestens) ein xo € [a,b] mit f(xo) = c.

Beweis. Im Sinne der anschaulichen Vorstellung, dass f stetig ist, wenn der Graph in einem

Zug gezeichnet werden kann, ist die Aussage offensichtlich. Aber nun zum echten Beweis:

O.E. sei A:= f(a) < c< f(b) =: B.

b

Ist f (a;— ) = ¢, so haben wir das/ein geeignetes z( gefunden.
b b

Ist f(a;_ ) > ¢, so wahlen wir aq := a, by := a—2i— .
b b

Ist f(a+ ) < ¢, so wahlen wir a; = i, b1 =0b.

Nun betrachtet man f auf [a1,b;] mit f(a1) < ¢ < f(b1) und verfihrt so weiter. Das lie-

fert eine Intervallschachtelung {[a,,b,] : n € N} und ein 2y mit a, — =z, b, — 2 und
f(zo) = lim f(a,) = lim f(b,) = c. u
n—oo n—oo

Beispiel 2.4 Jedes reelle Polynom ungeraden Grades hat mindestens eine Nullstelle. Schreibt
n

man das Polynom p(z) = Y agz* fiir z # 0 in der Form
k=0

n
p(x) =" Z apz” " = 2" an + ap_ 1 .+ agzr™),
k=0

so erkennt man (da n ungerade ist), dass p(z) fiir grofie positive x das Vorzeichen von a,, hat,
wihrend es fiir grofle negative x das Vorzeichen von —a,, hat. Nach dem Zwischenwertsatz

muf} es mindestens ein z¢ geben mit p(zg) = 0. 0
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Hiermit 148t sich auch ein durchaus nichttriviales geometrisches Problem lésen:

Beispiel 2.5 Seien A und B zwei ,,beliebige* Gebiete in der Ebene (wir verstehen darunter
Bereiche der Ebene, die von einer — evtl. auch mehreren — geschlossenen Kurven umrandet

werden). Dann gibt es eine gerade Linie, die beide Gebiete halbiert.

Zu jeder Richtung a (= Winkel zu einer beliebigen festen Richtung = 0 bis 360°) gibt es
eine Gerade S, mit dieser Richtung, die A halbiert: Da sich die Anteile rechts und links
des Strahls bei Parallelverschiebung stetig &ndern, folgt dies aus dem Zwischenwertsatz. Alle

diese Geraden s, gehen natiirlich durch den Schwerpunkt von A.

Sei nun f(«) der Anteil von B, der (o.E.) links von S, liegt. Wird B durch alle S, genau
halbiert, so kénnen wir alle diese Geraden wéhlen. Ist dies nicht der Fall, so gibt es ein o mit
fla) < % und ein oy (z.B. ap = a— £180°) mit f(ay) > % Mit dem Zwischenwertsatz
folgt die Behauptung; dieser hiangt offenbar stetig von « ab. O

Analog kann man im Raum beweisen, dass man durch eine Ebene gleichzeitig drei Mengen
halbieren kann (Schinkenbrétchensatz: Man kann ein Schinkenbrotchen mit einem Schnitt so

teilen, dass Brotchen, Butter und Schinken genau halbiert werden).

Nicht ganz so einfach wie der Zwischenwertsatz ist die folgende Aussage zu beweisen:

Satz 2.6 (Satz vom Maximum oder Minimum) Ist f : [a,b] — R stetig, so ist f
beschrinkt (d.h. es gibt ein C > 0 mit |f(z)] < C fir alle x € [a,b]) und es gibt ein
Tmax € [a,b], das Maximum, mit max f := f(zmax) > f(z) fir alle x € [a,b], und ein
Zmin € [a,b], das Minimum, mit min f := f(zmin) < f(x) fir alle z € [a,b].

Beweis. a) Beschranktheit: Wére f unbeschriankt, so gibe es zu jedem n € N ein ,, € [a, b]
mit | f(xy,)| > n. Nach dem Satz von Bolzano—Weierstrafl gibt es eine Teilfolge (x, ) von (zy,)

mit z,, — o € [a,b], also f(z,,) — f(zo), ein Widerspruch zu |f(z,, )| > ny.

b) Existenz des Mazimums: Die Menge {f(x) : = € [a,b]} der Funktionswerte von f ist
nach Teil a nach oben beschrénkt. Sei M das Supremum dieser Menge, kurz auch als sup M
bezeichnet. Dann gibt es eine Folge (x,) aus [a,b] mit f(z,) — M. Eine Teilfolge (x, ) kon-
vergiert gegen ein xg € [a,b] und es gilt f(xg) = khjgo f(xn,) =M =sup f. |

Beispiel 2.7 Der Satz vom Maximum gilt nicht, wenn das Intervall unbeschréinkt oder
nicht abgeschlossen ist. Man betrachte z.B. f : (0,1) — R, f(z) = = oder f : [1,00) — R,

f(x)z; O
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Hat man eine Folge (f,) stetiger Funktionen mit f,(z) — f(x) fiir alle , man nennt dies

punktweise Konvergenz, so ist i.allg. f nicht stetig.

Beispiel 2.8 Sei f,, : [0,1] = R, fu(x) := 2™ Dann gilt f,(z) — f(x) fir alle € [0, 1] mit
{0 fiir z < 1,

1 firz=1.

f ist offensichtlich nicht stetig. a

Beispiel 2.9 Sei f, : [0,00) — R, fu(2) := ¢z = 2!/ Dann gilt f,(z) — f(x) fiir alle

x € [0,00) mit
{0 fiir x = 0,

€Tr) =
/(@) 1 firz #0.
Wieder ist f offensichtlich unstetig. Warum gilt {/x — 1 fiir z € (0,00)?
Sei zuniichst # > 1: Dann ist {/z > 1, also {/z = 1+ h,, mit h,, > 0. Daraus folgt °

x = (14 hy)" > 1+ nhy, > nhy,

und somit

0<hn<£, also h,, — 0 fiir n — o0,
n

d.h. es gilt {/z — 1 fiir n — oo.

1
Fiir 0 < z < 1ist — > 1, woraus folgt
x

1
C/E:—l—>1 fiir n — oo.

n

x

Bemerkung 2.10 Es gibt i. wes. zwei Moglichkeiten, die etwas unerfreuliche Situation in

den obigen Beispielen zu vermeiden. Man definiert:

— Die Funktionen f,, (oder entsprechend eine beliebige Menge von Funktionen) heiflen

gleichgradig stetig, wenn gilt
Ve>0 35>0 so,dass VneN und Vz,y mit |[z—y| <d gilt |fu(z)— fu(y)] <e.

Dies bedeutet iibrigens auch fiir die einzelnen Funktionen mehr als nur die Stetigkeit:

Sie sind gleichméfig stetig.

SFiir h > 0 ist das offensichtlich. Allgemeiner gilt sogar die Bernoullische Ungleichung: fiir h > —1 und
n € Ngilt (1+h)" > 1+ nh (> fir n > 2). Dies beweist man durch Induktion:
n = 1: offensichtlich.
n=n+1 1+A" T =0+hA+n)">A+h)A+nh)=1+n+1h+nh?>>14+ (n+1)h.
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— Eine Funktion heifit gleichmdf$ig stetig, wenn gilt:

Ve>0 36>0 so,dass V o,y mit |z —y| <d gilt [f(z) — f(y)] <e.

— Die Folge (f,) konvergiert gleichmdfig gegen f, wenn gilt:

Ve>0 3INeN so,dassVn>N Vaz gilt|f,(z)— f(z)| <e.
Mit diesen Definitionen gilt:

— Sind die Funktionen f, gleichgradig stetig und gilt f,(x) — f(x) fir alle x, so ist f
stetig.

— Sind die Funktionen f, stetig und konvergiert (f,) gleichmdfSig gegen f, so ist f stetig.

Man mache sich (zumindest intuitiv) klar, dass in obigen Beispielen diese Voraussetzungen
beide verletzt sind. Die Beweise beider Aussagen sind sehr einfach, nachdem man sich Vor-

aussetzungen und Aussagen formal klar gemacht hat.

2.1 Ubungen

2.1 Sei f: R — R stetig. Sind die folgenden Aussagen richtig (Beweis) oder falsch (Gegen-
beispiel)?

(Achtung: Man darf natiirlich nicht davon ausgehen, dass f monoton ist.)
a) Das Bild f(I) := {f(x) : © € I'} eines beliebigen Intervalls ist ein Intervall.
b) Das Bild eines abgeschlossenen Intervalls [a, b] ist abgeschlossen.
c) Das Bild eines offenen Intervalls ist offen.
2.2 a) Mit Hilfe einer geeigneten stetigen Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall

zeige man: Unter den Rechtecken mit gleichem Umfang U gibt es eines mit maximaler
Fléche.

b) Elementargeometrisch zeige man, dass dies das Quadrat mit Kantenlidnge U/4 ist.

2.3 Eine Funktion f : R — R ist genau dann stetig im Punkt z, wenn fiir jede monotone
Folge (x,,) mit z, — x gilt

flan) — f(2).
Anmerkung: Mann nennt f linksstetig (rechtsstetig), wenn dies fiir wachsende (fallende) Fol-

gen (x,) gilt.

4:7.5.07
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2.4 Mit Hilfe von Aufgabe 2.3 zeige man, dass die Wurzelfunktion
[ [0700) - [0,00), fz) = \/E

stetig ist.

26
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3 Trigonometrische Funktionen

3.1 Die Zahl =

Wie mifit man die Linge einer geraden Strecke? Man vergleicht mit einem Abschnitt des
Zahlenstrahls, auf dem die benutzte Ldngeneinheit als Einheit benutzt wird. Bei einem Poly-
gonzug addiert man die Léngen der einzelnen Geradenstiicke. Es ist klar, dass diese Summe

nicht davon abhéngt, wie man den Polygonzug in Geradenstiicke unterteilt hat.

Aber wie mifit man die Langer einer ,,krummen® Kurve? Auf den allgemeinen Fall kommen
wir unter Benutzung der Integralrechnung zuriick. Hier betrachten wir den Spezialfall des

Kreises.

Wir approximieren den Kreis durch einbeschriebene regelméflige Vielecke, die sich fiir
immer groflere Zahl der Ecken dem Kreis immer besser anschmiegen. Der Einfachheit halber

(weil es leichter explizit zu berechnen ist) betrachten wir nur 2"-Ecke (fiir n > 2).

Aus Ahnlichkeitsgriinden sind die Seiten des einbeschriebenen 2" Ecks offenbar propor-
tional zu r. Das gilt dann auch fiir den Umfang des 2"—Ecks. Also auch fiir den Grenzwert

(n — 00), d.h. fiir den Kreisumfang. Der Kreisumfang ist also proportional zum Radius:
Umfang = c¢ir = cod (d = Durchmesser = 2r).

Den Faktor co nennt man 7. Diese Zahl 7 ist also der halbe Umfang des Kreises mit Radius

1 (oder der Umfang des Kreises mit Durchmesser 1).

Die Fldche des 2"—Ecks approximiert offenbar die Flidche des Kreises. Die Fliche des
2"—Fcks ist

1
2" x 3 X Seitenldnge x (Hohe der Dreiecke)

1
=5 X (Umfang des 2"-Ecks) x (Hohe der Dreiecke).

Hier konvergiert fiir n — oo

e Umfang des 2"-FEcks — Kreisumfang,
e Hohe der Dreiecke — r.
Also ist die Kreisflache )
— X 27r X 1 = 7.
2
7 ist also auch die Fliche des Kreises mit Radius 1.

Wie grof} ist aber nun die Zahl 7?7
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Q

Abbildung 1: Seitenléinge des reguléiren n—Ecks

Das einbeschriebene regelmifliige 22 = 4-Eck (Quadrat) hat ( wie man leicht mit dem
Satz von Pythagoras sieht) die Seitenlinge v/2. Also ist der Umfang 4v/2 ~ 5,66. Da das
umbeschriebene Quadrat den Umfang 8 hat, liegt 27 jedenfalls zwischen 5,66 und 8.

Um die Seitenléingen (und damit die Umfinge) der einbeschriebenen regelméfigen 2"—
Fcke berechnen zu kénnen, iiberlegen wir zunéchst, wie aus der Seitenléinge des 2"—Ecks die

des 2"t1-Ecks berechnet werden kann:

In der Skizze sei DE die Seitenlinge son des 2"-Ecks, also DB die Seitenléinge son+1 des
2"t -Ecks. Wegen AB = 2, Winkel ADB = 90° und AD = /4 —s2,,, gilt

Sont14/4 — s%nﬂ = 2 x Flache des Dreiecks ABD = 2%,

also

2 2 _ 2
Sont1(4 = Syni1) = Son,

4 2 2
82n+1 - 482n+1 + 8271, - 07

eine quadratische Gleichung fiir sgnﬂ. Damit folgt, da jedenfalls s%nﬂ < 2 gilt

sgnﬂ =2 \/4—5%,” Sont1 = /2 — \/4—5%,“

Wegen sp2 = s4 = /2 folgt damit

53 = \/2—\/4—753:\/2—\/mz\/2—\/§,
516 = \/2—\/4—73?3:\/2—\/4—(2—\/5):\/2—\/2—1—\/5,
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2+ V2,

M/m

\/ 2 — \/_ mit n — 3 Pluszeichen.

Q

Man berechnet z. B.
sga = 0,098135..., Ugs = 6,28066...

also m ~ 3,1403. ...

Die Zahl 7 ist ,,genau“ 3,14159. ... 7 ist eine irrationale Zahl.® Andere Moglichkeiten zur

Bestimmung von 7, die man in jedem Buch iiber Analysis findet, sind

T 1,11
4 3 5 T T
7T2—1+1+1+1+

- = > o

3.2 Winkelmessung im Bogenmaf}

In der Analysis stellt es sich als niitzlich heraus, Winkel nicht in Grad, sondern im Bogenmaf3
zu messen. Das Bogenmafl eines Winkels « ist die Lénge des Bogens auf dem Einheitskreis

im entsprechenden Winkel, also z.B.

360° entspricht 2m,
180° entspricht ,

90° entspricht /2,
60° entspricht /3,
45° entspricht 7 /4,
30° entspricht /6.

Die Umrechnung von Grad in Bogenmafl und umgekehrt ist also:

a Grad entspricht 04175% im Bogenmaf}

180
¢ im Bogenmaf entspricht (go—) .
™

Wenn nichts anderes gesagt wird, werden im folgenden Winkel stets im Bogenmafl gemessen.

STatichlich ist 7 sogar transzendent. Eine Zahl heifit algebraisch, wenn sie Nullstelle eines Polynoms mit
ganzzahligen Koeffizienten ist. Offenbar ist jede rationale Zahl algebraisch. Eine Zahl heifit transzendent, wenn

sie nicht algebraisch ist.
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3.3 Die Funktionen Sinus, Cosinus, Tangens

Der Sinus eines Winkels «, sin a, ist, im rechtwinkligen Dreieck mit Winkel a definiert als

der Quotient
Gegenkathete  die o gegeniiberliegende Kathete

Hypotenuse Hypotenuse
Wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke hiingt diese Definition nicht von der Wahl des Dreiecks

ab. Insbesondere kann man im Einheitskreis das Dreieck wéhlen mit (vgl. Abb. 2)
— eine Ecke 0 ist der Nullpunkt,

— die zweite Ecke B erhilt man, indem man auf der Kreislinie von Punkt (1,0) um den

Winkel (gemessen im Bogenmaf}) entgegen dem Uhrzeigersinn 14uft,

— die dritte Ecke A ist der Lotpunkt der zweiten auf der z—Achse.

Nach obiger Definition ist sin o die y—Koordinate der Ecke B.

Der Cosinus eines Winkels a, cos «, ist entsprechend

Ankathete  die o anliegende Kathete
Hypotenuse Hypotenuse '

In Abbildung 2 ist also cos a die z—Koordinate der Ecke B (= dem Abstand der Ecke A vom
Nullpunkt).

Der Tangens von o’ tan c, ist

Gegenkathete  sina

Ankathete  cosa’

Mit Hilfe des Strahlensatzes sieht man, dass diese Grofie ebenfalls am Einheitskreis abgelesen
3i AB A'B" AB S
ma 2P = = A'B’, also tana = A’ B’.
cosa  0A 0A’ 1

Nehmen wir die Situation am Einheitskreis als Definitioin von sin und cos, so hat diese

werden kann: tan o =

unmittelbar auch fiir @ < 0 und a > ~ Sinn. Damit sind sin und cos auf ganz R definierte
Funktionen. Da sich ihre Werte nach jedem Umlauf wiederholen, sind beide Funktionen 27—

periodisch. Thre Graphen sehen wie folgt aus
Insbesondere gilt
. T . T
sin o = cos (oz — 5), cos a = sin (a + 5)

Cosinus ist eine gerade, Sinus eine ungerade Funktion:

cos(—z) =cosx, sin(—z)= —sinz.

" Auf die Funktion Cotangens, im wes. der Kehrwert von tan, brauchen wir hier nicht einzugehen.
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Bl
B
. tan o
sin of :
A
0 cos A A
Abbildung 2: Sinus, Cosinus, Tangens
sin cos

Abbildung 3: Graphen von Sinus und Cosinus
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Einige Sinus— und Cosinuswerte lassen sich aus der Zeichung (ggf. mit einfachen geometrischen

Uberlegungen) leicht ablesen:

sin0 = sinW:...:cosE:cosg—W:...:O
2 2
m om
0 = 2r=...=sin— =sin—=...=1
cos cos 2T sin 5 = sin —
. m 1
in— = - =—
sin - cos 75
T m 1 . o .
sin 5 = cos 35 (Halfte der Seitenléinge des regelméfiigen 6-FEcks),
3
cos% = sing = \/—— (Hohe des gleichseitigen Dreiecks mit Seitenlidnge 1).

Aus der Definition am Einheitskreis folgt mit Hilfe des Satzes von Pythagoras

Satz 3.1 Fiir alle « gilt

2 2

sin“ o + cos”“ o« = 1.

Satz 3.2 (Additionstheorem) Fiir alle o, 3 gilt

cos(a+ 3) = cos acos 3 — sin asin 3,
sin(a + 3) = sinacos 3 + cos asin (3.
Auflerdem gelten die Halbwinkelformeln:
e

1—cosa= 2sin2%, 14 cosa = 2cos 3"

Beweis. Aus der Skizze folgt

QA = QBcosa =sinfcosa,
AR = BS = OBsina = cos ffsina,
OS = OB cos a = cos 3 cos a,
RS = AB = QBsin a = sin #sin a.

Daraus folgt
cos(a+ ) = OR = OS — RS = cos Bcos a — sin Bsin a,

sin(a + ) = QR = QA+ AR = sin 3 cos a + cos Bsin a.
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,\Q
a
e
C
A \
B
ﬁa\
0 R S T

Abbildung 4: Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus

Daraus folgt mit % fiir & und g:

251n2g:sin2g+ <1—c082g> =1 — cos (g—i—g) =1 — cosq,
2 2 2 2

2
20082% = COSQ%—}— <1 — sin? %) =1+ cos (% + %) =1+ cosa.
Das sind die Halbwinkelformeln. [ |

Hilfssatz 3.3 (Wichtige Ungleichungen) a) Fiir alle o gilt |sina| < |a].

2
b) Fiir alle « gilt 1 — % <cosa < 1.

tan o

c) Fir0<|a| < g gilt > 1.

Alle drei Aussagen sind nur fiir kleine o interessant.

Beweis. a) Es geniigt |a] < g zu betrachten (fir |a| > g ist die Behauptung wegen
|sina| < 1 offensichtlich). Fiir |a| < g ist die Ungleichung erfiillt, weil die Bogenlénge
offenbar grofler ist als die zweite Komponente des entsprechenden Punktes auf dem Kreis.
b) Mit der Halbwinkelformel und Teil a folgt
2 2 1
0§1—cosa:2(sin%> §2<g) 5 2,
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Abbildung 5: Graph des Tangens

¢) Wir beziehen uns auf Abbildung 2. Der Bogen vom Punkt (1,0) bis zum Punkt, der den
Winkel o auf dem Kreis markiert hat die Lénge «. Diese Lidnge wird approximiert durch die
Polygonziige, die durch immer feinere Unterteilungen definiert werden. Fiir jedes Teilstiick
des Polygonzugs ist die Projektion ldngs der Strahlen vom Nullpunkt aus auf die Senkrechte
durch den Punkt (1,0) linger als das entsprechende Teilstiick. Da dies fiir jeden dieser Poly-
gonziige gilt, gilt es auch fiir den Bogen, d.h. |a| < |tanal. [ |

Satz 3.4  a) Sinus und Cosinus sind stetig auf R.

b) Tangens ist stetig auf R\ {Nullstellen von cos} = R\ {<k‘ + >7T ik € Z}. Fir jedes
keZ gt
)
.

tan o — oofUTa\( 5

tan o — oo fura/<k+ )

Beweis. a) Es ist offensichtlich, dass sich sin und cos beim Durchlaufen des Einheitskreises
stetig #ndern; die Verdnderung von sin bzw. cos ist immer < der Anderung von «. In der

€ — 0—Definition kann stets § = ¢ gewahlt werden.
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b) Es ergibt sich aus der Stetigkeit von sin und cos und dem Verhalten von sin und cos bei

den Nullstellen von cos. |

Satz 3.5 Sind «, 3,7 die den Seiten a,b, c gegeniiberliegenden Winkel, so gilt

a) Sinussatz: sina :sinff = a : b und entsprechend mit zyklisch vertauschten Variablen.

b) Cosinussatz: ¢ = a®+b?—2abcos v und entsprechend zyklisch vertauschten Variablen.

(Fiir v = g bzw. o = g bzw. f = g ist dies der Satz des Pythagoras).

Beweis. a) Man zeichne den Umkreis des Dreiecks ABC mit den Winkeln «, 3, 7. Der Kreis

habe den Radius r. Die Dreieckswinkel sind Umfangswinkel iiber der entsprechenden Seite.

Betrachten wir den Winkel v: Zeichnen wir den Durchmesser des Umbkreises durch den
Punkt A. Den Schnitt mit dem Kreis nennen wir C’. Als Umkreiswinkel iiber ¢ ist Winkel
BC'A = ~, wihrend der Winkel im Dreieck ABC”’ bei B ein rechter ist. Nach Definition des
Sinus ist

. &
siny = o
r

b
Entsprechend folgt sina = 21, sin 8 = o Daraus folgt die Behauptung.
r r

b) Zeichne das Lot von A auf a. Lange des Lotes sei by. a wird zerlegt in ay (bei b) und as

bei ¢. Dann gilt ap = bcos, also 8

A = a2+ =(a—a)*+b*—d?
= a? —2aay + a3 + % — d?

= a®+b®—2abcosn.

3.4 Ubungen

3.1 a) Man beweise die Halbwinkelformel

2

«
2sin 0] =1-—cos«

elementargeometrisch mit Hilfe einer Skizze am Einheitskreis.

b) Man bestimme sin Ll (1 ~ 150>.
12 \12

8Ist ~ stumpf, so liegt der Lotpunkt auBerhalb des Dreiecks und es gilt a; = a + a2. Wird entsprechend

weitergerechnet, folgt auch in diesem Fall die Behauptung.

5:14.5.07
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Abbildung 6: Sinussatz

A c

Abbildung 7: Cosinussatz

36
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1_
3.2 Man zeige ST 0 fiir e — 0 (das bedeutet, dass die Ableitung von cos im

x
Nullpunkt gleich 0 ist).

3.3 a) Jedes Polynom der Form

2n
p(x) = Z arpz®  mit  ag, >0
k=0

besitzt ein Minimum.

b) Man formuliere und beweise ein entsprechendes Resultat fiir ein Maximum.

3.4 a) Man zeige: Gilt in einem Dreieck a® + b? > ¢ (bzw. < ¢?), so ist der Winkel

T T /T
. > ) (T 007)
’7<2(ZW>2)2 90

b) Man skizziere f(z) = sinz? (indem man sich insbesondere die Lage der Nullstellen

und der Maxima und Minima klar mache; man beachte auch das Vorzeichen von 22 im

Gegensatz zu ).

3.5 Welche Perioden haben die folgenden Funktionen (Begriindung)

a) f(x)=cosx + cosnz (n € N),
b) g(x) = cosz + sin — (n €N),
n
2

c¢) h(z) = cos” z,

d) p(z) = cosz?.
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4 Komplexe Zahlen

— Jede reelle Zahl = > 0 hat fiir jedes n € N (mindestens) eine reelle n—te Wurzel w
(d.h. es gilt w" = z).

— Fiir gerades n hat jedes © > 0 genau zwei reelle n—te Wurzeln, eine positive w und eine

negative —w.
— Fiir ungerades n hat jedes x < 0 genau eine negative n—te Wurzel.

— Fiir gerades n hat eine negative Zahl = keine n—te Wurzel.

Dies ist auch vom #sthetischen Standpunkt aus (und der spielt in der Mathematik keine un-
bedeutende Rolle) kein befriedigender Zustand. Im folgenden werden wir R zu einem grofleren
Korper, dem Koérper C der komplexen Zahlen, erweitern, in dem gilt: Jedes z € C \ {0} hat

fiir jedes n € N genau n n—te Wurzeln.

Es gibt i. wes. zwei Wege, diesen Korper zu konstruieren. Der naheliegende naive Weg
geht so: Man nimmt zu R ein abstraktes Element ¢ hinzu mit der Eigenschaft i> = —1 (in
R gibt es bekanntlich kein solches Element, da fiir jedes # € R gilt 22 > 0). Man betrachtet
dann Elemente der Form a + ib mit a,b € R (wobei hier das + rein symbolische Bedeutung
hat), d. h. es ist

C:={a+1ib:a,beR}.

In C definiert man Addition und Multiplikation durch:
(a+1ib) + (c+id) = (a+c¢) +i(b+d),
(a +1ib) - (c+id) = ac — bd + i(ad + bc).

Es ist leicht zu sehen, dass (C,+), also die Menge C ausgestattet mit dieser Operation +,
eine abelsche (kommutative) Gruppe ist. Das entsprechende gilt fiir (C \ {0}, ). Dabei ist

das Nullelement: 0 = 0 4 0,
— das zu a + ib negative Element: —(a + ib) = —a + i(—b) =: —a — ib,

— das Finselement: 1 =1+ 10,

a )

— das zu a+ib # 0 inverse Element (a+ib)~! = (a® +b%)"Y(a —ib) = T e
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Der Leser moge dies nachrechnen.? Mit etwas Rechnung erkennt man, dass auch das Distri-
butivgesetz (a + ib){(c +id) + (e +if)} = (a+ ib)(c +id) + (a +ib)(e +if) gilt, d.h. C ist

ein Korper.

Etwas abstrakter und mathematisch vielleicht etwas eleganter konstruiert man die kom-

plexen Zahlen so:
C:= {(a, b) :a,be ]R} (Menge der geordneten Paare)
mit
(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) (= Vektoraddition in R?)
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc).

Hier erkennt man wieder, dass (C,+) und (C,-) abelsche Gruppen sind mit

0=1(0,0), —(a,b)=(—a,-b),

_ a —b
1= (L0, @) = (5ip )

Offenbar haben a + ib und (a,b) die gleiche Bedeutung. Die reellen Zahlen erkennt man als
die Teilmenge der Elemente a + i0 bzw. (a,0) von C. Diese Teilmenge ist beziiglich der
Operationen + und - abgeschlossen (d.h. die Operationen fithren nicht aus der Teilmenge

heraus), R ist in diesem Sinn ein Unterkérper von C, C eine Korpererweiterung von R.

Man definiert fiir z =a +1ib € C

— Realteil von z = Re z :=a,
— Imagindrteil von z = Im z := b (man beachte, dass der Imaginérteil reell ist),

— die zu z konjugiert kompleze Zahl Z := a — ib (wenn man C als R? auffasst, also die an

der reellen Achse gespiegelte komplexe Zahl),

— den Betrag von z, |z| = Va2 + b2 = V/Z.

Mit diesen Bezeichnungen gilt insbesondere:

1 1
Rezzi(z +Z), Imz:?(z—é), |z] = V2Z.
i

1
9Formal bekommt man das zu a + b inverse Element, indem man den 77Bruch“ﬂ mit a — ib (das zu
a+1

a + ib konjugierte Element, vgl. weiter unten) erweitert:

-1 1 a—1b a—1ib

(a+ib)™ = a+ib (a +ib)(a —ib) a2+ b2’
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und fiir z =a 4+ ib,w = x + iy

=n

zw = (a — ib)(z — iy) = (ax — by) — i(ay + bzx) =Zw, Z" =z".

Offenbar ist |z| die euklidische Lénge des Ortsvektors des Punktes z bzw. der euklidische
Abstand des Punktes z vom Nullpunkt. Fiir zwei komplexe Zahlen z; und z; ist also |21 — 29|
der euklidische Abstand der Punkte z; und zs.

Man definiert: Die Folge (z,,) aus C konvergiert gegen ein z € C, z, — z, oder lim z, = z,
n—oo

wenn gilt |z — z,| — 0. Sind z = a + ib und z,, = a,, + iby,, so gilt z, — z genau dann, wenn

an, — a und b, — b gilt.

Eine Folge (z,) aus C heifit eine Cauchyfolge, wenn |z, — z,,| fiir groBe n und m klein ist,

genauer:
Ve>0 ANeN Vnm>N |z, — zm| <e.

Die Folge (z,) = (an+1iby,) ist genau dann eine Cauchyfolge, wenn (ay,,) und (b,) Cauchyfolgen
sind. Damit folgt sofort

Satz 4.1 C ist vollstindig, d. h. jede Cauchyfolge (zy,) in C ist konvergent.

Fiir z € C\ {0} definiert man das Argument von z,

arg(z) := Winkel zwischen der positiven z—Achse und dem
Ortsvektor von z, gemessen in mathematisch positiver

Richtung (entgegen dem Uhrzeigersinn)

Natiirlich ist arg(z) nur modulo 27 eindeutig bestimmt; meist wihlt man den Hauptwert:
0 < arg(z) < 2m. Es gilt
z = |z| < cosarg(z) + isin arg(z)) .
Nachdem die Addition in C einfach der Vektoraddition entspricht, kénnen wir jetzt auch die
Multiplikation geometrisch deuten: Fiir z,w € C gilt

2w = 7| \w\{ (cos arg(z) cos arg(w) — sin arg(z) sin arg(w))
+i ( cos arg(z) sin arg(w) + sin arg(z) cos arg(z)}
(Additionstheoreme)
= |2 [wl { (cos arg(z) + arg(w)) + isin(arg(z) + arg(w))},

d.h., bei der Multiplikation zweier komplexer Zahlen werden die Betrége multipliziert und
die Argumente addiert (wenn das neue Argument > 2 ist, wird man es in der Regel um 27

reduzieren).
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Abbildung 8: n—te Wurzel

Jetzt ist es leicht, Wurzeln aus komplexeren Zahlen zu ziehen: Ist

z =7(cos p + isin p) (r=|z|),

so hat offenbar

w = \/F(cosg—i-ising)

die Eigenschaft: w? = 2. Falls 2z # 0 ist, gibt es aber noch eine zweite (Quadrat—)Wurzel —w.

Diese kann man auch so erhalten: Offenbar gilt
z= r(cos(go + 27) + isin(p + 277)),
weshalb auch
w = \/?(cos (% +7T) + ¢sin <§ +7T>> = —\/F(cos g —i—z’sing) = —w
eine (Quadrat)-Wurzel von z ist.
Allgemeiner sind fiir z € C \ {0} mit
z =r(cos p + isin p)
die Zahlen
%) 2m A 2m .
’U)k:%(COS(——{—]{J—)—{—ZSID(——{—]{Z—)) firk=0,...,n—1
n n n n
n verschiedene n—te Wurzeln von z (fiir ¥ = n wiirde man wieder wy erhalten).

Die n—te Wurzel einer Zahl a € C konnen natiirlich auch als Nullstellen des Polynoms
pn(2) = 2™ — a aufgefait werden. Dieses Polynom hat also genau n verschiedene Nullstellen.

Viel allgemeiner gilt:
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Satz 4.2 (Fundamentalsatz der Algebra) Mitn € N und aj € C sei

n—1
p(z) =2"+ an,lznfl +...+a1z+ag= Z ajzj + 2™
j=a
Dann existieren z1,...,z1 € C und v1,...,v, € N mit
k k
Zyj =n und p(z)= H(z —zj)".
j=1 i=1
21, .., 2 sind die Nullstellen des Polynoms p, vy, ..., die Vielfachheiten dieser Nullstellen.

In diesem Sinn hat also jedes Polynom vom Grad n genau n Nullstellen (mit Vielfachheit
gezdihlt).

Beweis. a) Es existiert ein zo € C mit |p(z¢)| = min {|p(z)| 1z € (C}.

Fiir z # 0 gilt

Ay — a a
L I

p(2)] = |2[" |1 +

Der letzte Betrag ist fiir grofie |z| nahe bei 1. Also strebt |p(z)| fiir |z2| — oo gegen oo.

Insbesondere existiert ein rg > 0 mit
Ip(2)] = [p(0)] fiir |z[ = ro.

Da z +— |p(z)| auf {z eC: |z < ro} stetig ist, existiert ein zgp mit |zp| < r und

[p(0)] = min {[p(2)| : |2| < 7o }.

Wegen
Ip(20)| < [p(0)| < [p(2)] fiir 2 mit |z] > ro

gilt
[p(20) = min { |p(2)] : z € C
b) Mit diesem zy gilt p(zo) = 0.

Wir nehmen an, dass p(zg) # 0 gilt. Es ist jetzt das Ziel zu zeigen, dass |p(z)| kleiner als
|p(20)| wird, wenn man von zy aus ein kleines Stiick in geeigneter Richtung geht; das ergibt

einen Widerspruch zur Wahl von zy. Offensichtlich gilt
p(z0 + 2) = p(z0) + brz" + p(2)2" 1,

mit 1 <k <n, by # 0 (k ist niedrigste Potenz > 0 von z, die in p(zp + z) enthalten ist) und
einem Polynom p vom Grad n —k — 1 (p = 0 falls k = n ist).
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AN w1 = plzo)

r

- wy = (1= t*)p(z0)
w2 w1

u r = tF i p(two)

Abbildung 9: |p(z¢ + two)| < p(20)

Wihlen wir nun wg so, dass bywf = —p(20) gilt <also wy = ¢ —p(zo)/bk>, so gilt fiir
teR
p(z0 + two) = (1 — t*)p(z0) + £ wf ™ p(two).

Fiir hinreichend kleine ¢ > 0 ist (trivial fiir k¥ = n, da dann p = 0)
5 wg T p(two) | < t¥p(20),

also

Ip(z0 + two)| < [p(20)]

im Widerspruch zur Wahl von z.

c¢) Nach Teil b gibt es also (mindestens) eine Nullstelle z;. Division von p(z) durch z — z;
(mit Rest 0, da p(z1) = 0 ist) liefert

n—2
p(z) = (z — z1)p1(z) mit pi(z) = Zaszj 4+ 1
j=0

Anwendung des obigen Verfahrens auf p;, usw...., liefert die Behauptung. |

6:21.05.07
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5 Exponentialfunktion und Logarithmus

5.1 Potenzen mit rationalen Exponenten

Fiir beliebiges a € R und n € N ist a” wohldefiniert

a":=a-a-...-a (n Faktoren)

1

bzw. — mathematisch priziser — induktiv: a! :=a, a"*! = a” - a.

Fiir a # 0 und n € Z definiert man

a™  wie oben fiir n > 0,
at =1 fiir n = 0,
' 1 .
— flirn <0.
a|"‘

Offenbar sind dann die iiblichen Rechenregeln fiir Potenzen erfiillt (a"a™ = a"*™, (a™)™ =

Fiir @ > 0 und m € N definiert man

a'/™ = 7/q als die positive Losung von 2™ = a

(nach dem Zwischenwertsatz existiert ein solches z fiir jedes a > 0). Damit ist dann auch fiir
a>0,n¢€Zund m € N der Ausdruck

definiert (beide Ausdriicke 16sen die Gleichung 2™ = a"*; nachrechnen!). Also ist a” fiir jedes
a > 0 und x € Q wohldefiniert und es gilt

Satz 5.1 Fiira > 0 gilt

Y =a%Y und %= (a®)¥ fiir alle z,y € Q.

Beweis. Fiir z = P
q

ro.
,y = — gilt:
s

L apsq# = Vapstar = ¥/ qrs ¥/ qar

pbs gr
= qesq9s :ap/qar/s =a"aY.

a

Andererseits gilt

a® =ae  und (a®)Y =y (W)r
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a™ ist die Losung z der Gleichung z9% = aP". Dies gilt auch fiir (a*)Y:
(@] = [if (va)]" = [(var)']" = (V)" = @y = .

Also ist a™ = (a”)Y. [ |

5.2 Potenzen mit reellen Exponenten

Kann man fiir ¢ > 0 auch a” fiir beliebiges = € R definieren? Ja! Die Idee ist: Fiir jedes z € R
eine Folge (z,,) aus Q zu wihlen mit x,, — = und a® := lim a® zu definieren. Dazu ist zu

n—oo
zeigen:

— Die Folge (a®) konvergiert, und

— der Limes der Folge (a®*) héngt nicht von der Wahl der Folge (z,,) mit =, € Q und

x, — X ab.

Satz 5.2 Seia >0 und <@) Dn

eine Folge aus Q mit =~ — 0. Dann gilt aP»/ — 1.
qn qn

Beweis. Wir betrachten nur den Fall ¢ > 1 und 22 > 0 (a =1 ist offensichtlich; fiir a < 1

dn
1 1\ —pn/an
betrachtet man zuniichst o’ = — > 1; fiir Pn 0 beachte man a?n/t = <—> ).
a an a

Gilt fiir @ > 1 nicht aP"/9" — 1, so gibt es (wegen a?"/®>1 ein ¢ > 0 und eine Teilfolge

(Pry, /Qny,) Mit G, /Dny, > k und aPre/9% > 1 + . Daraus wiirde aber folgen
a = (aPm/ T ) /P > (14 €)% > 1+ ke,

was fiir grofle k nicht gelten kann. |

Satz 5.3 Seia > 0. Ist (z,,) eine Folge aus Q mit x, — = € Q, so gilt a® — a®.

xT

Beweis. Es gilt a® = a™ *a®. Wegen x,, — x — 0 gilt a® % — 1 und somit a* — a*. W

Satz 5.4 Seia > 0, x und y rational mit v < y. Dann gilt a® < a¥ fira > 1, a® > a¥ fiir
a<1.
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Der Beweis ist offensichtlich (man stelle z und y als Briiche mit gleichem Nenner dar).

Sei nun z eine beliebige reelle Zahl, (z,,) eine wachsende Folge aus Q mit x,, — x. Dann
ist auch (a™) monoton (fallend fiir a < 1, wachsend fiir ¢ > 1) und beschrénkt. Also ist
(a®™) konvergent in R. Ist (y,) eine beliebige Folge aus Q mit y,, — x, so gilt nach obigem
Satz wegen y, — x, — 0

a¥" = a¥" 7" a® — 1. lim a®",
n—oo

d. h. der Limes ist unabhéngig von der Wahl der Folge (solange sie gegen = konvergiert). Wir

definieren damit fiir a > 0 und z € R

a® := lim o® mit (z,) aus Q, z, — .
n—oo

Auflerdem definiert man 0 = 0 fiir alle x > 0. Man beachte, dass aufgrund der obigen
Resultate diese Definition fiir z € Q den alten Wert fiir a® liefert.

Satz 5.5 Auch fiir x,y € R (und a > 0) gilt die Potenzrechenregel a**¥ = a®a¥.

Der Beweis ergibt sich durch Grenziibergéinge mit rationalen Folgen (z,), (y,) mit =, — z,
Yn — Y.
Satz 5.6 Die Potenzfunktion (0,00) — R  — x2 ist fiir jedes o € R

streng wachsend fiir o > 0,

streng fallend fiir o0 <0

und =1 fiir o = 0. Die Exponentialfunktion R — R, z +— a® (a > 0)ist positiv fir alle x € R

und

streng wachsend fiir a > 1,

streng fallend fir a <1

und =1 fira=1.

Der Beweis ist einfach, erfordert aber etwas Aufwand (folgt aus der Tatsache, dass die Aus-

sagen fiir rationale g bzw. x gelten).

Ahnlich wie oben fiir rationale Folgen (z,) beweist man nun

Satz 5.7 Seia >0, (x,) eine reelle Folge mit x,, — x, dann gilt a® — a®; die Exponenti-

alfunktion ist stetig.

Damit kann man nun zeigen
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Satz 5.8 Fira >0 und x,y € R gilt o™ = (a”)Y.

Beweis. Seien (), (y,) rationale Folgen mit z,, — z, y, — y. Offenbar gilt
(a®™)¥% — (a®)¥F fiir n — oo.

Wegen (a® )V = a®n¥ gilt aber auch
(a®™ )Y — o™ fiir n — oo,

d.h. es gilt

(a®)¥F = a®¥».

Fiir £ — oo folgt daraus die Behauptung mit obigem Satz. |

5.3 Logarithmusfunktion

Mit der allgemeinen Potenz kann nun jede Gleichung z® = a (a > 0, € R) geltst werden:

Die Losung ist z = al/@.

Da x +— a® streng monoton und stetig ist, ist auch die Gleichung a* = b fiir a > 0
und b > 0 16sbar: a® nimmt beliebig grofie und beliebig kleine positive Werte an, nach dem
Zwischenwertsatz also alle positiven Werte. Wegen der strengen Monotonie nimmt sie jeden

Wert nur einmal an.

Die Losung der Gleichung a® = b mit a > 1 ist also eindeutig bestimmt und wird als
log,(b) bezeichnet, der Logarithmus von b zur Basis a (das ist also die Zahl z, fiir die a® = b
ist). Die Basis @ wird im folgenden immer > 1 vorausgesetzt. Wenn klar ist, welche Basis

gemeint ist, schreiben wir nur log.

Entsprechend den Rechenregeln fiir die Exponentialfunktion gilt fiir den Logarithmus

Satz 5.9 log(xy) = logz + logy, log r_ logx — logy, logx? = plogx. Die Logarithmus-
Y
funktion ist auf (0,00) streng wachsend mit logz < 0 fiir x <1 und logz > 0 fir z > 1.

777 und z¢ = a9, also

. . x
Beweis. Ist x =a° und y =a”, soist xzy = a7, =~ =a

log(zy) = o + 7 =logx + log y, logE =oc—717=logzx—logy, logz?=00=plogu.
Y

Der Rest folgt leicht aus dem bekannten Verhalten von x +— a”. |
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Satz 5.10 Die Funktion (0,00) — R, x +— logx ist stetig.

Beweis. Stetig bei xo = 1: Sei (x,,) eine Folge aus (0, 00) mit x,, — 1. Zu jedem € > 0 gibt es
ein ng mit a=¢ < x,, < a® fiir n > ng. Also durch Logarithmieren —¢ < log z,, < € fiir n > ng,
d.h. logz, — logl = 0.

Beliebiges x¢ > 0: Gilt x,, — xg, so folgt In 1, also log x,, — log xg = log (@> — 0 und

o o
somit log x,, — log . |

5.4 Exponentialfunktionen und Wachstumsprozesse

In Physik, Biologie, Chemie, Wirtschaft, . .. gibt es hdufig Wachstums— oder Abnahme (Zerfalls—
) Prozesse fiir eine zeitabhéngige Grofie u(t), fiir die in kleinen Zeitintervallen At ndherungs-
weise gilt

u(t + At) = u(t) + au(t) At = (1 + aAt)u(t)

mit einer Konstanten (Zuwachsrate pro Zeiteinheit) a # 0 (o = 0 ist uninteressant). Wenn
man annimmt, dass der Zuwachs aAtu(e) unmittelbar zum weiteren Zuwachs beitrigt, dann

wird der Prozess durch diese Gleichung umso besser beschrieben, je kleiner At ist.

Nehmen wir nun an, dass der Prozess vom Zeitpunkt ¢ = 0 bis zur Zeit T > 0 ablduft.

T
Zerlegen wir das Intervall (0,7") in n gleiche Teile und betrachten die Zeitpunkte ¢, = k—
n

fir k =0,...,n. Fiir ug := u(tg) sollte dann nidherungsweise gelten
T
Uy~ <1 + a—)uo,
n

T T\2
Uy ~ <1+a—)u1~<1+a—) u,
n n

T T\n
w(T) =uy ~ <1 —i—ag)un_l ~ <1 —i—ag) Uug.
7:4.6.07

T\n ..
Da (1 —|—a—> ... up auf Grund der obigen Uberlegung den Endzustand u(7") umso besser
n

beschrieben wird, je kleiner At = — ist, wird man vermuten:
n
T\n TN o7aT
u(T) = lim (1 + oz_) ug = lim {(1 + a_) T} ug.
n— oo n n—oo n

Die Umformung wurde so vorgenommen, dass der Ausdruck in der eckigen Klammer so

1\n
dhnlich aussieht, wie (1 + —> . Nun gilt fir o' > 0 fiir jedes n € N, wenn man k, € N so
n
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wiihlt, dass k, < —— < k,, + 1 gilt,
aoT

kn 1 n kn ’

Es gilt (wobei die Eulersche Zahl e hierdurch definiert ist 1°)

1
ap = (1 + —)n — e =2,71828... (Eulersche Zahl), 1!
n

also

1/aT
<(1+£>") ot (Hﬂyﬁe(ﬂ_
n n

Ahnlich verfihrt man fiir o7 < 0. Damit gilt:

n
Satz 5.11 Fiir jedes x € R gilt (1 + f) — €*. Fir obigen Wachstumsprozess haben wir
n
also

( ol T

w(T) = lim (14 7>nu0 = uge* .

n—oo
Es gibt tatsdchlich viele Prozesse, fiir die dieser Ausdruck eine sehr gute Beschreibung lie-
fert (die bekanntesten Beispiele sind wohl der radioaktive Zerfall und das Wachstum einer

Bakterienpopulation).

YFine andere Darstellung der Eulerschen Zahl ergibt sich aus der Exponentialreihe: e = D i'

"'Die Konvergenz ergibt sich aus der Tatsache, dass die Folge (a») wachsend (das ist auf Grund der obigen
Uberlegung, dass jeder Zuwachs gleich wieder zum weiteren Zuwachs beitrigt und nicht erst nach Ablauf einer
Zeiteinheit, auch ohne Beweis klar) und nach oben beschrinkt ist:

Wachsend: Es gilt fiir alle n € N
n+1
Any1 1+l lJrn+H B 1+l n n4+2
an n 1+% - n n+1ln+1
2 n+1 n+1
_ 1+l n® +2n _ 1+l 1— 1
n n2+2n+1 n (n+1)2

(Bernoullische Ungleichung)

1 1
14— 1—-— 1.
> (1+3) (-751)

Beschrinkt: Es gilt fiir alle n € N

a = (148 o (MY (M (M)
"o n) 1/ n 2)n2 7 \n/)nn

1 —-1) 1 —-1)...11
= 1+n—+m_+,“+u_
n 21 n? n! n”

(wegen n? >n(n—1)-...-(n—j+1) firj=1,...,n)

oo

"1 1
< Z 7 < Z 7 < oo (vgl. Aufgabe 1.5).
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Die so erhaltene Exponentialfunktion zur Basis e wird auch als e-Funktion oder einfach als
die Exponentialfunktion bezeichnet. Die zugehorige Logarithmusfunktion heifit der natirliche

Logarithmus (logarithmus naturalis), Logarithmus zur Basis e, log, = In.
Ist a = e® bzw. o = Ina, so ist fiir alle z € R

a? = (ea)z _ ezlna’ % — (ea)z/a _ az/lna_

Entsprechend ist
Inx
Inz = (Ina)(log, x) bzw. log,z = o
was man sofort sieht, wenn man In auf obigen Ausdruck fiir z = a* anwendet und log, auf

den Ausdruck fiir z = €.

5.5 Ubungen

5.1 a) Eine Bakterienpopulation habe eine Anfangsgrée «(0) = 10.000 und eine Wachs-
tumsrate von 10% pro Tag. Man gebe eine Formel fiir die Grofie u(t) der Population

nach der Zeit ¢ (in Tagen gemessen) an.

b) Wie grof ist die Population nach 10 Tagen? Wann hat sie sich verzehnfacht? (Expo-

nentialfunktion und Logarithmus kénnen mit dem Taschenrechner berechnet werden.)

5.2 Sei f : R — R eine Funktion. Gibt es ein ¢ € R und ein € > 0 so, dass f p—periodisch
ist fiir jedes p € (a,a + ¢). Dann ist f konstant.

5.3 Fiir jedes a > 1 wichst die Exponentialfunktion exp,(z) = a® , schneller als jede Po-
tenz“, d.h. zu jedem n € N existiert ein X,, € R mit o® > z" fir x > X,,.

Anleitung: Man zeige, es gibt ein X,, mit ({/a)* > z fir x > X,,.
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6 Differentiation

6.1 Motivation

Fine lesenswerte ausfiihrliche Darstellung zur Geschichte findet man in WOLFGANG WALTER,
Analysis I, §10).

Momentangeschwindigkeit: Ein Korper (z.B. ein Auto oder ein Liufer) bewegt sich
auf einer Strecke. Zum Zeitpunkt ¢ ist er am Ort u(t). Bewegt er sich im Zeitintervall [to, t1],

also von u(tg) nach wu(t1), so hat er in diesem Zeitintervall die mittlere Geschwindigkeit

u(tl) — u(to)
t —to

Meter pro Sekunde, m/s...).

(Entfernungseinheiten je Zeiteinheit, also zum Beispiel km pro Stunde, km/h,

Was ist aber Geschwindigkeit zu einem Zeitpunkt ¢ € (¢1,%2)? Dazu betrachtet man fiir
kleine h # 0 (positiv oder negativ) den Quotient

u(t 4+ h) —u(t)
-

Fiir sehr kleine h wird man erwarten, dass das ungefihr die Geschwindigkeit zur Zeit ¢ ist.

Existiert der Limes i .
)~ u(®)
h—0 h
so nennt man das die Momentangeschwindigkeit zur Zeit t (man beachte also, dass diese nur

dann definiert ist, wenn obiger Limes existiert).

Steigung einer Kurve: Sei f : (a,b) — R eine Funktion. Wenn f , hinreichend gutartig® ist,
ist der Graph Gy := {(x,f(x)) €R?:z € (a, b)} eine Kurve in R2. Fiir t und t + h € (a, b)

1st
fE+h)—f(t)
h
die Steigung der Sekante zwischen den Punkten (¢, f(¢)) und (¢t + h, f(t + h)) des Graphen

Gy, das gilt auch fiir negative h.12

Existiert der Grenzwert fn .
o SR = 70)
h—0 h
so wire das also die Steigung der Kurve im Punkt ¢, genauer die Steigung der Tangente im

Punkt (¢, f(¢)).

12Djes ist also offenbar der Tangens des Steigungswinkels der Sekante, hat also Werte zwischen —oo und
oco. Im Straflenverkehr wird die Steigung in Prozent gemessen und gibt an, wie grofl der Prozentsatz des
Hohenunterschiedes an der horizontalen gemessenen Entfernung ist. Dabei entspricht die Steigung 1 (also 45°)

100%, senkrecht wire also gewissermafien co%.
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Verdnderungsgeschwindigkeit: Allgemein kénnen wir also eine beliebige Grofle u(t) in
Abhéngigkeit von ¢ (z.B. der Zeit) betrachten. Wenn der obige Limes im Punkt ¢ existiert,
wire das die momentane Anderungsgeschwindigkeit der Grofie w zur Zeit ¢ (oder, wenn t
nicht die Zeit ist, beziiglich der Grofle t).

6.2 Definition der Ableitung

Sei f: (a,b) — R eine Funktion. Existiert fiir ein ¢ € (a,b) der Grenzwert

L SR = (1)

h—0 h ’

so nennen wir diesen die Ableitung von f im Punkt t; sie wird mit f/(¢) bezeichnet. Die
Funktion f heift dann im Punkt ¢ differenzierbar. Der Bruch (f(t + h) — f(t))/h heifit der
Differenzenquotient von f zu t und h. Der Limes wird auch als Differenzialquotient bezeichnet,

wobei wir hier nicht genauer auf diese Bezeichnung eingehen wollen (vgl. z. B. H. HEUSER:

Lehrbuch der Analysis, Teil 1, §46); hiermit héngt die Bezeichung ;l—J; fiir f/(t) zusammen.

f heiit differenzierbar, wenn es in allen Punkten von (a,b) differenzierbar ist; dann ist

offenbar f'(t) wieder eine Funktion. f heifit stetig differenzierbar, wenn f’ stetig ist.
Ist f im Punkt ¢ differenzierbar mit Baleitung f/(t), so gilt also

ft+h) = f(1)
h

F(E+h) = £(£) = hf'() = pi(h) mit

Ft+h) = f(t)+hf't)+ p(h).

—f'(t) =0 fiir h — 0,
et (h)
h

— 0 fiir h — 0,

Das bedeutet, dass f nahe ¢ sehr gut mit der linearen Funktion g(t+h) = f(t)+ hf’(t) iiber-

einstimmt. Fiir die letzte Beziehung sagt man deshalb auch: f ist bei ¢ linear approzimierbar.

Gilt andererseits
h
Ft+h) = f(t) + hm+ @ (h) mit % — 0 fiir h — 0,

so ist f bei t differenzierbar mit f'(¢) = m:

fern) 5@ _ el e o

h h
Damit gilt also:

Satz 6.1 f ist im Punkt t genau dann differenzierbar, wenn f bei t linear approzimierbar

ist. (Insbesondere ist damit offensichtlich, dass eine differenzierbare Funktion auch stetig ist.)
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Besonders einfache Funktionen kénnen wir sofort differenzieren:

Die Konstante Funktion: Die Funktion f(z) = c fiir alle x ist differenzierbar mit Ableitung
f'(xz) = 0. Dies ist offensichtlich, da alle Differenzenquotienten gleich 0 sind.

Die Identische Funktion: f(z) = x (diese Funktion wird auch mit id bezeichnet): In diesem
Fall sind alle Differenzenquotienten gleich 1. Also ist f differenzierbar mit f’(x) = 1. Ent-

sprechend sieht man, dass die affine Funktion f(x) = ax + b differenzierbar ist mit f'(z) = a.

Das Quadrat f(x) = 2% zu untersuchen ist schon etwas schwieriger.!® Seine Ableitung und

die beliebiger Polynome wird sich aus den unten vorgestellten Regeln sehr leicht ergeben.

Satz 6.2 (Satz von Rolle und Mittelwertsatz) a) Satz von Rolle: Ist f : [a,b] —
R stetig und differenzierbar in (a,b), f(a) = f(b). Dann gibt es ein & € (a,b) mit
f'(€) =0.

b) Mittelwertsatz: Ist f : [a,b] — R stetig und differenzierbar in (a,b), so gibt es ein
¢ € (a,b) mit

Beweis. a) Ist f(z) = f(a) fiir alle € (a,b), so ist f konstant, also gilt f'(z) = 0 fiir alle
x € (a,b). Gibt es ein x mit f(x) > f(a), so gibt es ein £ € (a,b) mit f(£) = max f. Fir alle
x € (a,b) gilt also f(z) < f(&), also

fE+h) = fx)
h

fE+h) = fx)

N <0 fir h > 0.

>0 fir h <0,

Da f differenzierbar ist, existiert der Grenzwert fiir h — 0, und dieser ist notwendig = 0.
b) Betrachten wir die Funktion

FO) = fla) g [a, b].

g(a) = fl@) — (o — =L

g ist differenzierbar mit g(a) = g(b) = f(a). Nach Teil a existiert ein & mit (vgl. Ableitung

der affinen Funktion weiter oben)

Das ist die Behauptung. |

1311’1 diesem Fall ist 1
4 f— H p— 2 p— 2 f— i =
f (x) = }LIHOI n {(l’ + h) T } ,1111101{237 + h} 2.
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Folgerung 6.3 a) Ist f : (a,b) — R differenzierbar mit f'(x) = 0 fiir alle z, so ist f

konstant.

b) Ist f: (a,b) — R differenzierbar mit f'(x) # 0 fiir alle x € (a,b), so ist f injektiv (aus
z #y folgt f(x) # f(y))-

c) Ist f'(z) > 0 (bzw. f'(x) < 0) fiir alle z € (a,b), so ist f streng wachsend (bzw. fallend).
8:11.6.2007

6.3 Differentiationsregeln

Satz 6.4 (Differentiationsregeln) a) Seien f,g: (a,b) — R differenzierbar (in xo),
a,b € R. Dann sind auch

(i) af + bg differenzierbar (in xy) mit
(af +bg)' (z) = af'(x) +bg'(x) (Linearitit),
(ii) fg differenzierbar (in xy) mit

(f9)'(x) = f'(x)g(x) + f(2)g'(x) (Produktregel).

(iii) g differenzierbar (in xq), falls g(x) #0 (bzw. g(xg) # 0) ist, mit

(Quotientenregel).

N, f@)glx) = fx)d (x)
(§> (@) = g(x)?

b) Sind f : (a,b) — R differenzierbar und g : (¢,d) — R differenzierbar mit f(x) € (c,d)
fiir x € (a,b), dann ist auch go f mit (go f)(z) := g(f(z)) differenzierbar und es gilt

(go f)(z) =g (f(x))f'(z) (Kettenregel)
(=dufSere Ableitung x innere Ableitung).

c) Ist f: (a,b) — R differenzierbar mit f'(x) > 0 oder f'(x) < 0 fir alle z aus (a,b), so

ist auch die Umkehrfunktion =1 differenzierbar mit

@) = gy b (P (F(@) = 5

Beweis. a) (i) Man schreibt den fraglichen Differenzenquotienten hin und sieht, dass beim

Grenziibergang das richtige FErgebnis herauskommt.
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(ii) Das gilt im Prinzip auch hierfiir. Hier die Rechnung
L fla gl +B) — F()g)

h—0 h
Eg%Kﬂx+m—f@Dmx+m+f@me+m—9@D}

g fla+h) - f(=) gz +h) —g(x)
:lm{ h h }

Da g stetig ist und die beiden Differenzenquotienten konvergieren, folgt daraus die Behaup-

g(xz +h) + f(z)

tung.
1
(iii) Wir betrachten zunichst den Spezialfall f = 1, also die Funktion —:
g
1 1 1 1 — h
lim —( — ) = lim 9(x) —9(x + )
h—0h\g(x+h) g(z) h—0 g(z + h)g(x) h

Wegen g(z) # 0 kann in beiden Briichen getrennt zum Limes iibergegangen werden. Das

1
liefert die Differenzierbarkeit von — und

1
Nun kann i als Produkt f - — aufgefafit werden, und die Produktregel liefert
g g

T

b) Unter Beriicksichtigung ob f(x + h) # f(x) oder f(x + h) = f(x) ist, folgt

g +h) = gf@) fe+h) —f@)
o(f@+h) —g(f@) _ |~ Farn) = f@) h falls fla+h) # f(@),
: 0= () T =S falls £z + 1) = f(z).

Da g im Punkt x differenzierbar ist, ist die Funktion

g(f(z+h)) —g(f(x))
b { Fath) —f@) falls f(x + h) # f(x),
g (f(z)) falls f(x + h) = f(x)

stetig bei h = 0. Also kann oben der Grenziibergang h — 0 vollzogen werden und liefert

L 9@+ 1)~ g(f @)

h—0 h

=g (f(x))f'(z),
was zu beweisen war.

c¢) Nach Teil b der obigen Folgerung existiert die Umkehrfunktion f~!. Da der Graph von
f~! sich aus dem Graphen von f durch Spiegelung an der Diagonalen y = z ergibt, ist der
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Tangens des Steigungswinkels des Graphen von f~! im Punkt y = f(z) gerade der Kehrwert
der Steigung des Graphen von f im Punkt x, d. h.

(f ) = = baw. (f7) (f(x)) =

6.4 Ableitungen elementarer Funktionen

Satz 6.5 (Ableitung von Potenzen) Fir f,(z) = 2™ mit n € N gilt f/(z) = na" L.

Bewers. Zumindest fiir n = 2 und 3 kann man das miihelos direkt zeigen. Eleganter geht es

mit Hilfe der Produktregel und einer Induktion nach n.

Fiir n = 1 ist die Aussage bereits bekannt.
n = n + 1: Gilt f/(z) = na"!, so folgt mit der Produktregel

Foir(@) = @ ful@)) =1-a" +2-n-2"" = (n+ .

Das ist die gewiinschte Aussage fiir f,+1. |

Satz 6.6 (Ableitung von Sinus und Cosinus) Die Funktionen sin und cos sind dif-
ferenzierbar mit

./ / .
sSin. = COs, COS = —SsIn.

Bewets. Zunichst zeigen wir, dass sin und cos im Nullpunkt differenzierbar sind:

Wegen |sinh| < |h| und |tan h| > |h| (vgl. Kap. 3) gilt

tan h 3in A
coshgﬂ oshzsm <1.
Da beide Seiten fiir h — 0 gegen 1 konvergieren, folgt
inh — sin 0 sin h
in’(0) = lim T — 1 = cos(0).
sin’(0) Jim - Jim cos(0)
h? cosh—1 h

Wegen 1 > cosh > 1 — 5 (vgl. Kap. 3) folgt 0 > — > —5 also

cos'(0) = Tim cosh —cos0  cosh—1

lim . = . — 0 = —sin(0).
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die allgemeinen Aussagen folgen nun mit Hilfe der Additionstheoreme:

1 1
—(sin(x—i—h) — sinx) = E{sinxcosh—i—cosxsinh—sinx}

h
h—1 inh
= sinxL—i—cosx&—mzosx fir h — 0,
h h
1 1
E(cos(x—i—h) —cosx) = E{cosxcosh—sinxsinh—cosx}
h—1 inh
= cosx%—sinxsm — —sinz fir h — 0.

Satz 6.7 (Ableitung der Exponentialfunktion) Die Exponentialfunktion exp ist dif-

ferenzierbar und es gilt exp’ = exp.

Bewers. Wieder untersuchen wir zunéichst die Differenzierbarkeit im Nullpunkt.

h
Fiir jedesn € Nund h > 0 gilt (1+ —)"=1+h+...> 1+ h, also ist auch
n

n—0o0

exph = lim <1+%>n21—|—h.

Andererseits gilt fiir jedes n und kleine h > 0

A h  n(n—1)h\2 nn—1)---1/h\n
(1) = reng e == () e ()
1_hn+1 1
< "<
< 1+h+...+h" < T <1-n
. 1 . .
und somit exp h < 7 also fiir kleine A > 0
. 1
(1—|—h)—1<exp(h)—1<1_h_ __h
h - h - h (1—h)h

Fiir h — 0+ gehen beide Seiten gegen 1 = exp(0), d. h.

. exp(h)—1
1 —=1= .
= exp(0)
Damit folgt auch fiir den Grenzwert von links
.exp(h) -1 1 —exp(—h)
i ———— = lim exp(h)——
- h) —1 h)—1
= lim exp(—h)M = lim exp(—h)M =1 =exp(0).

h—0+ —h h—0 h
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Also ist exp im Nullpunkt differenzierbar mit exp’(0) = 1 = exp(0). Mit Hilfe der Funktio-
nalgleichung folgt

exp(h) — 1

exp’(z) = lim exp(z +h) = exp(r) = lim

h—0 h h—0 = exp(2).

Das ist die Behauptung. |

Hiermit wird die grofle Bedeutung der Exponentialfunktion deutlich. Sie ist Losung der Dif-
ferenzialgleichung

y' =y ( mit dem Anfangswerty(0) = 1).
Gibt man einen beliebigen Anfangswert y(0) = yo vor, so ist
y(x) =yoexpw

die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems (AWP)

y =y y(0)=uo.
Entsprechend hat das AWP

/

y =ay, y(0)=uyo
die eindeutig bestimmte Losung

y(x) = yo exp(ax).
Allgemeiner hat die lineare Differenzialgleichung n—ter Ordnung (y(o) =)

vt anay" T 4+ agy@ =0

u.a. die Losungen exp(Az), wobei A die Nullstellen des charakteristischen Polynoms A" +
1 A" 1+ ...+ a1+ ag = 0 sind.

6.5 Einfache Beispiele

Fiir f(z) = sin2? erhilt man mit der Kettenregel
f(z) = sin’(z%)(2?) = 2z cos z.

Mit Hilfe des Satzes iiber die Ableitung der Umkehrfunktion folgt fiir In = exp™!

' (2) 1 1 1
n'(z) = = =—.
exp/(Inz)  exp(lnz) =

Entsprechend erhilt man fiir sqrt(z) := /z (fiir 2 > 0) als Umkehrfunktion von f(z) = x?
1 1 L _1lap

f!(sart x) T 2sqrtz 2\/x 2"

sqrt’(z) =



6 DIFFERENTIATION 99

Es fallt auf, dass also auch fiir 22/2 die Ableitung (wie fiir ganzzahlige Exponenten) durch
1 "

—gl/21 gegeben ist. Ahnlich kann man fiir beliebige Wurzeln 2!/™ verfahren; das gilt aber
noch viel allgemeiner:

Fiir f(z) = 2 = exp(alnx) folgt mit der Kettenregel:

a—1

fl(z) =exp’(alnz)-a-z=2%a - — =2

SH R

Fiir f(z) = a” = exp(zlna) (mit a > 0) folgt ebenfalls mit der Kettenregel
f(z) =exp/(xlna) - Ina=a"Ina

(die Verallgemeinerung der Formel (e*)" = e®). 9:18.6.07

6.6 Ubungen

6.1 Wo sind die folgenden Funktionen differenzierbar (man skizziere die Funktionen und

begriinde die Differenzierbarkeit und die Nichtdifferenzierbarkeit):

a)

—zx fir z <0,

T fiir x > 0.

) = lal = {

0 firx<0,
9(x) :=

x?  fir x > 0.
6.2 Sei g : (0,00) — R stetig differenzierbar.

a) Man zeige, dass dann

f(x) = 2

0 fir x <0,
xsing(x) firxz >0

differenzierbar ist und berechne die Ableitung in allen Punkten.

1
b) Mit g(x) := = ist die Funktion f aus Teil a nicht stetig differenzierbar.

6.3 Sei f: (a,b) — R differenzierbar.

a) Ist f/(z) # 0 fiir alle z € (a,b), so ist f injektiv.

b) Ist die Voraussetzung von Teil a in einem Punkt verletzt, so ist die Behauptung i. allg. falsch.

6.4 a) Ist f: (a,b) — R stetig und injektiv, so ist f streng monoton.
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b)

6.5

Ist f differenzierbar mit f’(x) # 0 fiir alle « € (a,b), so ist f'(x) > 0 fiir alle z € (a,b)
oder f'(z) < 0 fiir alle z € (a,b).

Der hyperbolische Cosinus (cosh) und der hyperbolische Sinus (sinh) sind definiert durch

1 1
coshz := 5(6”3 +e "), sinhz:= 5(633 —e 7).

Man zeige: cosh? z — sinh? z = 1.
Man bestimme die Ableitung von cosh und sinh.

Man zeige: sinh ist streng wachsend (also bijektiv) und surjektiv, und skizziere die
Graphen von sinh und cosh.

1
Anleitung: Verwandle 5(696 — e %) =t in eine quadratische Gleichung fiir e*.

Man zeige: sinh 1 (t) = In(t + V2 + 1).



7 EXTREMWERTE REELLER FUNKTIONEN 61

7 Extremwerte reeller Funktionen

Aus dem Abschnitt iiber stetige Funktionen wissen wir: Ist f : [a,b] — R stetig, so gibt es

mindestens ein x,, und ein x;; mit

flzm) < f(x) < f(zpy) fiir alle x € [a,b],

d.h. f nimmt in z,, (aber i. allg. nicht nur dort) sein Minémum und in x s (aber i. allg. nicht

nur dort) sein Maximum an.

Hier geht es nun um die Frage, wie man diese Minima und Maxima (allgemeiner: Extrema)
finden kann. Es wird sich zeigen, dass sich diese Methode nur eignet, Extrema im Innern des
Intervalls zu finden. Es muf} ggf. anschliefend tiberpriift werden, ob nicht in einem Randpunkt
ein Extremum vorliegt. Die Sétze sind deshalb stets fiir Funktionen auf einem offenen Intervall

formuliert.

Sei f : (a,b) — R eine Funktion. Man sagt f hat in zg € (a,b) ein lokales Mazximum

(bzw. Minimum), wenn ein € > 0 existiert mit
f(x) < f(zo) (bzw. f(z) > f(xg)) fir alle z € (a,b) mit (x —xp) < &;

f hat in z¢ € (a,b) ein strenges lokales Mazimum (bzw. Minimum), wenn ein € > 0 existiert
mit

f(z) < f(zo) ( bzw. f(z) > f(xo)) fiir alle z € (a,b) mit 0 < |z — x| < e.
Entsprechend spricht man von einem globalen Maximum (bzw. Minimum) oder einem stren-

gen globalen Maximum (bzw. Minimum), wenn die entsprechenden Ungleichungen fiir alle

x € (a,b) bzw. fir alle z € (a,b) \ {zo} gelten.

Die allgemeinen Sétze werden nur Aussagen iiber lokale Extrema liefern. Um ggf. her-
auszufinden, wo das globale Extremum vorliegt, miissen die so gefundenen lokalen Extrema

miteinander verglichen werden.

Wir formulieren zunéchst eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines lokalen Ex-
tremums einer differenzierbaren Funktion. Dieses muf} also erfiillt sein, wenn {iberhaupt eine

Chance bestehen soll, dass dort ein Extremum vorliegt:

Satz 7.1 (Notwendige Bedingung fiir Extremum) Die Funktion f : (a,b) — R ha-

be in xo € (a,b) ein lokales Extremum, und f sei in xq differenzierbar. Dann ist f'(x¢) = 0.

Beweis. O.E. betrachten wir den Fall des Maximums: Es gibt also ein € > 0 mit

f(x) < f(zo) fir alle x € (a,b) mit |z — xo| < e.
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Also ist fiir |z — zo| < &

f(z) — f(zo) {Z 0 fiir z < xp,

T — Xy <0 fir x> zg.
Da
(o) = lim f(x) = f(xo)
-0 T — To
existiert, muf} gelten f’(zg) = 0. ]

Dass die Bedingung f’(z() nicht ausreicht, um das Vorliegen eines Extremums zu garantieren,

zeigt das einfache

Beispiel 7.2 f: R — R, f(x) = 2. Die Ableitung f'(x) = 322 verschwindet in 2o = 0
(und nur dort). Aber natiirlich hat die Funktion dort kein Maximum und kein Minimum: Fiir
alle x < 0ist f(z) < 0 = f(zo), fiir alle x > 0 ist f(xz) > 0 = f(zo). (Tatséchlich hat diese

Funktion iiberhaupt kein Extremum.) O

Eine fiir viele (um nicht zu sagen die meisten) Félle ausreichende hinreichende Bedingung fiir

ein Extremum liefert der

Satz 7.3 (Hinreichende Bedingung fiir ein Extremum) Sei f : (a,b) — R stetig

differenzierbar in einer Umgebung von xo mit f'(zo) = 0 und zwei mal differenzierbar in xo'*

mit f"(xg) < 0 (bzw. f"(zg) > 0). Dann liegt fir f in xo ein strenges lokales Mazimum

(bzw. Minimum) vor.

Beweis. Wir betrachten o. E. den Fall f”(z¢) < 0. Wegen f’(z¢) = 0 und f"(x) < 0 gilt

lim M: lim M

rT—=r0 T — X T—T0 r — X0

= f”(xo) < 0.
Also gibt es ein € > 0 mit

ff(x) >0 fir zp—e<z<uzg,

flx) <0 fir xg<z<x+e.

Nach dem Mittelwertsatz gibt es also fiir jedes x € (xg — €,z + €) ein &, zwischen = und x

mit

1d.h. es gibt ein n > 0 so, dass f in (zo — 0, 2o +n) differenzierbar ist, f’ : (xo —n, 20 +1) — R, x +— f'()
ist also wieder eine Funktion, und diese sei im Punkt z¢ differenzierbar. In den meisten konkreten Féllen wird

f auf ganz (a, b) stetig differenzierbar und f’ auf ganz (a,b) zumindest differenzierbar sein.
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f(@) = f(zo) = f'(&)(x — x0) <0,

da jeweils ein Faktor positiv und einer negativ ist. Also gilt f(z¢) > f(x) fir alle z € (a,b)
mit 0 < |z — x| < e. [ |

Bemerkung 7.4 Man beachte, dass im Fall f/(x¢) = f”(z0) = 0 die Situation nicht ohne
weiteres entscheidbar ist. Hiufig helfen dann weitere Ableitungen: ist auch f®) (z9) = 0 und
F® (z0) <0 (baw. f¥(2) > 0), so liegt ein strenges lokales Maximum (bzw. Minimum) vor.
Ist dagegen f() (xo) # 0, so liegt bei zp kein Extremum vor (sondern ein Wendepunkt des
Graphen, d. h. die Kriimmung der Kurve wechselt in diesem Punkt von rechts nach links oder
umgekehrt.). Entsprechende Aussagen sind mit noch hoheren Ableitungen moglich, spielen

aber praktisch kaum eine Rolle.

Beispiel 7.5 f(z) = 2* — 2%, f'(z) = 423 — 2z, f"(z) = 122% — 2.

Kandidaten fiir Extrema sind die Nullstellen von f’, also

1
r1=0 und z93=+—1.

V2

In diesen Punkten gilt
f(@1) =-2<0, f'(x9/3) =4>0.

Also liegt bei 1 = 0 ein strenges lokales Maximum (f(0) = 0, natiirlich kein globales Ma-

1
ximum), bei z5/3 = £—= jeweils ein strenges lokales Minimum. Letztere sind die globalen

V2

1 1 1
- o . _ — 1y O
Minima (mit gleichem Funktionswert f < \/5) =f ( \/5) 4)

Beispiel 7.6 f(z) =23 2% f'(z)=32?—-2x, f’(z)=06x—2.
Die Nullstellen von f’ sind
2
r1 = 0, Tro = g
Dort gilt
(@) =-2<0, f"(xg)=2>0.

2
Also liegt bei z; = 0 ein strenges lokales Maximum (f(0) = 0), bei 9 = 3 ein strenges lokales

2
Minimum vor (f (§> = —4/27). Globale Extrema gibt es nicht. 0

Mit Hilfe der hinreichenden Bedingung lafit sich die notwendige Bedingung etwas schérfer

formulieren:
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Satz 7.7 f: (a,b) — R habe in xq ein lokales Mazimum (bzw. Minimum). Ist f in einer

Umgebung von xq differenzierbar und im Punkt xg zwei mal differenzierbar, so gilt

f(x0)=0 und f"(x0) <0 ( bzw. f"(xg) > 0).

Beweis.  f'(xz9) = 0 wurde bereits oben (Satz 7.3) gezeigt. Im weiteren betrachten wir
o.E. den Fall des Maximums: Wére f”(zg) > 0, so wiirde nach Satz 7.1 ein strenges lokales

Minimum vorliegen, ein Widerspruch. Also ist f”(zq) < 0. [ |

Beispiel 7.8 Welches Rechteck mit vorgegebenem Umfang U hat die grofste Fliche F'?

1
Ist eine Seite des Rechtecks x, so ist die andere §U — z, also die Fléche
1 1
F(x) = x(aU - x) =—z2+ §Ux.

Die Ableitung von F ist
1
F'(x) = =2z + §U.

1
Als Nullstelle von F’ kommt also nur = ZU fiir ein Extremum in Frage. Die zweite Ableitung
1 1
ist F"(z) = —2, also ist insbesondere F”(ZU> =—-2<0.Beiz = ZU liegt also das (globale)
1
Maximum vor. Da dann auch die zweite Seite ZU ist, hat also das Quadrat mit Seitenlédnge

1 1 1
ZU die maximale Flache F<ZU> = 1—6U2.15

Natiirlich kénnte man sich hier, wie in vielen anderen Fillen, die Uberlegung mit der
zweiten Ableitung sparen. Da F'(z) eine nach unten gedffnete Parabel ist, kann es nur eine

Stelle mit Ableitung 0 geben, und diese ist ein globales Maximum.

Man kann die Frage auch umgekehrt stellen: Welches Rechteck mit vorgegebener Fliche
F hat den kleinsten Umfang? Eine Seite z, Umfang U(z) = 2z + 2F/x, U'(z) = 2 — 2F /22,
U'(x) = 0 liefert © = /F (die Losung —/F kommt nicht in Frage). Wegen U”(x) = 4F/2®
ist U"(vF) > 0, d.h. x = V/F ist das Minimum; auch die zweite Seite ist \/z, der Umfang
U(VF)=4VF. O

Beispiel 7.9 Welches in den Einheitskreis einbeschriebene Rechteck hat die grofite Fliche?
Es wird sich wieder zeigen, dass dies das Quadrat ist (mit Seitenlinge v/2). Man kann das

15Gibt es auch ein Rechteck mit Umfang U und minimalem Flicheninhalt? Die Funktion F hat natiirlich kein

Minimum (nach unten geéfinete Parabel). Durch die Problemstellung ist allerdings F' nur auf dem Intervall

[0,U/2] definiert. Fiir z = 0 und = = % erhélt man F' = 0.
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4 — x2

Abbildung 10: Grofites Rechteck im Kreis

schon aus einer Skizze vermuten (oder beweisen?): Dazu zeichnet man sich ein Rechteck mit
zwei verschiedenen Seiten ein. Wenn man dann daraus ein Rechteck mit groflerer kleiner
und kleinerer grofler Seite macht, erkennt man, dass gréfiere Fliachenstiicke hinzugenommen
werden, als weggeschnitten werden. Um den Beweis zu vervollstdndigen, mufl man sich aller-

dings zusétzlich vergewissern, dass es iiberhaupt ein einbeschriebenes Rechteck mit maximaler
Fléche gibt.

Aber nun zur Rechnung: Ist eine Seite des Rechtecks = (natiirlich kommen nur Werte aus
[0,2] in Frage), so ist (Rechtwinkliges Dreieck, dessen Katheten die beiden Rechtecksseiten
sind und dessen Hypothenuse ein Durchmesser des Kreises ist) die zweite Seite V4 — z2. Die
Fléche dieses Rechtecks ist

F(z)=zv4—22, Fl(z)=V4—22—

22
Va— 22

Zur Bestimmung der Nullstellen multipliziert man F’(x) mit v4 — 22 # 0 und erhélt die
Gleichung
4—a?—22=0, 22%=14, = +V2.

Natiirlich kommt als Seitenlinge nur x = ++/2 in Frage.

Zur Bestéatigung, dass es sich um ein Maximum handelt, berechnen wir

—x 22V4 — 22 + 23 /\/4 — 22

F”(x) = m_ 4 — 2
1 2 2 3
= m{—x(4—x)—2x(4—x)—x}<0

fiir alle 2 € (0,2), also insbesondere F”(1/2) < 0. Bei = /2 liegt also ein Maximum vor.
Die zweite Seite ist ebenfalls \/4 — \/52 = \/5, d. h. es handelt sich um ein Quadrat.
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B/
Al
A |

b a
- B
¢ /b
v b
X C B/

Abbildung 11: Reflexionsgesetz

Da x = /2 die einzige Nullstelle von F’ in (0,2) ist, und da F(0) = F(2) = 0 ist, ist
z = v/2 das globale Maximum.

Dass es sich um ein Maximum handelt, ist auch ohne zweite Ableitung leicht zu sehen,

da F' in den Randpunkten 0 und 2 verschwindet und in (0,2) strikt positiv ist. a

Beispiel 7.10 Gegeben sei eine Gerade g in der Ebene und zwei Punkte A die auf der
gleichen Seite der Geraden liegen. Wie verlauft der kiirzeste Weg von A nach B, der g beriihrt?

Zur Vereinfachung der Rechnung sei g die x—Achse, A im Abstand a auf der positiven
y—Achse, B habe die Koordinaten (c,b). Der Punkt, in dem die x—Achse beriihrt wird sei
(,0).

Dann kann die Lange des Weges S von A nach B durch = ausgedriickt werden:

S(m):\/a2+x2+\/(c—x)2+b2.

Die Ableitung ist
c—x

x
Va2 B \/(c—x)Q—i—bQ.

Setzen wir S’(x) = 0, so erhalten wir

S'(z)

zy/(c—x)2+b = (c—2x)Va®+ 22,
2 {c—a)’ +*} = (c—2)*(a®+2?),

22b?

a b
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Aus der letzten Gleichung kann natiirlich = ausgerechnet werden, z = ac/(a+0b). Interessanter

ist aber, was die letzte Gleichung aussagt:

Tangens des Einfallwinkels o = Tangens des Ausfallwinkels 3,
also

Einfallwinkel o« = Ausfallwinkel (3,

d.h. der kiirzeste Weg geniigt dem Reflexionsgesetz.'6 a

Dass nicht immer die Bestimmung des Extremums mit Hilfe der Analysis der einfachste Weg

ist, zeigt das folgende

Beispiel 7.11 Welches in einen Kreis einbeschriebene n-Eck ist das flichengrofite? Die
Vermutung, dass dies das regelméflige n—Eck ist, liegt nahe. Tatséichlich ist offensichtlich,
dass jedes nichtregelméfliige n—Fck so veréndert werden kann, dass die Fliache grofler wird.
Dazu wéhle man zwei verschiedene benachbarte Seiten und die Diagonale, die diese Ecke ab-
schneidet. Dann ist elementargeometrisch klar, dass die Fliache des abgeschnittenen Dreiecks

vergrofiert wird, wenn man die Seiten des Dreiecks gleich wihlt (die Hohe wird vergrofert).

Wenn man jetzt noch weiss, dass es tatséchlich ein einbeschriebenes n—Eck mit maximaler

Fldche gibt, dann folgt, dass dieses regelméiflig ist, denn sonst kénnte man es vergrofiern.

Der Existenzbeweis fordert allerdings etwas Analysis: Da die Fliache jedes der einbeschrie-
benen n—FEcke kleiner als die Kreisfliache ist, existiert das Supremum F'. Es gibt also eine Folge
(Sk) von n—Ecken mit F(Sy) — F fiir k — oo. Die Ecken jedes der n—Ecke denken wir uns
in mathematisch positiver Richtung durchnumeriert. Dabei kénnen wir o. E. annehmen, dass
die erste FEcke immer auf der gleichen Stelle liegt. Die Folge der zweiten Ecke enthélt eine
konvergente Teilfolge!”. Die verbleibende Folge der dritten Ecken enthilt eine konvergente
Teilfolge . ... Nach n — 1 Schritten haben wir eine Teilfolge, bei der alle Ecken konvergieren.
Also konvergiert die entsprechende Folge der n—-Ecke gegen ein n—Eck, das die Fliche F' hat.
O

6Man kann dies auch sehr einfach elementargeometrisch sehen: Dazu spiegelt man B an der & —Achse und
erhilt einen Punkt B’ unterhalb der z—Achse. Die kiirzeste Verbindung von A nach B’ ist natiirlich die Gerade.

Riickspiegelung des Geradenstiicks von = nach B’ liefert das Ergebnis.
"Da die Kreislinie mit dem Intervall [0, 27] oder [0,27r] identifiziert werden kann, kann die Folge dieser

Eckpunkte als Folge in [0, 27] betrachtet werden und hat dort (Bolzano—Weierstraf}) eine konvergente Teilfolge.

10:25.6.07
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7.1 Ubungen

7.1 Gegeben ist die Funktion
f:1-3,3 =R, f(z)=2®-3z

Man bestimme die lokalen und globalen Extrema (Randpunkte nicht vergessen). Die lokalen
Extrema in (—3, 3) bestitige man sowohl mit Hilfe der zweiten Ableitungen als auch aus dem

globalen Verhalten des Graphen von f.

7.2 Man bestimme Radius » und Hoéhe h einer Dose ohne Deckel mit 1¢ Volumen mit

minimalem Materialbedarf.

7.3 Ein Korper rutscht reibungsfrei aus h Meter Hohe auf einer schiefen Ebene zu einem
a Meter entfernten Punkt P. Wie mufl man h wéhlen, damit der Punkt P moglichst schnell
erreicht wird?

Hinweise: Ist die Erdbeschleunigung g und der Neigungswinkel «, so ist die Beschleunigung

b in Richtung der schiefen Ebene b = gsin a (Begriindung!). Der in der Zeit ¢ zuriickgelegte
1
Weg ist §bt2.

7.4 a) Unter den Dreiecken mit fester Fliche F' hat das gleichseitige den kleinsten Um-
fang.

b) Wie grof ist der Umfang dieses Dreiecks?
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8 Integration

8.1 Stammfunktion

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, die Integration einzufiihren, insbesondere

— als Umkehrung der Differentiation, und

— iiber sogenannte Riemann—Summen.

Hier gehen wir zunéchst den Weg iiber die Umkehrung der Differentiation.

Sei I C R ein Intervall (offen, abgeschlossen, halboffen, beschrénkt, unbeschrinkt), f :
I — R eine Funktion. Eine Funktion F' : I — R heif3t eine Stammfunktion oder unbestimmies
Integral von f, wenn sie in jedem Punkt von I differenzierbar ist (einseitig differenzierbar in
einem Randpunkt, wenn er zu I gehért) mit F'(x) = f(z) fiir alle x € I. Die Stammfunktion

F einer Funktion f ist bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt.

Satz 8.1 Ist F eine Stammfunktion von f, so ist eine Funktion G genau dann Stammfunkti-
on von f, wenn ein ¢ € R existiert mit G = F + c. (Insbesondere ist also eine Stammfunktion
eindeutig bis auf eine beliebige additive Konstante.)
Beweis. <=:1Ist G = F + ¢, so ist G differenzierbar mit
G=F+0=F =f,

d.h. G ist ebenfalls Stammfunktion von f.
<: Ist auch G Stammfunktion von f, so ist

(G-F)=G-F=f-f=0,

also ist G — F konstant (vgl. Folgerung 6.3a). |

Jedes Ergebnis einer Differentiation liefert uns eine Funktion, fiir die wir eine Stammfunktion

angeben koénnen, insbesondere ist

e cx eine Stammfunktion der konstanten Funktion c,

1
a+1

® a+1

2% eine Stammfunktion von z® fiir a # —1,
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In eine Stammfunktion von z 1,

exp eine Stammfunktion von exp,

sin eine Stammfunktion von cos,

e cos eine Stammfunktion von — sin.

Viele einfache Funktionen, wie z. B. Inx oder z sin x, haben wir bisher nicht als Ergebnis
einer Differentiation erhalten. Haben sie auch eine Stammfunktion? Und wie kann man sie

gef. finden?

Dazu ist es giinstig, eine Schreibweise einzufiithren, deren genauere Bedeutung spéter

erkennbar wird. Wir schreiben

/ f fiir eine (beliebige) Stammfunktion von f.

(Da Stammfunktionen nur bis auf Konstanten eindeutig sind, gelten also entsprechend Glei-
chungen auch nur bis auf Konstanten; das Symbol [ f ist nur bis auf eine Konstante eindeutig

bestimmt).

Satz 8.2 (Partielle Integration) Sind u und v stetig differenzierbar, so gilt

/u'v:uv—/uv'.

(Um also eine Stammfunktion des Produkts v'v zu finden, miissen wir eine Stammfunktion u
von u' finden, wir miissen v differenzieren, und schlieflich miissen wir eine Stammfunktion
von wv' finden. U.U. mufl man uv' wieder als ein — i. allg. anderes — Produkt darstellen, und
dies nach dem gleichen Schema behandeln. Das klingt kompliziert, fiihrt aber oft einfach und

schnell zum Ziel.)

Beweis. Da [wuv' eine Stammfunktion von uv’ ist, erhélt man durch Anwendung der Pro-

duktregel auf uv:

d / / / / /
d—uv— uv ) = UV + UV —uUv = U,
T

womit die Behauptung bewiesen ist. |

Beispiel 8.3 Wir bestimmen eine Stammfunktion von f(z) = xsinz. Setzen wir v(z) = x

und u/(z) = sinz, so folgt

/(sinx)-x = (—cosx)x + /cosx = —zcosT + sin .
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Man iiberpriife das Resultat durch Differentiation von —x cos z +sinz. (Natiirlich hétte man

auch versuchen kénnen, v(z) = sinz und «/(z) = x zu wihlen; der neue Integrand wire dann

22 cos x, also komplizierter als der urspriingliche Integrand. Dieser Weg fiihrt also nicht zum

Ziel.) O

Beispiel 8.4 Wie bestimmt man eine Stammfunktion von Inz? Hier machen wir aus Inx
kiinstlich das Produkt 1-1nz und erhalten

1
/1-lnx:mlnx—/x-—:xlnx—/lzmlnm—x.
x

Man iiberpriife wieder das Resultat. a

8.2 Existenz einer Stammfunktion

Abgesehen davon, dass es offenbar i.allg. relativ schwierig ist, eine Stammfunktion zu fin-
den, stellt sich die Frage, welche Funktionen iiberhaupt eine Stammfunktion besitzen, oder

wenigstens eine allgemeine Klasse von Funktionen zu finden, die Stammfunktionen besitzen.

Satz 8.5 I C R ein beliebiges Intervall. Jede stetige Funktion f : I — R besitzt eine Stamm-

funktion.

Beweis. Die Stammfunktion F' von f werden wir dadurch finden, dass wir fir F(x) die
Fliche zwischen z—Achse und dem Graphen der Funktion f zwischen einer fest gewéhlten
Abszine a und x wihlen. Dabei werden Flichenstiicke unterhalb der x—Achse negativ gezahlt

und Flédchenstiicke links von a mit umgekehrtem Vorzeichen als die rechts von .
Wie bestimmen wir nun fiir ein festes b (zunéchst rechts von a) die Fliche F(b)?

Eine Untersumme fir F(b) erhdlt man, indem man eine Zerlegung a = 2o < 21 < ... <

xp, = b des Intervalls [a, b] wihlt und Zahlen ¢y, ..., ¢, mit
¢; < f(z) fir z € [xj_1, 2] <z.B. ¢; =min{f(z) :z € [xj_l,xj])

und definiert die Untersumme von f zur Zerlegung {zo, ..., xn;c1,..., ¢y} durch

n

S*(f;xo, ey i Cly ... ,Cn) = ZC]‘(.%']‘ — xj—l)-

j=1

Entsprechend definiert man Obersummen

S*(fixoy. .oy Tpsdy, ... dy) = Zdj(ﬁﬂj —Zj_1)
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mit
dj > f(x) fiir xz € [xj_l,xj] (Z.B. dj = max{f(m) 1T e [xj_l,xj]}).
Offenbar gilt

jede Untersumme < jede Obersumme.

Insbesondere sind die Obersummen nach unten, die Untersummen nach oben beschrinkt,

und es gilt
sup aller Untersummen < inf aller Obersummen.

Weil f stetig ist, gibt es Untersummen und Obersummen, die sich beliebig wenig unterschei-
den.'® Also gilt

sup aller Untersummen = inf aller Obersummen.

Diesen gemeinsamen Wert bezeichnen wir als die gesuchte Fléche

b
F(b) :/f(x)dx

( fab f(z) dzx wird auch als bestimmtes Integral von f {iber [a, b] bezeichnet). Wir haben damit

(jetzt mit variablem x statt b) eine neue Funktion
€T
F:I1—-R, F(x):= /f(t)dt.
a

Diese Funktion ist differenzierbar mit F'(x) = f(z), denn es gilt (zunichst fiir A > 0)

< hmax{f(t):t € [z,z+ h]},

F(x+h) — F(x) { > hmin{f(t) : t € [z,z + h}.

Wegen
max{f(t) te [x,x—i—h]} — f(x)
fir h — 0
min {f(t) te [m,x+h]} — f(x)

18Das ist nicht ganz so einfach, wie man vielleicht auf den ersten Blick glaubt: Zunéchst muss man wissen,
dass eine stetige Funktion auf einem beschrinkten abgeschlossenen Intervall (hier [a, 2] bzw. [z, a]) gleichmdifiig
stetig ist, d. h.
VI>036>0V,y. mit |ly—z <4 gilt |f(y) — f(z)] <e.

Damit folgt die Behauptung leicht.
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folgt daraus
1
=(Fa+h) = F(2)) = f(x).
(Man mache sich klar, dass das auch fir h < 0 gilt). Damit ist gezeigt, dass jede stetige

Funktion f: I — R eine Stammfunktion

Pla) = / F(t)dt

hat; eine andere Wahl von a bewirkt lediglich eine additive Konstante. |

Satz 8.6 (Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung) Ist f stetig und
F eine (beliebige) Stammfunktion von f, so gilt fir das bestimmte Integral fabf(x) dx

b
[ t@)de=F o) - Fl@).

Beweis. Dies gilt zuniichst fiir die oben gefundene spezielle Stammfunktion. Da sich eine
beliebige Stammfunktion nur um eine additive Konstante unterscheidet, gilt die Identitét fiir

jede Stammfunktion. |

Die explizite Berechnung bestimmter Integrale erfolgt grundsétzlich

— mit Hilfe des Hauptsatzes, oder

— numerisch (und damit approximativ) mit Hilfe der oben benutzten Riemann—Summen.

In der numerischen Mathematik wird diese Methode verfeinert.

Satz 8.7 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Ist f : [a,b] — R stetig, so exi-

stiert ein & € (a,b) mit
b

/ f(x)de = F(€)(b— a).

a

Beweis. Offenbar gilt

b

(b—a)min f < /f(:v)d:v < (b—a) max f,

b
min f < bia/f(x)dxgmaxf.
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Also existiert nach dem Zwischenwertsatz ein £ € (a,b) mit

Damit folgt die Behauptung. |

Bemerkung 8.8 Dieses Resultat hiitte auch benutzt werden kénnen, um oben F'(x) = f(x)

zu beweisen.

8.3 Integrationsregeln und Beispiele

Eine wichtige Methode zur expliziten Berechnung komplizierterer Integrale bzw. Stamm-
funktionen ergibt sich aus der Kettenregel (so wie oben die partielle Integration aus der
Produktregel folgte).

Satz 8.9 (Substitutionsregel) Sei f : [a,b] — R stetig, p : [c,d] — [a,b] stetig dif-
ferenzierbar und bijektiv'® (also ¢ = ¢~ '(a),d = p~1(b) bzw. a = ¢(c),b = p(d)). Dann
gilt

b 1)

[t@a= [ sewsna

a ¢~ a)

bzw.

d o(d)
/ﬂﬂMdm&Z/f@mm
¢ )

e(c

Beweis. Nach der Kettenregel gilt fiir eine Stammfunktion F von f

9 P(e) = 1602 ),
also
d ; old) »(d)
[ et =rew)| - re)| = [ e
c v(c)

19Dje Bijektivitit wird zwar meist vorausgesetzt, hat aber keine Bedeutung fiir die Giiltigkeit der Gleichung.
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Beispiel 8.10 Mit der Substitution x = ¢(t) = sint, ¢/(t) = cost erhilt man:

/2 /2
/\/1—x2dx /\/ —sintcostdt = /COS2tdt.
0

Mit partieller Integration folgt

[cos’tdt =sintcost+ [sin®tdt =sintcost + [(1 — cos? t)dt,?

1
fcothdt: §<sintcost—|—t),

also .
1 /2
/ \/1—x2dm:—(sintcost+t)ﬂ I
0 2 0 4
O
.. 1
Beispiel 8.11 Die Substitution 22 + 1 =t, also x = ¢(t) =Vt — 1, y/(t) = i1 liefert
2 5
1 1 1
xcosx +1)dz = /\/t—lcost :—/costdt:—sin5—sin1.
/ 2yt —1 2 2( )
0 1
O

o . 1
Beispiel 8.12 Die Substitution e® = t, also x = ¢(t) = Int, ¢'(t) = i liefert

b b

F e 1 T 11 T 1
_ 2 — —
/e / ! /t !
er 42 t+2 ¢ t2 + 2t

a e e

Wenn man rationale Funktionen integrieren kann, kann dieses Integral berechnet werden. O

8.4 Ubungen

8.1 Man bestimme eine Stammfunktion von

a) f(x)=zxsinz,

b) g(x) =xzexpx.

2OFine zweite partielle Integration wiirde zu
..=sintcost —costsint + /COSQtdt

fithren, also zu einer trivialen Identitét, aus der nichts folgt.

11:2.7.07



8 INTEGRATION 76

8.2 Man berechne

T s

/sin2 rzdr und /0052 z dx

0 0

a) mittels partieller Integration,

b) mittels einer Halbwinkelformel und Integration.

8.3 a) Die Geschwindigkeit, genauer die Momentangeschwindigkeit, wurde in der Vor-
lesung definiert. Man definiere entsprechend die Beschleunigung (Geschwindigkeitszu-

wachs pro Zeiteinheit).

b) Bewegt sich ein Korper mit Startgeschwindigkeit 0 und konstanter Beschleunigung b,
1
so legt er in der Zeit ¢t den Weg §bt2 zuriick.
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9 Flachen—, Volumen—, Liangen— und Oberflichenberechnung

9.1

Flichenberechnung in R?

Aus der zweiten der gewihlten Einfilhrungen des Integrals geht unmittelbar hervor, dass das

Integral geeignet ist Flichen in R? zu berechnen. Jedes einigermafien verniinftige Flichenstiick
&8t sich

e entweder direkt als Fléche zwischen den Graphen zweier reellwertiger Funktionen auf-

fassen
{(x,y) eR?:a<z<bh flz)<y< g(x)}

Die Flache ist dann

oder

e sie 1aft sich in endlich viele Teile dieser Art zerlegen, die dann einzeln berechnet werden

(dabei kann es sich um Graphen von Funktionen y = y(z) oder z = z(y) handeln).

Wir wollen hier nur an einfachen Beispielen zeigen, dass sich tatséchlich der aus der Schulgeo-

metrie bekannte Flécheninhalt ergibt. Fiir Polygone, die sich ja in Dreiecke zerlegen lassen,

sei dies als einfache Ubung empfohlen.

Beispiel 9.1 Kreis mit Radius r. Offenbar kénnen wir uns auf den Kreis um 0 beschriinken

(dies bedeutet lediglich eine Vereinfachung der Rechung). Auflerdem geniigt es natiirlich, die

Flache der oberen Halfte des Kreises zu berechnen. Dies ist also die Fliache zwischen den

Abszissen x = —r und z = r, und zwischen der z—Achse und dem Graphen der Funktion

also

flx)y=+vr2—22 fir —r<z<r,

/\/7“2—1'2(11'.

Hier bietet sich die Substitution

x =) =rsint, te[-mw/2,7/2]
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an, ¢'(t) =rcost, @l (-r)=—-m/2, o Y(r)=m/2, also

r )
/\/TQ—xde: / V12 —r2sin®trcostdt
“r —x/2
/2 /2
= 72 / V1 —sin?t costdt = r? / cos? ¢ dt.
—7/2 —7/2

Das letzte Integral hat (Ubung oder Beispiel 8.10) den Wert /2. Damit ergibt sich fiir die

Fliche des halben Kreises 772 /2, also fiir die Kreisfliche 2. O

2 2
Beispiel 9.2 Die Ellipse mit den Hauptachsen a und b hat die Form 56—2 47
a

[
b x2
y=+-Va—2?=+bh/1-—.
a a

b
Gegeniiber dem Kreis mit Radius a ist sie in y—Richtung mit dem Faktor — gestaucht (bzw. ge-
a

=1, also

2

b
streckt). Man erwartet also die Fliche —a“m = abm. Tatséchlich erhilt man das auch durch

Integration (Substitution x = asint)

2/9\/a2—x2dx = 29/ va? —z2dx (vgl. oben)
a a)_,

w/2
= 29a2 / cos? dt = b—a2:ab7r
a
—m/2

Es sei hier nochmals an zwei im ersten Augenblick iiberraschende Ergebnisse erinnert, die in

den Ubungen behandelt wurden bzw. sehr leicht zu berechnen sind:

Beispiel 9.3 Die Fliche zwischen dem Intervall [0, 7] und dem Graphen von sin ist 2 (man

wiirde vielleicht irgend etwas mit 7 erwarten):

™
s

/sinxdx: —cosT| = —(-1-1)=2.
0
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9.2 Volumenberechnung

Sei K ein Korper in R3, g eine Gerade in R?; diese withlen wir dann in der Regel als z—Achse.
Fiir jedes = auf dieser Achse sei f(x) die Flidche des Schnitts von K mit der Ebene, die in
x senkrecht auf g steht; auflerdem sei der Korper natiirlich beschriankt, d.h. es gibt a¢ und
b€ R mit f(x) =0 fiir z < a und fiir z > b, und die Funktion f sei stetig oder wenigstens

stiickweise stetig.

Wé&hlt man nun eine Unterteilung des Intervalls [a, b]
a=x0<x1<...<xp =0,

so wird die Summe

S(fixo,- .y an) = Y fla;)(@; — 25-1)
j=1

einerseits eine Annaherung fiir das Volumen des Korpers sein, andererseits ist dies eine Rie-

mannsumme fiir fab f(z)dx und konvergiert deshalb bei Verfeinerung gegen

V(K) = /f(a:) dx.
a
Dieses V (k) wird man als Volumen des Koérpers bezeichnen. Fiir einfache Korper (z. B. Qua-
der, Kegel, Kugel...) ergibt sich das aus der elementaren Geometrie bekannte Volumen.
Besonders bemerkenswert ist, dass das Resultat nur von den Flicheninhalten f(z) abhéngt,

nicht von der Form der Fliache. In dieser Aussage steckt das

Prinzip von Cavalieri: Sind K; und K> zwei Korper, g eine Gerade, und haben fiir jede
Ebene E senkrecht zu g die Schnitte von F mit K; und K5 den gleichen Fliacheninhalt,
so haben K; und K> das gleiche Volumen. (Ein einfacher Spezialfall ist ein Stapel von —
u. U. unterschiedlichen — Miinzen, die einmal gleichméfig aufeinander gestapelt sind, und

einmal beliebig gegeneinander verschoben sind; offensichtlich haben sie gleiches Volumen.)

Satz 9.4 Alle Kegel (Pyramiden) K mit gleicher Gundfiiche G (unabhingig von deren Ge-
stalt) und gleicher Hohe h haben das gleiche Volumen. Dieses ist

1
V(K) = 3hG.

Beweis. Fiir x € [0, h] ist der Fldcheninhalt des horizontalen Schnittes von K gleich

fio) = ()6
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Abbildung 12: Kugel und Kegel im Zylinder

Mit obiger Formel folgt

h
V(K)z/(h_x)zadx:—i(h )gGh:éhG.
0

=)
h h? 3 0

Damit ergibt sich u. a. eine elegante Methode zur Bestimmung des Volumens der Kugel, das

wir auf zwei unterschiedlichen Wegen berechnen wollen:

Satz 9.5 Das Volumen der Kugel K, mit Radius 7 ist

V(K,) = 4mr.

Beweis. a) Wir betrachten die obere Hélfte der Kugel und fassen sie als Teil des Kreiszy-
linders mit Radius r und Hohe r auf. In diesem Zylinder legen wir noch einen auf den Kopf

gestellten Kreiskegel mit Radius r und Hoéhe r.

In der Hohe h (0 < h <) ist der Schnitt mit der Kugel ein Kreis mit Radius

o) = VP2,
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die Fliche dieses Schnitts ist also m(r? — h?). Der Kegel hat in Hohe h den Radius h, d.h. die
Fliche seines Schnitts ist wh?. Das ist genau die Fliche 772 — 7(r?2 — h?) des Schnitts mit
dem AuBenbereich der Kugel. Also ist nach dem Prinzip von Cavalieri das Volumen —7r® des
Kegels gleich dem Volumen des Auflenbereiches der Halbkugel. Da das Volumen des Zylinders

773 ist, ist also das Volumen der Halbkugel

4
und damit das Volumen der Kugel =772, (Wenn man das Volumen des Kegels als elementar-
geometrisch bekannt annimmt, wird hier nur das Prinzip von Cavalieri benutzt, keine explizite

Integration.)

b) Fiir € [—r,r] ist der Schnitt mit der Kugel ein Kreis mit Radius v/72 — 22, also die
Fldche des Schnitts
f(z) =m(r® - z%).

Damit folgt fiir das Volumen

T 4
= —qrd.
3

3

-r

V(K,) = /71'(7“2 - x2) dr = 7T<T’2CE — x_?’)

-r

(Uberraschend ist, dass — wenn man die Kreisfliche kennt — diese Integration einfacher ist,

als die zur Berechnung der Kreisfliche.) |

Das Volumen der Kugelkappe der Hohe h (einer Kugel mit Radius r) berechnet sich
entsprechend mit
s

/ 7(r? — s%)ds = 71'(7’25 — %)

r—h

Als Differenz zweier Kugelkappen kann dann auch leicht das Volumen eines Kugelsegments

berechnet werden.

Die Berechnung des Volumens der Kugel und der Kugelkappe ist ein Spezialfall von:

Satz 9.6 Der Korper, der durch Rotation des Graphen der stetigen Funktion
filab] =R,z f(z)

um die x—Achse entsteht, ist

V:w/ﬂ@%m

a
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Beweis als Ubung!

Beispiel 9.7 Das Volumen des Korpers, der viel durch Rotation des Graphen von
f:[0,7] = R, f(z) =sinz

ergibt, ist:
2

=>V:/ 7TSin2$d.%':7T—.
0 2

Satz 9.8 Das Ellipsoid E,y . mit den Hauptachsen a,b,c, d. h.

2 2 2
B 3. T Y z
Ea,b,c - {(x,y,z) eR”: ?"’_ b_2 +C_2 < 1}
4 . . . .
hat das Volumen —mabc. (Dies kann man dhnlich berechnen wie oben (Teil b) das Volumen
der Kugel. Einfacher sieht man das ein, wenn man das Ellipsoid als eine in zwei Koordina-

tenrichtungen gestauchte Kugel betrachtet: Ubung.)

Beweis. Fiir h € [—c,c] ist der Schnitt von E, . mit der Ebene z = h die Ellipse

2 2 h2

£ Y
E, = {(m,y)6R2:¥+b—2§1—c—2}
562 y2
= z,y) € R%: + Sl}.
o) €8 G

E}, hat nach Beispiel 9.2 die Fléche

Daraus folgt

3

V(Bupe) = /ab(1 . %z)wdh = abr (h - ?%)

—C

[

—C

= gabcm
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9.3 Kurvenlinge

Eine Kurve I' in R? oder R? ist beschrieben durch eine Parameterdarstellung
v :[a,b] = R? baw. R3 t=~(t) = (1(t),...).

Das kann man sich so vorstellen, dass sich ein Koérper in R? bzw. R? bewegt und () den Ort
zur Zeit ¢t angibt. Damit eine ,, verniinftige“ Kurve beschrieben wird, nimmt man {iblicherweise
an, dass 7 stetig differenzierbar ist, oder wenigstens stiickweise stetig differenzierbar?’. Das

1aBt dann immerhin Kurven mit Knicken zu.

Die Ableitung ~/(t) = (71 (t),v5(t)) bzw. (4 (t),¥5(t),v5(t)) beschreibt in diesem Bild die
Geschwindigkeit (Momentangeschwindigkeit) des Korpers zur Zeit ¢ (bzw. im Punkt ().

Dies ist ein Vektor, hat also

e cinen Betrag oder eine Linge

1/2 1/2

WO = (RO +3502) " baw. (RO + ...+ 5(0)?)

und

e cine Richtung in R? bzw. R3 +/(t)/|y'(t)| (falls /() # 0 ist)
Einfache Beispiele fiir Kurven sind:
Beispiel 9.9 Die Kreislinie in R?> um den Nullpunkt mit Radius 7:
v:[0,1] = R? ~(t) = <cos(27rt),sin(27rt)>,
Y (t) = 27r< — sin(27t), cos(27rt)),

Der Betrag der ,,Geschwindigkeit“ ist also konstant = 27w. Man kann aber auch eine andere

Paramaterdarstellung wihlen, z. B.

7 :[0,27] — R2,  F(t) = (cost,sint),

A'(t) = (—sint,cost).

Der Betrag der Geschwindigkei ist jetzt konstant gleich 1. (Woher kommt dieser Unterschied?)
O

2°Das bedeutet, dass v stetig ist, und dass das Parameterintervall in endlich viele Teilintervalle zerlegt
werden kann, so dass v auf jedem dieser Teilintervalle stetig differenzierbar ist (mit einseitigen Ableitungen in

den Randpunkten).
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Beispiel 9.10 Die Schraubenlinie mit Radius r und Ganghdihe h:

h
v [0,27] — R3,  A(t) = (7“ cost,rsint, Q—t),
T

v (t) = <—rsint rcost i)
Y ,271' *

Auch hier ist der Betrag der Geschwindigkeit konstant gleich

1/2 h2
r +4—7T2

84

Die Ganghohe h ist die Hohe die nach einem Umlauf erreicht wird. Die obige Parameter-

darstellung beschreibt einen Umlauf. Natiirlich kann man die Schraubenlinie ggf. in beide

Richtungen bis oo fortsetzen.

d

Graphen von Funktionen f : [a,b] — R beschreiben ebenfalls Kurven in R? (ebenso beschrei-

ben die Graphen von Funktionen f : [a,b] — R™ Kurven in R"*!; darauf gehen wir hier nicht

weiter ein). Auch in diesem Fall hat man sofort eine natiirliche spezielle Parameterdarstellung:

vy la,b] = R?, p(t) = (¢, f(1)),
Vi) = (1, (1), also |[Yj(t)] = /1+ f'()2.

Wie kann man nun die Linge einer Kurve bestimmen?

Satz 9.11 Sei T’ eine Kurve mit stiickweise stetig differenzierbarer Parameterdarstellung

v:la, b = R™ (m=2,3).

Dann st die Linge der Kurve I' gegeben durch

b
LF=/|M@Mt

Beweis. Dies ist auf Grund der obigen Vorstellung offensichtlich, da |7/(¢)| (das man um-

gangssprachlich einfach als Geschwindigkeit, ohne Riicksicht auf ihre Richtung, bezeichnen

wiirde) die Ableitung des bis zum Zeitpunkt ¢ zuriickgelegten Weges u(t) ist. Daraus folgt

namlich?!

b
Lr = u@®) ~ ula) = [ 1/ (0]

Daraus ergibt sich sofort:

21Diese Argumentation ist natiirlich nur so lange stichhaltig, wie v so gewihlt ist, dass man auf I' immer

in der gleichen Richtung fortschreitet, ohne gelegentlich umzukehren. Andernfalls gilt aber auch die Formel in

dieser Form nicht.
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Abbildung 13: Die Zykloide

e Die Lénge der Kreislinie mit Radius r (vgl. Beispiel 9.9) ist 27 (=Lénge des Parame-

terintervalls x Geschwindigkeit):

1 27
LF:/QWdt:/ldt:27T.
0 0

12:9.7.07

e Die Liange eines Umlaufs der Schraubenlinie ist aus dem entsprechenden Grund

2

h? h?
Lr :/\/r2—|——dt:2m/r2+— = \4nr?2 + h2.
472 472

0

Dies kann man aber auch elementargeometrisch sehen: Wenn man den Kreiszylinder,
auf dem die Schraubenlinie verlauft, auf die Ebene abrollt, ist die Schraubenlinie gerade

die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit Katheten A und 27r.

Will man z. B. die Ldnge einer Periode der Sinuskurve berechnen, so erhilt man leicht

27
L= v/ 1+ cos? tdt.

0

Dieses Integral ist aber schwierig auszurechnen, und wir wollen das hier gar nicht versuchen.

Ein anderes, scheinbar schwierigeres Problem ist dagegen leichter zu bewiltigen:

Beispiel 9.12 Die Zykloide ist die Kurve, die ein Punkt des Einheitskreises in R? beschreibt,

wenn der Kreis auf der x—Achse abgerollt wird. Eine Periode wird beschrieben durch:
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v :[0,27] — R2,  ~(t) = (t —sint, 1 — cost),

v (t) = (1—cost,sint),
Y (t)]> = (1 —cost)?+sin?t=1—2cost+1=2—2cost
t t t t
= 2(sin2§+0082§)—20082§+281n2§
t
= 4sin® <,
2
t t
~'(t)] = 2sin= beachte: sin— > 0 in [0, 27] ).
2 2

Damit ergibt sich

2 t t 2
L:/ 2sin—dt = —4cos-| =38.
0 2 2lo
Eine Uberraschung, dass hier eine natiirliche Zahl herauskommt. O

9.4 Oberflichenberechnung in R?
Hier sollen nur zwei einfache Beispiele betrachtet werden.

Beispiel 9.13 Die Mantelfliche O(K) des symmetrischen Kreiszylinders K mit Radius r

und Hohe h ist
mry/r2 + h2.

Dies kann man elementargeometrisch sehen, indem man sich die Mantelfliche abgerollt denkt.
Das gibt einen Kreissektor mit Radius v/72 + h2 und dem Kreisbogen der Linge 27r. Das ist

2
der Anteil m = ! von der Fliche des Kreises mit Radius v/r2 + h2, nimlich
2m\V/r2 +h?  \/r2+ h?

7(r? + h?). Also
m(r? + hz)i;_i_ = = mr\/r2 + h2.
VT

Man kann dies aber auch leicht als Integral gewinnen: Auf Hohe s ist der Umfang des Mantels
h—s

. Die Breite eines horizontalen Streifens zwischen s und s + As verhilt sich

zu As wie die Lénge der Mantellinie zur Hohe des Kegels, ist also gleich — As. Also

gleich 27r

ist die Oberfliche des Kegelmantels naherungsweise

- h —sj\Vr?—h?
Z 2r -
7j=1

h (8]_8]71) 0:50<51<<Sn:h

Das sind Riemann—Summen fiir das Integral der Funktion

h—s Vr2+h?
f(s) =2mr - -
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™
’ p:

Abbildung 14: Kugeloberfliche

r2 — h2

r

iiber das Intervall [0, h]. Also ist

h
VITTRE VTR (h— s
O(K) = QWTT /(h —s)ds = —27r e 5 |y
0

= arvr?+ h3.

Ahnlich wie bei der zweiten Methode fiir den Kegel kann man die Kugeloberfliche berechnen.

Beispiel 9.14 Wir betrachten die obere Hilfte der Sphire mit Radius r in R? um den
Nullpunkt:

x4+ 25 + 23 =% oder {(ml,xg,xg)eR?’:xg: 7'2—.%'%—1'%}.

Die horizontalen Schnitte der Sphére werden vom Mittelpunkt (Nullpunkt) unter den Winkeln
¢ € [0, 27] gegeniiber der (x1,z2)-Ebene gesehen.

Der Kreis, der unter dem Winkel ¢ gesehen wird, hat den Radius r cos ¢, also den Umfang

27w cos .

Der Streifen zwischen dem Kreis unter dem Winkel ¢ und dem Kreis unter dem Winkel
v+ Agp hat fiir kleine Ay die Breite rAy (wichtig, die Winkel sind im Bogenmaf} zu messen!).
Also ist die Oberfliche der Halbkugel ndherungsweise

n
227“2%00530]-(@]'—@];1) 0=po <1 <...<@p,=m/2.
j=1

Das sind die Riemann—Summen fiir das Integral

w/2
/ 2r27 cos o dp
0
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und strebt bei Verfeinerung gegen dieses. Die Oberfliche der Halbkugel ist also
/2 w/2
/ 2r27 cos ¢ dp = 2r’msin @ = 2712,
0 0

Also ist die Kugeloberfliche 4712, O

So kann man auch die Oberfliche einer Kugelkappe der Hohe h einer Kugel mit Radius r
(ohne die untere Kreisfliche) berechnen. Der Sinus des Winkels, unter dem vom Zentrum

aus der Kreis des unteren Randes der Kugelkappe gegen die horizontale Ebene durch den

"7 Also ist die Oberfliche der Kugelkappe

Nullpunkt gesehen wird ist offenbar
r

/2
7r./2_1 <r — h) = 27“27'r<1 I ; h).

/ 2r27 cos ¢ dp = 2r?msin ¢
Sin

—h
wr (51) 7"

Damit kann auch die Oberflache eines Kugelsegements ohne die beiden Kreise als Differenz

zweier Kugelkappen berechnet werden.

Bemerkung 9.15 Tatsdchlich hitten wir uns entweder die Berechnung der Kugelober-
fldche, oder die Berechnung des Kugelvolumens sparen konnen: Stellen wir uns die Kugel
zusammengesetzt aus vielen kleinen Kegeln vor, deren Grundfliche auf der Sphdire stehen,

mit Spitze im Zentrum, so folgt
1 ,
Volumen = 3 r - Oberfliche.

Das entspricht unseren obigen Ergebnissen.

Aus der Oberfliche einer Kugelkappe lafit sich so auch das Volumen des entsprechenden
Segments berechnen, und wenn man den entsprechenden Kegel abzieht auch das Volumen der

Kugelkappe.

9.5 Ubungen

9.1 Die Fléche zwischen den Graphen von f und g im Intervall [a,b] berechnet man als

@~ g(a) d.

b

Man zeige, dass dies fiir Polygone den elementargeometrischen Flidcheninhalt liefert.
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9.2 Man bestimme das Volumen des Korpers, der durch Rotation des Graphen der Funktion
f(x) = 2 — 22 iiber dem Intervall [—1,1] um die z—Achse entsteht.

9.3 Wie grof} ist 1/4 der Mondperiode nach Neumond der von der Erde aus sichtbare Teil
der beleuchteten Mondoberflache
a) als Anteil der von der Erde aus sichtbaren Hélfte, gemessen auf dem Mond?

b) als Anteil der von der Erde aus scheinbar sichtbaren Kreisscheibe?

9.4 a) Man bestimme eine Stammfunktion von cosh? (vgl. Aufgabe 33).

1
b) Man berechne [v/1+ 22 dz.
0

2

¢) Man bestimme die Lange des Graphen von f(z) = 2* zwischen z = 0 und z = 1.

9.5 Ein Rohr mit Radius r (die Wandstérke kann mit 0 angenommen werden) wird senkrecht

und zentriert mit Radius r angebort.

a) Wie sieht das Loch in dem Rohr aus, wenn man die Mantelflédche in der Ebene ausbreitet.

Am besten beschreibt man dies als Flidche zwischen zwei Graphen.

b) Wie grof ist die Flidche des weggebohrten Materials?



