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sSkalarprodukt® {iber einem beliebigen Kérper K

Im Folgenden sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K, versehen mit einer

symmetrischen Bilinearform (, ): V x V — K. Als Ersatz fur ,positiv definit“ setzen wir
—

voraus, dass (, ) nicht-ausgeartet ist, d.h. (v, V) # {0} firallev € V—{0}. {v1,v2,...,0,}

sel eine Basis von V.

1. Betrachte die lineare Abbildung ¢ : V. — K", p(v) := ((U,U1>, N (U,Un)). Zeige: ¢
ist ein Isomorphismus und C' = ((vi, vj)) € GL,(K).

2. Ist U <V, dann definiert man U+ := {v € V | (v,U) = {0} }.

(a) Zeige: U+ < V.
(b) Wéhle eine Basis uy,...,u,, € U und zeige, dass ¢ : V. — K™ | o(v) :=

((U,lh), e (U,um)> surjektiv ist mit kerp = U*. (Hint: Ergéinze zu Basis von

V und benutze Aufgabe 1.)
(c) Zeige dimlU + dimU* = dimV und U++ = U.
3. (a) Zeige: Fur jeden Unterraum U < V gilt:
V=U&U* < (.,.): U x U — K nicht-ausgeartet.
(b) Zeige: Wenn K = F; ist und dimV > 2, dann enthalt V' Vektoren v # 6 mit

v,v) = 0 und ausgeartete Unterrdume.
9

4. Es sei K = F, und (v,v) = 0 fiir alle v € V. Zeige: dimV ist gerade. (Hint: Zeige:
V ist direkte Summe von 2—dimensionalen Unterrdumen V = @U;, die jeweils eine

Basis u;, u} mit (u;,u}) =1 haben.

Yauch als pdf-Datei im Internet unter: http://www.math.uni-frankfurt.de/ bieri/



