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Einfiihrung in Algebra und Zahlentheorie

Serie 6!

Abgabetermin: Montag, 04.12.2006, 8'> Uhr.

Notation: % :=aba~', U=aUa™"' (a,b € G, U<G).

1. Es sei 7 eine Transposition und o eine beliebige Permutation # e in
S

1 -1
(a) Zeige 0-"0=T0-0& ‘7oT=7-77T.

(b) Untersuche, unter welchen Bedingungen ((an ¢ und 7 = (i,j))

o und "o kommutieren.

(c) Suche alle ¢ € S,, , 0 # e mit der Eigenschaft, dass ¢ und "o
fiir alle Transpositionen 7 € S, kommutieren. Zeige, dass dann

m = 3 oder (m gerade und o? = e) sein muss.

2. Essei G eine Gruppe, U < G eine Untergruppe, N <G ein Normalteiler
und 7' C G ein Vertretersystem von G/N. Zeige:

(a) Der Durchschnitt | J°U aller zu U konjugierten Untergruppen ist
ein Normalteiler von G,
(b) Sei M ein Normalteiler von N. Dann ist M nicht notwendiger-

weise Normalteiler von G (Beispiel?); aber jede zu M konjugier-

te Untergruppe “M ist Normalteiler von N und von der Form
*M='M (teT).
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3. Es sei N < G der einzige Normalteiler einer Gruppe G (ausser e, G),
und es sei iiberdies | G/N |= 2. Wir wollen nach Normalteilern e #

‘M;]N suchen, und wéhlen dazu ein beliebiges Element xe G\ V. Zeige:

(a)
(b) M N*M und M -*M sind Normalteiler von G.
)

"M ist ein Normalteiler von V.

(c) N ist das direkte Produkt von M und *M, und schliefle daraus,

dass m € M mit Tm kommutiert.

(d) Beweise, dass die alternierende Gruppe A,, fiir m > 5 keinen Nor-
malteiler # e, A,,, besitzt.

(Hint: Verwende Aufgabe 1 und die Tatsache, dass A,, der einzige

echte, nicht-triviale Normalteiler von S,, ist).

4. Es sei G = Isom™ (E?) die Gruppe der orientierungserhaltenden Isome-
trien der Euklidischen Ebene.

(a) Beschreibe die Konjugationsklassen von G geometrisch.

(b) Zeige: Sind &« = pa, , B = pp, Rotationen mit demselben Dreh-
winkel ¢, dann ist o371 eine Translation 7. Bestimme den Vektor

ﬁ.
a aus a und .

(c) Zeige: Jeder Normalteiler N <G, N # e, enthélt die volle Trans-

lationsgruppe.



