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Mathematik I (Zahlbereiche)
Ausgewihlte Musterlosungen’

Loésung von Aufgabe 4 aus Serie 4

Fiir a,m,n € Nya > 1,m > n zeige man:
(a) ggT(m,n) = ggT(n,m —n)
(b) geT (" = 1,a" = 1) = ggT(a" = 1,a"" = 1)

(c¢) ggT (a™ —1,a" — 1) = q88T(mmn) _ |

Lésung:
Allgemein gilt : 1.) d = ggT(a,b) & (i) d|a 2) a|lbha|c=
(1) d | b a| (zb+ya)
(tir) e|lane|b=e]|d fiir alle z,y € Z

(a) Sei d :=ggT(m,n)und g := ggT (n,m —n)
) d|m/\d|ngd|m—n/\d|n1'):(>m)d|g
2. LG
eglnAglm—n=Z2glnAg|(m—n)+n=g|nAg|m gld
e dlghgld=g=d
(b) Seie:ggT(a™ —1,a" — 1) und f:=ggT(a” —1,a™"" = 1)

e Esgilt: (¢ —-1)=(a"=1)—(a"" =1)(a"=1)—(a" = 1)
(*)
Dae|am—1/\e|am_”—1i;e|(*)¢e|am_”—1
e|am_”—1/\e|a”—11'£;h)e|f

¢ Da(a"—1)=(a"""=1)4+(a™"=1)(a"— 1)+ (a” — 1) gilt, kann man analog

erkennen, dass f | e gilt.
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sc|fAflese=]f
(c) Sei wieder d := ggT(m,n) und € := ggT(a™ — 1,a" — 1)
77.:e=a'—1. Bsgilt:e=a’—1<a’—1]eAe|a’ -1
(i) (if)

(i)d|mAd|n=>m=z-dA\n=y-dmit z,y € N.

= a™ — 1 :(ad—l)(l -I—ad+a2d-|—---+a(“°_1)d) sowie
a® —1=(a’ = 1)1 +a+a* - 4 qlv-Vd
= ad—1|a”—1/\ad—1|a”—11'ém)ad—l|e.

(ii): Da d = ggT(m,n), gibt es nach Bezout ganze Zahlen u,v' mitd = m-u+n-v'"
Wir wiahlen v = —v’ und erhalten d =m - u —n - v.
a™—1]a™" =1, weila™” =1 =(a" = 1)1 +a™ +a*"+ -+ a(”_l)'m)).
Analog gilt a” — 1 | a™¥ — 1.
ela™—le|la"=1ANa"=1]a™" =1,a" =1 |a" -1=
e|am'“—1/\e|a”'”—1Qe|(am'“—1)—(a”'”—1)$

ela™ —a" =el|a™ - (a™" — 1) Zela. (a —1).

Da zwei aufeinanderfolgende Zahlen teilerfremd sind und e | @™ — 1 gilt, folgt
geT (e,a”) = 1 und somit ggT (e,a™") = 1.

Da aber e Teiler von a™? - (a? — 1) ist, kann also nur e | a? — 1 gelten.

(i),(ii): a’—1]ene|a’—1=e=a’—1.



