
Kapitel 3

Der Satz von Kantorovich

Ich kann die Bewegungen der Himmelskörper

berechnen, aber nicht die Verrücktheit der Menschen

Isaac Newton

Wir betrachten hier das Newton-Verfahren im unendlichdimensionaleen Kontext. Nach einer
Einführung bereiten wir den Beweis des Satzes von Kantorovich vor durch die Diskussion eines
quadratischen Polynoms. Es dient für den Beweis als majorisierendes Polynom für die Abschät-
zungen des Fehlers der Iterierten. Im Anhang stellen wir eine Variante des Satzes bereit, die mit
etwas abgeschwächten Voraussetzungen auskommt.

3.1 Nullstellensuche nach Newton

Iterative Verfahren lassen sich in die Antike zurückverfolgen: einschlägige Namen hierzu sind: Eu-
klid, Archimedes, Theon von Alexandrien. Iterative Verfahren schreibt man „meist“ in Form eines
Algorithmus auf1. Der erste europäische Mathematiker, der iterative Verfahren nutzte, scheint
Vieta (1540-1603) gewesen zu sein. Er nutzte die Störungsrechnung für die Lösung skalarer Glei-
chungen. Isaac Newton entdeckte Vieta’s Methode, beschreibt2 ein Rechenverfahren zum Lösen
einer polynomialen Gleichung und begründet damit ein Verfahren, das heutzutage als Newton-
Verfahren bezeichnet wird. Er tut dies am Beispiel des Polynoms p(x) := x3 − 2x − 5 = 0 .
Eine leicht zu erratende Näherung ist x0 = 2, denn p(2) = −1 ist „klein“. Newton machte den
Ansatz x = x0 + u = 2 + u mit einem als „klein“ angenommenen u und setzte diesen Ansatz in
die Gleichung ein. Es gilt:

x3 = (2 + u)3 = 8 + 12u+ 6u2 + u3 , 2x = 2(2 + u) = 4 + 2u .

Also folgt

x3 − 2x− 5 = −1 + 10u+ 6u2 + u3
!
= 0 .

Da u als „klein“ angenommen wurde, können die Terme höherer Ordnung gegen den linearen
und konstanten Anteil vernachlässigt werden, womit 10u− 1 = 0 bzw. u = 0.1 übrig bleibt. Als
Näherung x1 resultiert x1 = 2.1 .
Wir können nun dieses Vorgehen wiederholen: wir setzen u = 0.1 + v an, betrachten die

Gleichung p(2 + 0.1 + v) = 0, berücksichtigen wiederum nur den linearen Anteil und erhalten so
v = −0.061/11.23 = −0.0054 . . . . Als Näherung x2 resultiert x2 = 2.0946 .

1Die Bezeichnung leitet sich aus dem Namen Al–Khwarazmi ab, einem der bedeutensten Mathematikers des
anfangenden Mittelalters.

2Isaac Newton, 1643–1727; „Methodus fluxionum et serierum infinitarum“; siehe [13]
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Raphson3 beschrieb diesen Rechenprozess formal und illustrierte den Formalismus an der
allgemeinen Gleichung 3. Grades, die abstrakte Form des Verfahrens mit Benutzung von Ablei-
tungen stammt von Thomas Simpson (1710-1761). Simpson und Fourier (1768-1830) brachten es
in eine Form, die in etwa unserer heutigen Formulierung entspricht.

Sei f : R −→ R . Eine Nullstelle wird nach folgendem Vorgehen gesucht:

(1) Man rät eine Näherung x0 . O.E. f(x0) �= 0 .

(2) Man berechnet/zeichnet die Tangente T0 an den Graphen von f im Punkt
(x0, f(x0)) .

(3) Man berechnet/konstruiert die Nullstelle x1 der Tangente T0 .

(4) Man setzt x0 := x1 und wiederholt den Vorgang, beginnend bei (1).

Klar, um die Tangente bestimmen zu können, müssen wir voraussetzen, dass diese existiert, was
die Differenzierbarkeit von f voraussetzt. Dann lautet die Tangentengleichung

T0 : y = f(x0) + f �(x0)(x− x0) (3.1)

und die Berechnung der Nullstelle von T0 führt zur Formel

x1 = x0 − f �(x0)
−1f(x0) . (3.2)

Hier tritt das Problem auf, dass f �(x0) �= 0 gelten muss, d. h. dass f in (x0, f(x0)) keine waagrech-
te Tangente besitzt. Von der Anschauung her, keine überraschende Forderung, von der Analyse
des Verfahrens her eine Forderung, die sukzessive oder a-priori sichergestellt werden muss.

Schreiben wir das Verfahren nun kompakt auf:

xn+1 := xn − f �(xn)
−1f(xn) , n ∈ N0 . (3.3)

Dabei ist die Startnäherung x0 geeignet zu wählen. Wir nennen dieses Vorgehen nunNewton–
Verfahren; siehe Abbildung 3.1.

Das Newton–Verfahren ist ein so genanntes lokal konvergentes Verfahren. Konvergenz der
in der Newton–Iteration erzeugten Folge zu einer Nullstelle ist also nur garantiert, wenn der
Startwert schon „ausreichend nahe“ an der Nullstelle liegt. Ist der Startwert nicht gut genug, so
haben wir zu rechnen mit:

• Die Folge divergiert, der Abstand zur Nullstelle wächst über alle Grenzen.

• Die Folge divergiert, bleibt aber beschränkt. Sie kann z.B. periodisch werden, d. h. endlich
viele Punkte wechseln sich in immer derselben Reihenfolge ab. Man sagt auch, dass die
Folge oszilliert (Bei f(x) := x3 − 2x+ 2 ist dies machbar).

• Die Folge konvergiert, falls die Funktion mehrere Nullstellen hat, gegen eine andere als die
gewünschte Nullstelle konvergieren; in der Abbildung 3.1 kann man dies erahnen.

Ist der Startwert x0 so gewählt, dass das Newton–Verfahren konvergiert, so ist die Konvergenz
allerdings quadratisch, also mit der Konvergenzordnung 2 (falls die Ableitung an der Nullstelle
nicht verschwindet).

3Joseph Raphson, 1648–1715; Arbeit „Analysis Aequationum universalis“
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Bemerkung 3.1 Wie ordnet sich das Newtonsche Vorgehen hier nun ein? Ausgehend von der
Startnäherung x0 = 2 wird ein Newtonschritt auf die Nullstellengleichung p(x+2) = 0 mit x = 0
als Startnäherung angewendet:

x1 := 0− p(2)

p�(2)
=

1

10
.

Nun betrachtet man die Nullstellengleichung p(x + 2.1) = 0 mit x = 0 als Startnäherung und
wendet wieder einen Newtonschritt mit Ausgangsnäherung x = 0 an:

x2 := 0− p(2.1)

p�(2.1)
=

0.061

11.23
.

Und so weiter! �

t

tf(x)

x0

x1
x2

Abbildung 3.1: Newtonverfahren

Viele nichtlineare Gleichungen haben mehre-
re Lösungen, so hat ein Polynom n-ten Grades
bis zu n Nullstellen. Will man alle Nullstellen
in einem bestimmten Bereich D ⊂ R ermitteln,
so muss zu jeder Nullstelle ein passender Start-
wert in D gefunden werden, für den das Newton–
Verfahren konvergiert. Ein beliebtes Vorgehen
dazu besteht in Einschachtelungsverfahren: zwi-
schen zwei Punkten z1, z2, so dass f(z1), f(z2) un-
terschiedliche Vorzeichen besitzen, liegt immer ei-
ne Nullstelle von f, da wir ja Differenzierbarkeit
von f (und damit Stetigkeit) voraussetzen.

Beispiel 3.2 Ein Spezialfall des Newtonschen
Näherungsverfahrens ist das Babylonische Wur-
zelziehen, auch bekannt als Heronverfahren nach
Heron von Alexandria: Wendet man das Verfah-
ren zur Nullstellenbestimmung auf die Funktion
f(x) := x2−a (a > 0) an, so erhält man wegen der Ableitungsfunktion f �(x) = 2x für die Lösung√
a das Näherungsverfahren

xn+1 := xn − (xn)
2 − a

2xn
=

1

2

�

xn +
a

xn

�

.

Dieses Verfahren konvergiert für jedes a ≥ 0 und für jeden beliebigen Anfangswert x0 > 0 . �

Beispiel 3.3 Die Quadratwurzel einer Zahl a > 0 sind die Nullstellen der Funktion f(x) :=
1−a/x2 . Diese Funktion hat die Ableitung f �(x) = 2a/x3, die Newton-Iteration erfolgt also nach
der Vorschrift

xn+1 := xn − (xn)
3

2a
+

xn
2

=
xn
2

�

3− (xn)
2

a

�

.

Der Vorteil dieser Vorschrift gegenüber dem Wurzelziehen nach Heron (siehe Beispiel 3.2) ist,
dass es divisionsfrei ist, sobald einmal der Kehrwert von a bestimmt wurde. Als Startwert wurde
in der Tabelle x0 := (1 + a)/2 gewählt. Die Iterierten wurden an der ersten ungenauen Stelle
abgeschnitten. Es ist zu erkennen, dass nach wenigen Schritten die Anzahl gültiger Stellen schnell
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wächst.

n xn bei a = 2 xn bei a = 3 xn bei a = 5

0 1, 5 2 3
1 1, 40 1, 6 1, 8
2 1, 4141 1, 72 2, 1
3 1, 41421355 1, 73203 2, 22
4 1, 41421356237309502 1, 7320508074 2, 23601
5 1, 414213562373095048801688724209697 1, 73205080756887729351 2, 236067975

�

Das Newton-Verfahren gilt als ein sehr effizientes Verfahren (in den Naturwissenschaften und
anderswo). Worin ist dies begründet, obwohl das Problem der guten Startnäherung und die
Tatsache, dass eine Ableitung ausgerechnet werden muss, schwer wiegen? Es liegt an vier Beob-
achtungen, die in der Literatur ausreichend diskutiert wurden und immer noch werden:

(1) Das Verfahren hat eine naheliegende Erweiterung auf Aufgaben in mehreren Variablen. Im
nächsten Abschnitt werden wir es sogar in unendlichdimensionalen Kontext betrachten.

(2) Das Verfahren konvergiert unter gut zu durchschaubaren Voraussetzung (siehe unten) qua-
dratisch.

(3) Das Verfahren kann modifiziert werden, um die Berechnung der Ableitung in jedem Schritt
zu vermeiden. Etwa durch:

xn+1 := xn − f �(x0)
−1f(xn) , n = 0, . . . . (3.4)

Allerdings ist dann die Konvergenzgeschwindigkeit schlechter.

(4) Das Verfahren kann globalisiert werden, d. h. man kann Vorkehrungen einbauen, die sicher-
stellen, dass das so abgeänderte Verfahren auch bei „schlechten“ Startwerten konvergiert; das
Stichwort ist Schrittweitensteuerung:

xn+1 := xn − snf
�(xn)

−1f(xn) , n = 0, . . . . (3.5)

Satz 3.4 Sei f : [a, b] −→ R zweimal stetig differenzierbar und es gelte

|f �(x)| ≥ m, |f ��(x)| ≤ M für alle x ∈ [a, b] (3.6)

mit m > 0,M > 0 . Dann gilt:

(a) f hat in [a, b] höchstens eine Nullstelle.

(b) Ist z eine Nullstelle in (a, b), dann ist die Iteration (3.3) definiert für alle x0 ∈ Ur(z) :=
(z − r, z + r) wobei r := min(2mM−1, b− z, z − a) ist.
Weiterhin gilt mit q := M(2m)−1|x0 − z| < 1 für alle n ∈ N :

1. |z − xn| ≤ M
2m |z − xn−1|2 (Konvergenzordnung)

2. |z − xn| ≤ 2m
M q2

n

(a priori Abschätzung)

3. |z − xn| ≤ 1
m |f(xn)| ≤ M

2m |xn − xn−1|2 (a posteriori Abschätzung)
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Beweis:
Seien z1, z2 Nullstellen von f in [a, b] . Aus

0 = |f(z1)− f(z2)| = |f �(η)||z1 − z2|

erhalten wir z1 = z2 und a) ist bewiesen.
Mit der Taylorentwicklung folgt

0 = f(z) = f(xn) + f �(xn)(z − xn) +
1

2
f ��(η)(z − xn)

2 , η ∈ [a, b] ,

0 = f(xn) + f �(xn)(xn+1 − xn) ,

und wir erhalten mit Subtraktion

0 = (z − xn+1)f
�(xn) +

1

2
f ��(η)(z − xn)

2 .

Dies zeigt

|z − xn+1| ≤
M

2m
|z − xn|2.

Sei x0 ∈ (z − r, z + r). Dann folgt

|z − x1| ≤
M

2m
|z − x0|2 ≤

M

2m
(
2m

M
)2q2 .

Mittels vollständiger Induktion erhalten wir die a priori Abschätzung 2. .
Es gilt

|f(xn+1)| = |f(z)− f(xn+1)| = |f �(η)||z − xn+1| ≥ m|z − xn+1|
und

f(xn+1) = f(xn − f(xn)

f �(xn)
) =

1

2
f ��(ξ)(xn+1 − xn)

2

was die a posteriori Abschätzung impliziert. �

Die 1. Abschätzung von (b) in Satz 3.4 besagt, dass die Konvergenzordnung der Folge
(xn)n∈N (mindestens) zwei, also quadratisch ist. Man kann dies so formulieren, dass bei jedem
Iterationsschritt die Anzahl der signifikanten Stellen der Approximation xn sich verdoppelt.

Beispiel 3.5 Betrachte die Funktion f(x) := x2, x ∈ R . Die Nullstelle z := 0 von f ist zweifach.
Die Newton-Iteration mit Startwert x0 �= 0 ergibt

xn+1 =
1

2
xn also |xn+1 − z| = 1

2
|xn − z| , n ∈ N0 ,

und die Konvergenzrate ist nur linear.
Bei einer Nullstelle z mit Vielfachheit p einer Funktion f können wir die Iteration

xk+1 := xk − p
f(xk)

f �(xk)

betrachten und man kann beweisen, dass wieder quadratische Konvergenz gegen z gegeben ist.
Aber die Iteration ist von wenig praktischem Wert, denn nur selten kennt man die Vielfachheit
einer Nullstelle im Vorhinein. �

Bemerkung 3.6 Newton’s Methode kann als eine Fixpunktiteration betrachtet werden. Setze
g(x) := x+h(x)f(x), x ∈ [a, b], mit einer glatten Funktion h . Eine Nullstelle von f ist sicher ein
Fixpunkt von g . Wir wählen h(x) := −1/f �(x) . Wegen g�(z) = 0 für jede einfache Nullstelle z von
f ist die Kontraktionskonstante von g in einer Nullstelle z von f Null. Dies hat die quadratische
Konvergenz der Fixpunktiteration zur Konsequenz. �

56



Bemerkung 3.7 Newton’s Methode kann auch aus folgender Beobachtung abgeleitet werden. Ist
xn eine aktuelle Näherung für die Nullstelle der differenzierbaren Funktion f : R −→ R, so gilt

� x

xn

f �(t)dt = f(x)− f(xn) .

Nutzt man eine Quadraturformel zur Approximation des Integrals

Qn := (x− xn)

m
�

i=0

aif
�(ti) (ai Gewichte, ti Stützpunkte),

so gewinnt man xn+1 für die Verbesserung der Näherung xn folgendermaßen:

xn+1 = xn − f(xn)
m
�

i=0

aif
�(ti)

,

wobei wir unterstellen, dass schon f(x) ≈ 0 ist. Verwendet man die Rechteckregel Qn := (x −
xn)f

�(xn), so gewinnt man das Newtonverfahren zurück. Verwendet man die Mittelpunktregel
Qn := (x− xn)f

�(12(x+ xn)), so gewinnt man in naheliegender Weise die Iterationsformel

xn+1 = xn − f(xn)

f �(xn − f(xn)

2f �(xn)
)

(3.7)

Dieses Verfahren („deformiertes Newton-Verfahren“) konvergiert unter angepassten Vorausset-
zungen kubisch; siehe [20]. �

Bemerkung 3.8 Das Newtonverfahren kann man auch kontinuierlich formulieren. Wir schrei-
ben es im R

n auf. Sei f : Rn −→ R
n differenzierbar. Dann ist die kontinuierliche Version

beschrieben durch die Anfangswertaufgabe

x� = −Df(x)−1f(x) , x(0) = x0 ; x
0 Startwert . (3.8)

Die einfache Differenzen-Approximation führt zzur diskreten Iteration

x(t+ h) = x(t)− hDf(x)−1(x(t)f(x(t)) , x(0) = x0 (3.9)

mit der Schrittweite h > 0 . Es ist damit eine Art „gedämpftes Newtonverfahren“ entstanden, von
dem man weiß, dass damit eine globale Konvergenz erreicht werden kann. Dies entspricht der
Erkenntnis, dass das kontinuierliche Verfahren (3.8) global konvergiert; siehe [37]. �

3.2 Das Newtonverfahren für ein quadratisches Polynom

Wir wenden nun die Idee des Newton–Verfahrens auf ein spezielles quadratisches Polynom an.
Die Betrachtungen dienen als Vorbereitung auf den Beweis des Satzes von Newton-Kantorovich
im nächsten Abschnitt, wo wir wie hier [19] folgen. Der Unterschied zum Vorgehen im letzten
Abschnitt ist, dass wir die hier die Existenz einer Nullstelle mit dem Newton-Verfahren mitbe-
weisen. Klar, bei einem quadratischen Polynom wissen wir über die Existenz von Nullstellen ohne
Verfahren Bescheid, es geht hier eine Reihe von Beobachtungen bei der Newton-Iterationsfolge,
die wir im nächsten Abschnitt nutzen wollen.

57



Sei L, b > 0 . Wir betrachten damit das Polynom

g : R −→ R , t �−→ 1

2
Lt2 − t+ b .

unter der Voraussetzung 0 < 2bL ≤ 1 .

Wir fassen die benötigten Aussagen in einer Liste von Beobachtungen zusammen:

(1) Nullstellen von g: t∗ =
1−

√
1− 2bL
L , t∗∗ =

1 +
√
1− 2bL
L .

(2) g(t) = 1
2L(t− t∗)(t− t∗∗) , g

�(t) = 1
2L((t− t∗) + (t− t∗∗)), t ∈ R .

(3) g(t) > 0 , t ∈ [0, t∗) .

(4) g�(t) ≤ L(t− t∗) < 0 , t ∈ [0, t∗) .

(5) g ist monoton fallend in [0, t∗] .

(6) Der Newton-Operator ng : [0, t∗) � t �−→ t− g�(t)−1g(t) ∈ R zu g ist wohldefiniert.

(7) t∗ − ng(t) = −1
2Lg

�(t)−1(t∗ − t)2 , t ∈ [0, t∗) .

(8) t∗∗ − ng(t) = −1
2Lg

�(t)−1(t∗∗ − t)2 , t ∈ [0, t∗) .

(9) t < ng(t) < t∗ und g(ng(t)) =
1
2Lg(t)

2g�(t)−2 , t ∈ [0, t∗) .

(10) ng([0, t∗)) ⊂ [0, t∗) .

(11) Die Newton-Iteration ist wohldefiniert: t0 := 0 , tk+1 := ng(tk) , k ∈ N0 .

(12) tk ∈ [0, t∗) , k ∈ N0 .

(13) Die Folge (tk)k∈N0
ist strikt monoton wachsend.

(14) t∗ − tk+1 = −1
2Lg

�(tk)
−1(t∗ − tk)

2 ≤ 1
2(t∗ − tk) , k ∈ N0 .

(15) tk+1 − t∗
tk+1 − t∗∗

=
�

tk − t∗
tk − t∗∗

�2
, k ∈ N0 .

(16) Ist 2bL < 1, dann gilt θ := t∗/t∗∗ < 1 und wir haben

t∗ − tk+1 =
1− θ2

1 + θ2
L

2
√
1− 2bL

(t∗ − tk)
2 ≤ L

2
√
1− 2bL

(t∗ − tk)
2 , k ∈ N0 .

(17) Ist 2bL < 1, dann gilt

tk = t∗ −
θ2

k

1− θ2k
2
√
1− 2bL

L
, k ∈ N0 .

Wir geben Hinweise zum Beweis von Aussagen, die nicht ganz offensichtlich sind.
Zu (2) Satz von Vietá.
Zu (6) Klar.
Zu (7)

t∗ − ng(t) = g�(t)−1(g�(t)(t∗ − t) + g(t))

= −g�(t)−1

� t∗

t
(g�(s)− g�(t))ds

= −g�(t)−1

� t∗

t
L(s− t)ds = −1

2
Lg�(t)−1(t∗ − t)
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Zu (8) Analog zu (7).
Zu (9) Folgt aus (7) und einer einfachen Rechnung (Taylorentwicklung).
Zu (10) Folgt aus (9).
Zu (11) Klar. Zu (12), (13) Beweist man induktiv.
Zu (14) Die erste Gleichheit ist nach (9) klar, die Ungleichung folgt aus g�(tk) ≤ L(t∗ − tk) < 0,
da tk ∈ [0, t∗) .
Zu (15) Beweist man induktiv.
Zu (16), (17) Beweist man induktiv.

3.3 Der Satz von Newton-Kantorovich

Erneut gehen wir der Fragestellung „Nullstellen“ nach, und zwar im unendlichdimensionalen
Kontext. Dazu betrachten wir die Lösung einer nichtlinearen Gleichung:

G(x) = θ . (3.10)

Dabei sei G : U −→ Y mit X,Y Banachräume, U ⊂ X offen. Es geht hier darum, Existenz und
Eindeutigkeit einer Lösung nachzuweisen und sie konstruktiv zu berechnen. Dazu wollen wir das
(iterative)Newton-Verfahren verwenden. Es unterstellt die (lokale) Fréchet-Differenzierbarkeit
der Abbildung G . Dann besteht die Iteration des Newton-Verfahrens in

DG(xk)Δxk = −G(xk) , xk+1 := xk +Δxk , k = 0, 1, 2, . . . (3.11)

Dabei ist der Startwert x0 geeignet zu wählen. Um das Newton-Verfahren anwenden zu können,
muss notwendigerweise G(xk)−1 für jedes xk existieren und beschränkt sein. Diese Iteration leitet
sich aus der Taylorentwicklung ab:

G(xk +Δ) = G(xk) +DG(xk)Δ + o(Δ) . (3.12)

Hier ist das berühmte Theorem von Kantorovich ([23]). Der ursprüngliche Beweis ist ziemlich
verwickelt, da die Absicherung, dass die Newtonfolge aus (3.11) eine vorgegebene Kugel nicht
verlässt, mehrere ineinandergeschachtelte Argumente verlangt, mehr Klarheit wurde durch die
so genannte Majorantenmethode erreicht; siehe [24]. Es sind eine Reihe von erfolgreichen Ver-
suchen unternommen worden, den Beweis zu vereinfachen, und die quantitiven Abschätzungen
für die Konvergenzgeschwindigkeit zu verbessern; siehe [14, 31, 39]. Wir folgen ganz eng der
Beweisausarbeitung in [19].

Satz 3.9 (Kantorovich, 1939, 1948) Seien X,Y Banachräume, sei U ⊂ X offen, und sei
G stetig Fréchet-differenzierbar in U . Sei x0 ∈ U und seien damit die folgenden quantitativen
Annahmen erfüllt:

(1) DG(x0) ist stetig invertierbar

(2) �DG(x0)−1G(x0)� ≤ b

(3) �DG(x0)−1(DG(u)−DG(v))� ≤ L�u− v� , u, v ∈ U

(4) 2bL ≤ 1

59



Setze
t∗ := (1−

√
1− 2bL)/L , t∗∗ := (1 +

√
1− 2bL)/L , θ := t∗/t∗∗ < 1 .

Ist dann
Bt∗(x

0) ⊂ U

erfüllt, dann gilt:

(a) Die Folge (xk)k∈N der Iteration xk+1 := xk −DG(xk)−1G(xk), k ∈ N0, existiert.

(b) xk ∈ Bt∗(x
0), k ∈ N .

(c) (xk)k∈N konvergiert gegen ein x∗ ∈ Bt∗(x
0) mit G(x∗) = θ .

(d) x∗ ist die einzige Nullstelle von G in Bt∗(x
0) .

(e)

�xk+1 − x∗� ≤ 1

2
�xk − x∗� , k ∈ N0 . (3.13)

(f) Falls in der Voraussetzung (3) die strikte Ungleichung gilt, also 2bL < 1, dann gilt

�xk+1 − x∗� ≤ 1− θ2
k

1 + θ2k
L

2
√
1− 2bL

�xk − x∗�2 ≤ L

2
√
1− 2bL

�xk − x∗�2 , k ∈ N0 , (3.14)

und x∗ ist die eindeutige Nullstelle von G in Bρ(x
0) für alle ρ in [t∗, t∗∗) mit Bρ(x

0) ⊂ U .

Beweis:
Die quantitativen Voraussetzungen und die Newton-Iteration aus (a) sind invariant unter einer
linearen Transformation, die ein topologischer Isomorphismus zwischen den Räumen X,Y ist.
Daher ist es ausreichend, den Satz unter der vereinfachenden Annahme

X = Y , DG(x0) = I (3.15)

zu beweisen, denn die Transformation x �−→ DG(x0)−1G(x) führt auf diese vereinfachte Situa-
tion. Sei nun (3.15) zutreffend. Die Argumentation nutzt nun die skalare Funktion g aus dem
Abschnitt 3.2 und die dort bereitgestellten Ergebnisse; die Bezeichnungen übernehmen wir.
Resultat 1
Ist u ∈ Br(x

0) und v ∈ Br(x
0) ⊂ U, dann gilt:

�G(u)− (G(v) +DG(v)(u− v))� ≤ 1

2
L�u− v�2 . (3.16)

Beweis dazu:
Der Satz von Hahn-Banach liefert λ ∈ X∗ mit

�λ�∗ = 1 , �λ,G(u)− (G(v) +DG(v)(u− v))� = �G(u)− (G(v) +DG(v)(u− v))�

Setze mit a ∈ [0, 1] xa := v + a(u− v) und h(a) := �λ,G(xa)− (G(v) +DG(v)(xa − v))� . Eine
einfache Rechnung ergibt h�(a) = �λ, (DG(xa)−DG(v))(u− v)� und h ist stetig differenzierbar.
Mit der Voraussetzung (3) folgt h�(a) ≤ La�u− v�2 und Integration ergibt das Resultat.
Resultat 2
Ist t ∈ [0, t∗) und x ∈ Bt(x

0), dann ist DG(x) stetig invertierbar und es gilt

�DG(x)−1� ≤ |g�(t)|−1 ≤ 1 + Lt∗ . (3.17)

Beweis dazu:
Wir wissen t∗ ≤ 1/L und damit t ∈ [0, 1/L) . Damit folgt (unter den vereinfachenden Annahmen
aus Voraussetzung (2)

�DG(x)− I� ≤ L�x− x0� ≤ Lt < 1 .
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Mit der Neumannschen Reihe (siehe [5], Satz 7.31) folgt

�DG(x)−1� ≤ (1− Lt)−1 = |g�(t)|−1 .

Offenbar gilt |g�(t)|−1 ≤ 1 + Lt∗ für t ∈ [0, t∗) .

Das Resultat 2 rechtfertigt die Definition des so genannten Newton-Operators:

NG : Bt∗(x
0) � x �−→ x−DG(x)−1G(x) ∈ X .

Solange x ∈ Bt∗(x
0) gilt, ist der Newton-Operator definiert, aber es ist zumindest nicht offen-

sichtlich, dass das Bild NG(x) in Bt∗(x
0) liegt. Dies gilt es nun abzusichern. Setze

K(t) := {x ∈ Bt(x)| �G(x)� ≤ g(t)}, t ∈ [0, t∗) , K := ∪t∈[0,t∗)K(t) .

Resultat 3
Für t ∈ [0, t∗) und x ∈ K(t) gilt:

(α) �DG(x)−1G(x)� ≤ −g�(t)−1g(t)

(β) �NG(x)− x0� ≤ ng(t)

(γ) �G(NG(x))� ≤ g(ng(t))

(δ) NG(K(t)) ⊂ K(ng(t))

(η) NG(K) ⊂ K

Beweis dazu:
Sei x ∈ K(t), t ∈ [0, t∗) . Wir wissen �DG(x)−1� ≤ |g(t)|−1 (Resultat 2). Daher folgt

�DG(x)−1G(x)� ≤ �DG(x)−1��G(x)� ≤ |g�(t)|−1g(t)

und (α) ist gezeigt. (β) folgt aus

�NG(x)− x0� ≤ �x− x0�+ �DG(x)−1D(x)� ≤ t− g(t)g�(t)−1 = ng(t) .

Daraus folgt nun NG(x) ∈ Bt∗(x
0) . Dies ergibt mit Resultat 1

�G(ND(x))− (G(x) +DG(x)(NG(x)− x))� ≤ 1

2
L�DG(x)−1G(x)�2 .

Da G(x) +DG(x)(NG(x)− x) = θ gilt, folgt mit der Identität g(ng(t)) =
1
2Lg(t)

2g�(t)−2 (siehe
Beobachtung (8) im vorhergehenden Abschnitt) die Aussage (γ) . Da t < ng(t) < t∗ gilt (siehe
Beobachtung (8) im vorhergehenden Abschnitt), erhalten wir mit (β), (γ) NG(x) ∈ K(ng(t)) .
Damit ist auch (δ) gezeigt. Sei x ∈ K, also x ∈ K(t) für ein t ∈ [0, t∗) . Dann ist NG(x) ∈
K(ng(t)) ⊂ K . Also gilt (η) .
Resultat 4
Die Folge (xk)k∈N der Newton-Iteration ist wohldefiniert und es gilt:

(α) xk ∈ K(tk) ⊂ Bt∗(x
0), k ∈ N .

(β) (xk)k∈N konvergiert gegen ein x∗ ∈ Bt∗(x
0) .

(γ) G(x∗) = θ .

(δ) �x∗ − xk� ≤ t∗ − tk , k ∈ N .
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Beweis dazu:
Die Definiertheit der Folge ist schon klar, ebenso xk ∈ K, k ∈ N . Da K ⊂ Bt∗(x

0) gilt, ist
xk ∈ Bt∗(x

0), k ∈ N . Wegen t0 = 0 ist x0 ∈ K(t0) nach Voraussetzung (2). Induktiv folgt
xk ∈ K(tk), k ∈ N . Damit ist (α) bewiesen. Nun erhalten wir mit Resultat 3 (α)

�xk+1 − xk� ≤ tk+1 − tk , k ∈ N .

Da die Folge (tk)k∈N konvergiert (siehe Beobachtung (12), (13) im vorhergehenden Abschnitt),
konvergiert auch

�

k∈N0
(tk+1 − tk) und wir folgern daraus, dass (xk)k∈N eine Cauchyfolge ist.

Also konvergiert (xk)k∈N gegen ein x∗ ∈ Bt∗(x
0) . Ferner

�x∗ − xk� ≤
�∞

j=k
(tj+1 − tj) = t∗ − tk , k ∈ N .

Wegen G(xk) = DG(xk−1)(xk+1 − xk) und �DG(x)� ≤ 1 + Lt∗, x ∈ Bt∗(x
0), erhalten wir

limk G(xk) = θ . Mit der Stetigkeit von G folgt G(x∗) = θ . Damit sind alle Punkte des Resultats
gezeigt.

Nun haben wir noch die Eindeutigkeits- und Konvergenzaussagen zu beweisen.
Resultat 5
Seien u, v ∈ X, t, s ≥ 0, r > 0 . Ist

�u− x0� ≤ t < t∗, �v − x0� ≤ r,G(v) = θ, g(s) ≤ 0, Br(x
0) ⊂ U,

dann gilt

s > t und �v −NG(u)� ≤ (s− ng(t))
�v − u�
(s− t)2

(3.18)

Beweis dazu:
Wir haben v −NG(u) = DG(u)−1(G(u) +DG(u)(v − u) und da G(v) = θ ist, erhalten wir

�DG(u)−1(G(u) +DG(u)(v − u)� ≤ 1

2
L|g�(t)|−1�v − u�2 .

Daraus folgt

�v −NG(u)� ≤ L

2|g�(t)|(s− t)2
�v − u�
(s− t)2

.

Da g�(t) < 0 und g(s) ≤ 0 ist, folgt

s− ng(t) = −g�(t)−1(−g(t)− g�(t)(s− t))

≥ |g�(t)|−1((g(s)− g(t)− g�(t)(s− t)) =
L

2|g�(t)|(s− t)2 .

Nun folgen die behaupteten Aussagen unmittelbar.
Resultat 6
Ist v ∈ Bt∗(x

0) mit G(v) = θ, dann gilt:

�v − xk+1� ≤ t∗ − tk+1

(t∗ − tk)2
�v − xk�2 , �v − xk� ≤ t∗ − tk , k ∈ N0 . (3.19)

Insbesondere ist x∗ die eindeutig bestimmte Nullstelle von G in Bt∗(x
0) .

Beweis dazu:
Sei k ∈ N0 . Aus Resultat 4 folgt �xk − x0� ≤ tk und mit Resultat 5 mit u = xk, t = tk, s = t∗
erhalten wir

�v −NG(x
k)� ≤ (t∗ − ng(tk))

�v − xk�2
(t∗ − tk)2
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Damit ist die erste Ungleichung schon klar. Wir beweisen die zweite Ungleichung induktiv. Sie
gilt für k = 0, da v ∈ Bt∗(x

0) und t0 = 0 . Mit der Induktionsvoraussetzung �v − xk� ≤ t∗ − tk
und der ersten Ungleichung folgt �v − xk+1� ≤ t∗ − tk+1 .
Wir wissen schon x∗ ∈ Bt∗(x

0) und G(x∗) = θ . Aus der Konvergenz der Folgen (xk)k∈N und
(tk)k∈N gegen x∗ bzw. t∗, folgt mit der zweiten Ungleichung v = x∗ .
Resultat 7
Wir haben

�x∗ − xk+1� ≤ t∗ − tk+1

(t∗ − tk)2
�x∗ − xk�2 , k ∈ N0 , (3.20)

�x∗ − xk+1� ≤ 1

2
�x∗ − xk� , k ∈ N0 . (3.21)

Zusatz: Ist 2bL < 1, dann gilt

�x∗ − xk+1� ≤ 1− θ2
k

1 + θ2k
L

2
√
1− 2bL

�x∗ − xk�2 ≤ L

2
√
1− 2bL

�x∗ − xk�2 , k ∈ N0 . (3.22)

Beweis dazu:
Die erste Ungleichung folgt mit v := x∗ aus Resultat 6. Da (t∗ − tk+1)(t∗ − tk)

−1 ≤ 1
2 , und �x∗ −

xk�(t∗−tk)
−1 ≤ 1, folgt die zweite Ungleichung. Die dritte Aussage folgt aus den vorhergehenden

Resultaten und Aussagen zum Hilfspolynom.
Resultat 8
Ist 2bL < 1, t∗ ≤ ρ < t∗∗, und Bρ(x

0) ⊂ U, dann ist x∗ die einzige Nullstelle von G in Bρ(x
0) .

Beweis dazu:
Sei v∗ ∈ Bρ(x

0) und G(v∗) = θ .
Mit Resultat 1 folgt mit v = x0, u = v∗ offenbar �G(x0) + v∗ − x0� ≤ 1

2L�v∗ − x0�2 (beachte
DG(x0) = I). Mit der Dreiecksungleichung und der Voraussetzung folgt

�G(x0) + v∗ − x0� ≥ �v∗ − x0� − �G(x0)� ≥ �v∗ − x0� − b

und daher
1

2
L�v∗ − x0�2 ≥ �v∗ − x0� − b, d. h. g(�v∗ − x0�) ≥ 0 .

Dies ergibt �v∗ − x0� ≤ t∗ . Damit folgt mit Resultat 6, dass G(v∗) = θ gilt und daher v∗ = x∗

ist.
Nun sind alle Aussagen des Satzes von Kantorovich bewiesen. �

Die Newtoniteration ist invariant gegenüber einer affinen Transformation der Abbildung G .
Glücklicherweise sind die Voraussetzungen des Satzes auch invariant gegenüber einer affinen
Transformation der Abbildung G . Daher heißt diese Fassung des Satzes auch der affin-invariante
Satz von Kantorovich; siehe [14]. Wir fügen noch eine nicht affin-invariante Fassung des Satzes
an, die zudem auch nicht die Existenz einer Lösung mitbeinhaltet.

Satz 3.10 (Newton-Verfahren) Seien X,Y Banachräume, sei U ⊂ X offen und sei G : U �
x �−→ G(x) ∈ Y Fréchet-differenzierbar. Sei z ∈ U eine Lösung der Gleichung G(x) = θ and
sei DF (z) stetig invertierbar. Es gelte mit Konstanten r, β, L > 0:

Br(z) ⊂ U , �DF (z)−1� ≤ β , �DF (x)−DF (y)� ≤ L|x− y| for all x, y ∈ U .

Dann ist für alle x0 ∈ Bδ(z) mit δ := min{r, 1
2βL

} die Iteration xk+1 := xk−DG(xk)−1DG(xk)

definiert und liefert eine Folge (xn)n∈N mit

|xn+1 − z| ≤ βL|xn − z|2 ≤ 1

2
|xn − z| , n = 0, 1, . . . . (3.23)
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Beweis:
Wir wollen zeigen:

Falls x ∈ Bδ(z) dann ist DF (x) stetig invertierbar und �DF (x)−1� ≤ 2β .

Sei x ∈ Bδ(z) . Dann setzen wir

η := �DF (z)−1(DF (x)−DF (z))� ≤ �DF (z)−1��DF (x)−DF (z)� ≤ βL|x− z| ≤ βLδ ≤ 1

2
.

Nun ist DF (x) invertierbar und

DF (x)−1� ≤ (1− η)−1�DF (z)−1� ≤ 2β .

Wir zeigen nun induktiv
xn ∈ Bδ(z) , n = 0, 1, . . . , .

Die Induktionsvoraussetzung ist auf Grund der Voraussetzungen des Satzes schon klar. Sei xn ∈
Bδ(z) . Wir haben

xn+1 = xn −DF (xn)−1F (xn) = xn −DF (xn)−1(F (xn)− F (z))

und daher
xn+1 − z = DF (xn)−1(F (z)− F (xn)−DF (xn)(z − xn)) .

Dies hat

|xn+1 − z| ≤ 2β
L

2
|xn − z|2 ≤ βLδ|xn − z| ≤ 1

2
|xn − z|

zur Folge und die Induktion ist abgeschlossen. �

Bemerkung 3.11 Beachte, dass die Abschätzung (3.23) quadratische Konvergenz der Folge
(xn)n∈N zur Lösung z zur Konsequenz hat. �

Bemerkung 3.12 Das Newton-Verfahren kann genutzt werden, einen Kandidaten für ein Mi-
nimum einer glatten Zielfunktion f : U −→ R zu berechnen, indem man eine Lösung der
notwendigen Bedingung F (x) := ∇f(x) = θ berechnet. Als Herausforderung kommt hier hinzu,
dass man sicherstellen möchte, dass die Zielfunktion entlang der Newton-Iteration monoton nicht
wachsend ist. Dazu gibt es eine Reihe von Vorschlägen; siehe etwa [38]. �

Bemerkung 3.13 Das deformierte Newton-Verfahren (siehe Bemerkung 3.7) wird übertragen
in den unendlichdimensionalen Kontext in [25]. Es wird beschrieben durch folgende Iteration:

yn := xn −DG(xn)−1G(xn) , xn+1 := xn −DG(
1

2
(xn + yn))−1G(xn) , n ∈ N0 . (3.24)

�

3.4 Ein Satz zum Newtonverfahren unter Nutzung einer äußeren
Inversen

Wir wollen erneut die Gleichung
G(x) = θ . (3.25)

mittels eines Newtonverfahrens lösen. Dabei sei G : U −→ Y mit X,Y Banachräume, U ⊂ X
offen. Wir wollen hier auf die Voraussetzung verzichten, dass DG entlang einer Iteration injektiv
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ist. Daher wollen wir statt DG(·)−1 mit einer stetigen Abbildung Γ : U −→ B(Y,X) arbeiten.
Die Iteration, die wir dann hinschreiben können, ist folgende:

xk+1 = xk − Γ(xk)G(xk) , k ∈ N0 . (3.26)

Dabei ist x0 ∈ U ein Startwert. Wenn wir sicherstellen können, dass die Folge (xk)k∈N0
wohlde-

finiert ist, d. h. xk ∈ U gilt, dann gilt:

limk Γ(x
k)G(xk) = θ falls x∗ = limk x

k existiert
Γ(x∗)G(x∗) = θ falls x∗ = limk x

k existiert
G(x∗) = θ falls x∗ = limk x

k existiert und Γ(x∗) injektiv ist

Ist nun aber Γ(x∗) nicht injektiv, können wir nur auf G(x∗) ∈ ker(Γ(x∗)) schließen. Da wir Γ(x∗)
a priori nicht kennen, liegt es nahe, die Abbildung Γ : U −→ B(Y,X) so zu wählen, dass sich
der Kern von Γ entlang der Iteration nicht ändert, was sichergestellt wird durch

ker(Γ(x)) = ker(Γ(x0)) , x ∈ U . (3.27)

Unter dieser Voraussetzung können wir dann hoffen, die Gleichung (3.25) in folgendem Sinne zu
lösen:

G(x) ∈ ker(Γ(x0)) . (3.28)

Dies führt uns nun zur eigentlichen Aufgabenstellung:
Gegeben Γ∗ ∈ B(Y,X) . Löse

G(x) ∈ ker(Γ∗) . (3.29)

Wenn es möglich ist, sicherzustellen, dass ker(Γ(x0)) = ker(Γ∗), dann ist das Verfahren (3.26)
eine Iteration zur Berechnung einer Lösung von (3.29).

Definition 3.14 Seien X,Y Banachräume und seien T : X −→ Y, S : Y −→ x linear
und stetig. S heißt äußere Inverse von T genau dann, wenn STS = S . Wir schreiben dann
S = T# . �

Eigenschaften der äußeren Inversen sind im Anhang 3.8 aufgeführt. Beachte, dass äußere
Inverse (im Sinne unserer Definition) nicht eindeutig bestimmt sind; der Nulloperator ist ja
immer schon eine äußere Inverse. Es kommt also immer auf den Kontext an, welche äußere
Inverse Verwendung finden soll.

Wir starten mit einer Approximation J : U −→ B(X,Y ) von DG . Sei x0 ∈ U und sei
Γ(x0) eine äußere Inverse von J(x0) mit ker(Γx0) . Damit können wir eine Abbildung Γ : U −→
B(Y,X) konstruieren gemäß

Γ(x) := (I − Γ(x0)(J(x0)− J(x)))−1Γ(x0) , x ∈ U . (3.30)

Nun ist jedes Γ(x) ist eine äußere Inverse von J(x) mit ker(Γ(x)) = ker(Γ(x0)), falls gilt:

�Γ(x0)(J(x0)− J(x))� < 1 ;

siehe Lemma 3.28.

Satz 3.15 (Chen-Nashed, 1993) Seien X,Y Banachräume, sei U ⊂ X offen, und sei G stetig
Fréchet-differenzierbar in U . Sei x0 ∈ U und seien mit den Konstanten b, L,M,m,N, n ≥ 0 die
folgenden quantitativen Annahmen erfüllt:

(1) �Γ(x0)G(x0)� ≤ b

65



(2) �Γ(x0)(DG(u)−DG(v))� ≤ L�u− v� , u, v ∈ U

(3) �Γ(x0)(DG(x)− J(x))� ≤ M�x− x0�+m, x ∈ U

(4) �Γ(x0)(J(x)− J(x0))� ≤ N�x− x0�+ n , x ∈ U

Setze
p := m+ n , K := max(L,M +N) , κ := Kb .

Ist

K > 0 , p < 1 , κ ≤ 1

2
(1− p)2 , Bt∗(x

0) ⊂ U ,

t∗ := (1− p−
�

(1− p)2 − 2κ)/K , t∗∗ := (1− p+
�

(1− p)2 − 2κ)/K ,

dann gilt:

(a) Die Folge (xk)k∈N der Iteration xk+1 := xk − Γ(xk)G(xk), k ∈ N0, existiert.

(b) xk ∈ Bt∗(x
0), k ∈ N .

(c) (xk)k∈N konvergiert gegen ein x∗ ∈ Bt∗(x
0) .

(d) G(x∗) ∈ ker(Γ(x0)) .

(e) x∗ ist lokal eindeutig bestimmte Lösung von G(x) ∈ ker(Γ(x0)) in folgendem Sinne:

V ∩ (Γ(x0)G)−1 = {x∗} mit V := (Bt∗(x
0) ∪Bt∗∗(x

0) ∩ U)) ∩ (x0 + Γ(x0))

(f) Ist J = DG und κ = 1
2 , dann haben wir die Abschätzung

�xk+1 − x∗� ≤ 1

2
�xk − x∗� , k ∈ N0 . (3.31)

(g) Ist J = DG und κ < 1
2 , dann kann die Abschätzung 3.32 verschärft werden zu

�xk+1 − x∗� ≤ 1

2
√
1− 2κ

�xk − x∗�2 , k ∈ N0 , (3.32)

Zur Vorbereitung des Beweises zwei Lemmata zu Hilfsfunktionen, die dann zur Majorisierung
beim Beweis Verwendung finden.

Lemma 3.16 Definiere mit den Konstanten K, p, b, κ,M,m,N, n, t∗, t∗∗ aus Satz 3.15 die Funk-
tionen f, g : R −→ R durch

f(t) :=
1

2
Kt2 + (p− 1)t+ b , g(t) := Nt+ (n− 1) , t ∈ R .

Ferner sei t+ := (1− n)/N . Dann gilt:

(1) 0 < t∗ ≤ t∗∗ ; t∗ ≤ t+ , t∗ = t∗∗ ⇐⇒ κ = 1
2(1− p)2 .

(2) f−1(−∞, 0) = (t∗, t∗∗) , f
−1(0) = {t∗, t∗∗} , f−1(0,∞) = R\[t∗, t∗∗] .

(3) g−1(−∞, 0) = (∞, t+) , g
−1(0) = {t+} , g−1(0,∞) = (t+,∞) .

(4) f(s) = f(t) + f �(t)(s− t) + 1
2K(s− t)2 , s, t ∈ R .

(5) 0 ≤ Mt+m ≤ f �(t)− g(t) , t ∈ R .
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Beweis:
Diese Aussagen sind einfach nachzurechnen. �

Lemma 3.17 Definiere mit den Konstanten K, p, b, κ,M,m,N, n, t∗, t∗∗ aus Satz 3.15 die Funk-
tionen f, g : R −→ R durch

f(t) :=
1

2
Kt2 + (p− 1)t+ b , g(t) := Nt+ (n− 1) , t ∈ R .

Betrachte damit die Funktion

ψ : [0, t∗) � t �−→ t− f(t)

g(t)
∈ R .

Dann gilt:

(1) 0 < ψ(t) < t∗ , t ∈ [0, t∗) .

(2) ψ([0, t∗)) ⊂ [0, t∗) .

(3) Die Folge (tk)k∈N, definiert durch

t0 := 0 , tk+1 := ψ(tk) , k ∈ N0 ,

ist wohldefiniert, strikt monoton wachsend, konvergent, und es gilt limk tk = t∗ .

Beweis:
Zu (1) Sei t ∈ [0, t∗) . Dann ist f(t) > 0, g(t) < 0, und daher ψ(t) > 0 . Ferner

0 = f(t∗) = f(t) + f �(t)(t∗ − t) +
1

2
K(t∗ − t)2 ≥ f(t) + g(t)(t∗ − t) +

1

2
(t∗ − t)2 .

Daraus lesen wir dann ab:

t∗ − ψ(t) ≥ − K

2g(t)
(t∗ − t)2 > 0

Zu (2) Konsequenz von (1).
Zu (3) Wegen (2) ist die Folge wohldefiniert und wir wissen tk ∈ [0, t∗) für alle k ∈ N0 . Aus (1)
folgt die Monotonieaussage. Also ist (tk)k∈N konvergent; sei l := limk tk . Aus

|f(l)| = lim sup
k

|f(tk)| ≤ lim sup
j

|g(tj)| lim sup
k

|f(tk)|
|g(tk)|

≤ (1− n) lim sup
k

|tk+1 − tk| = 0

und f−1(0) ∩ [0, t∗] = {t∗} schließen wir l = t∗ . �

Kommen wir nun zum Beweis von Satz 3.15 . Wir teilen ihn in Teilresultate auf. Zunächst
eine Definition:

W (t) := {x ∈ X|�x− x0� ≤ t, �Γ(x0)G(x)� ≤ f(t)}, t ∈ [0, t∗) , W := ∪t∈[0,t∗)W (t) .

Resultat 1
Ist t ∈ [0, t∗), x ∈ W (t), dann gilt �Γ(x)G(x)� ≤ −g(t)−1f(t) .
Beweis dazu:

�Γ(x)G(x)� = �Γ(x)J(x0)Γ(x0)G(x)�( siehe Lemma 3.28) ≤ �Γ(x)J(x0)��Γ(x0)G(x)�

≤ f(t)

1− �Γ(x0)(J(x0)− J(x))� ≤ f(t)

1−N�x− x0� − n
≤ −f(t)

g(t)
.
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Resultat 2
Ist t ∈ [0, t∗), x ∈ W (t), dann gilt �x0 −Ψ(x)� ≤ ψ(t) .
Beweis dazu:

�x0 −Ψ(x)� ≤ �x0 − x�+ �Γ(x)G(x)� ≤ t− f(t)

g(t)
= ψ(t) .

Resultat 3
Ist t ∈ [0, t∗), x ∈ W (t), dann gilt �Γ(x0)G(Ψ(x))� ≤ ψ(f(t)) .
Beweis dazu: Wir schreiben Γ(x0)G(Ψ(x)) = u+ v + w mit

u := Γ(x0)G(Ψ(x))− Γ(x0)G(x)− Γ(x0)DG(x)(Ψ(x)− x)

v := Γ(x0)G(x) + Γ(x0)J(x)(Ψ(x)− x)

w := Γ(x0)DG(x)(Ψ(x)− x)− Γ(x0)J(x)(Ψ(x)− x)

Dann folgt

�u� ≤ 1

2
L�Ψ(x)− x�2 ≤ 1

2
K�Γ(x)G(x)�2 ≤ 1

2
K
f(t)2

g(t)2
,

�v� = Γ(x0)(G(x) + J(x)(ψ(x)− x)) = Γ(x0)(I − J(x)Γ(x))G(x) = θ ,

�w� ≤ �Γ(x0)(J(x)−DG(x))��Ψ(x)− x� ≤ (M�x− x0�+m)�Γ(x)G(x)�

≤ −(Mt+m)
f(t)

g(t)
≤ (g(t)− f �(t))

f(t)

g(t)
.

Dies ergibt nun

�Γ(x0)G(Ψ(x))� ≤ 1

2
K
f(t)2

g(t)2
+ (g(t)− f �(t))

f(t)

g(t)

= f(t) + f �(t)(ψ(t)− t) +
1

2
K(ψ(t)− t)2 = f(ψ(t)) .

Resultat 4
Wir haben Ψ(W (t)) ⊂ W (ψ(t)) ⊂ W, t ∈ [0, t∗), und Ψ(W ) ⊂ W .
Beweis dazu: Folgt aus Resultat (2),(3) und einer einfachen Rechnung.
Resultat 5
Ist u, v ∈ V mit Γ(x0)G(v) = θ, dann gilt

�Ψ(u)− v� ≤ �Γ(u)J(x0)�(1
2
L�u− v�2 + (M�u− v�+m)�u− v�) .

Beweis dazu: Wir haben (siehe 3.28,3.26)

ran(Γ(x0)) = ran(Γ(u)) = ran(Γ(u)J(u)) = ker(I − Γ(u)J(u))

und daher
v − u = (v − x0)− (u− x0) ∈ ker(I − Γ(u)J(u)) .

Wir setzen

y := Γ(u)J(x0)(Γ(x0)(G(v))− Γ(x0)(G(u))− Γ(x0)DG(u)(v − u) ,

z := Γ(u)J(x0)(Γ(x0)DG(u)(v − u)− Γ(x0)J(u)(v − u)) .

Dann folgt

y + z = −Γ(u)J(x0)Γ(x0)(G(u) + J(u)(v − u))

= −Γ(u)(G(u))− Γ(u)J(u)(v − u)

= u− Γ(u)(G(u))− v = ψ(u)− v .
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Aus der Voraussetzung (2) folgt

�y� ≤ 1

2
L�Γ(u)J(x0)��u− v�2 ,

�z� ≤ �Γ(u)J(x0)�(M�u− v�+m)�u− v� .
Daraus leitet man die Aussage ab.
Resultat 5
xk ∈ W (tk) , k ∈ N0 , und es gilt die Aussage (a) des Satzes.
Indukion: k = 0 Wir haben t0 = 0 und daher �Γ(x0)G(x0)� ≤ b = f(t0) .
k → k + 1 Wegen

�xk+1 − x0� = �Ψ(xk)− x0� ≤ ψ(tk) = tk+1

und
�Γ(x0)G(xk+1)� = �Γ(x0)G(Ψ(xk))� ≤ f(ψ(tk)) = f(tk+1)

ist der Induktionsschluss abgeschlossen.
Aussage (a) ergibt sich daraus.
Resultat 6
Aussage (b) gilt.
Beweis dazu: Aus folgt

�xk+1 − xk� = �Γ(xk)G(xk)� ≤ −f(tk)

g(tk)
= tk+1 − tk , k ∈ N0 .

Daraus folgt, da (tk)k∈N0
konvergent ist gegen t∗, ist auch (xk)k∈N0

konvergent und x∗ :=
limk x

k ∈ Bt∗(x
0) existiert.

Resultat 7
Aussage (c) gilt.
Beweis dazu: Wir haben

sup
k∈N0

�Γ(x0)(J(xk)− J(x0))� ≤ N sup
k∈N0

�xk − x0�+ n ≤ Nt∗ + n

und erhalten daher

�Γ(x0)G(x∗)� = lim sup
k

�Γ(x0)G(xk)�

= lim sup
k

�(I − Γ(x0)(J(x0)− J(xk))Γ(xk)G(xk)�

≤ (1 + sup
j∈N0

�Γ(x0)(J(xj)− J(x0)�) lim sup
k

�Γ(xk)G(xk)�

≤ (1 +Nt∗ + n) lim sup
k

�xk+1 − xk� = 0

Resultat 8
Aussage (d) gilt.
Beweis dazu: Sei v ∈ V mit Γ(x0)G(v) = θ . Setze t := �v − x0� . Dann folgt

�x1 − v� = �Ψ(x0)− v� ≤ �Γ(x0)J(x0)�(1
2
Lt2 +mt) ≤ 1

2
Kt2 + pt .

Wir haben auch �x1 − x0� ≤ a und daher

t ≤ �x1 − v�+ �x1 − x0� ≤ 1

2
Kt2 + bt+ a .
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Daraus folgt f(t) ≥ 0 und es muss daher t ≤ t∗ gelten. Dies zeigt v ∈ Bt∗(x
0) .

Wir zeigen nun xk ∈ V für alle k ∈ N0 . Wir wissen schon xk ∈ W (tk) ⊂ Bt∗(x
0), k ∈ N0 , und

xj+1 − xj = −Γ(xj)G(xj) ∈ ran(Γ(xj)) = ran(Γ(x0)) , j ∈ N0 . Daher

xk − x0 =
k−1
�

j=0

xj+1 − xj = −
k−1
�

j=0

Γ(xj)G(xj) ∈ ran(Γ(x0)) .

Nun beweisen wir induktiv �xk − v� ≤ t∗ − tk , k ∈ N0 , was dann unmittelbar v = limk x
k = x∗

zur Konsequenz hat.
k = 0 Dies ist schon klar, t0 = ist.
k → k + 1

�Γ(xk)J(xk)� ≤ (1− �Γ(x0)(J(xk)− J(x0))�)−1

≤ (1−N�xk − x0� − n)−1 ≤ −g(tk)
−1

Mit der Induktionsvoraussetzung xk ∈ V folgt

�xk+1 − v� ≤ �Γ(xk)J(x0)�(1
2
L�xk − v�2 + (M�xk − x0�+m)�xk − v�)

≤ −g(tk)
−1(

1

2
K(t∗ − tk)

2 + (Mtk +m)(t∗ − tk))

≤ −g(tk)
−1(

1

2
K(t∗ − tk)

2 + (f �(tk)− g(tk))(t∗ − tk))

≤ −g(tk)
−1(f(t∗)− f(tk)) + t∗ − tk

= t∗ +
f(tk)

g(tk)
− tk = t∗ − tk+1

Resultat 9
Aussage (e) gilt.
Beweis dazu: Im Spezialfall J = DG können die Konstanten vereinfacht werden zu

M = m = n = p = 0 , L = K = N .

Wir haben nun

�xk+1−x∗� ≤ �Γ(xk)DG(x0)�(1
2
L�xk−x∗�2) ≤ −Lg(tk)

−1�xk−x∗�2 = L

2(1− Ltk)
�xk−x∗�2 .

Ist κ = 1
2 , dann folgt mit v := x∗ und Lt∗ ≤ 1

L

2(1− Ltk)
�xk − x∗�2 ≤ 1

2

L(t∗ − tk)

1− Ltk
�xk − x∗� ≤ 1

2
�xk − x∗� .

Ist κ < 1
2 , dann haben wir 0 ≤ Lt∗ < 1 . Also

L

2(1− Ltk)
�xk − x∗�2 ≤ L

2(1− Lt∗)
�xk − x∗�2 = L

2
√
1− 2κ

�xk − x∗�2 .

�

Bemerkung 3.18 Die Voraussetzungen des Satzes 3.15 können als affin invariant angesehen
werden, da man die Transformation, der man G unterwirft, auch J unterwerfen kann. �

Eine Anwendung des Satzes 3.15 findet man in [2]. Dort wird die Existenz einer Lösung der
Euler-Lagrange-Gleichung eines nichtlienaren Pendels nachgewiesen.
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3.5 Der Satz von Kantorovich unter einer Surjektivitätsbedin-
gung

Betrachte erneut die Gleichung
G(x) = θ . (3.33)

Dabei sei G : U −→ Y mit X,Y Banachräume, U ⊂ X offen. Wir betrachten nun folgende
Iterationsmethode zur Lösung dieser Gleichung:

xk+1 = xk − Φk(x
k) , k ∈ N0 . (3.34)

Dabei sei x0 ∈ U ein Startwert und (Φk)k∈N0
eine Familie von Abbildungen, definiert auf U mit

Werten in X .

Satz 3.19 (Polyak, 1964) Seien X,Y Banachräume, sei U ⊂ X offen, und sei G stetig Fréchet-
differenzierbar in U . Sei x0 ∈ U und seien damit die folgenden quantitativen Annahmen erfüllt:

(1) �G(x0)� ≤ a

(2) �DG(u)−DG(v)� ≤ L�u− v� , u, v ∈ U

(3) �Φk(x)� ≤ b�G(x)� , x ∈ U , k ∈ N0 .

(4) �G(x)−DG(x)Φk(x)� ≤ c�G(x)� , x ∈ U, k ∈ N0 .

(5) κ := 1
2Lab

2 + c < 1 . 3.15

Setze τ∗ :=
ab

1− κ . Ist dann

Bτ∗(x
0) ⊂ U

erfüllt, dann gilt:

(a) Die Folge (xk)k∈N der Iteration xk+1 := xk − Φk(x
k)G(xk), k ∈ N0, existiert.

(b) xk ∈ Bτ∗(x
0), k ∈ N .

(c) (xk)k∈N konvergiert gegen ein x∗ ∈ Bτ∗(x
0) mit G(x∗) = θ .

(d) Wir haben die a priori-Abschätzung

�xk+1 − x∗� ≤ τ∗κ
k , k ∈ N0 . (3.35)

(e) Falls in der Voraussetzung (4) c = 0 gilt, dann gilt xk ∈ Bs∗(x
0), k ∈ N0, mit s∗ :=

ab
�∞

j=0 κ
2j−1 und die a priori-Abschätzung 3.35 kann verschärft werden zu

�xk+1 − x∗� ≤ ab
κ2

k−1

1 + κ2k
≤ τ∗κ

2k−1 , k ∈ N0 . (3.36)

Beweis:
Zu (a) Sei xk ∈ U mit xk+1 ∈ U . Dann gilt

�G(xk+1)� ≤ �G(xk+1)− (G(xk) +DG(xk)(xk+1 − xk))�+ �G(xk)−DG(xk)Φk(x
k)�

≤ 1

2
L�xk+1 − xk�2 + c�G(xk)�

≤ (
1

2
Lb2�G(xk)�+ c)�G(xk)�
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Definiere die Folge (τk)k∈N0
⊂ [0,∞) durch

τk := ab

k−1
�

j=0

κj , k ∈ N0 .

Offenbar ist diese Folge konvergent; τ∗ := limk τk . Wir zeigen induktiv

xk ∈ Bτk(x
0) ⊂ Bτ∗(x

0) , �G(xk)� ≤ aκk ≤ a , k ∈ N0 . (3.37)

k = 0 Klar, da τ0 = 0 ist; siehe Vorausetzung (1).
k → k + 1

�xk+1 − x0� ≤ �xk+1 − xk�+ �xk − x0�
≤ �Φk(x

k)�+ τk ≤ abκk + τk ≤ τk+1 .

Dies zeigt xk+1 ∈ Bτk+1
(x0) . Ferner

�G(xk+1)� ≤ (
1

2
Lb2�G(xk)�+ c)�G(xk)� ≤ (

1

2
Lab2 + c)aκk = aκk+1

Damit ist nun klar, dass die Folge (xk)k∈N0
wohldefiniert ist.

Zu (b) Wir haben nun

�xk+1 − xk� ≤ b�G(xk)� ≤ abκk = τk+1 − τk , k ∈ N0 .

Da (τk)k∈N0
konvergent ist, ist auch (xk)k∈N0

konvergent. Also existiert x∗ := limk x
k ∈ Bτ∗(x

0) .
Zu (c) Nun folgt

�G(x∗)� = lim sup
k

�G(xk)� ≤ a lim sup
k

κk = 0 .

Zu (d) Wir erhalten

�x∗ − xk� ≤ τ∗ − τk = ab
∞
�

j=0

κj = ab
κk

1− κ
= τ∗κ

k , k ∈ N0 .

Zu (e) Definiere die Folge (tk)k∈N0
durch

tk := ab
k−1
�

j=0

κ2
j−1 , k ∈ N0 .

Klar, t∗ := limk tk existiert. Dann können wir zeigen

�xk − x0� ≤ tk − t∗ ≤ tk ≤ t∗ , k ∈ N0 ,

und

�x∗ − xk� ≤ t∗ − tk = ab

∞
�

j=0

κ2
j−1 k ∈ N0 .

Ferner gilt

∞
�

j=0

κ2
j−1 = κ−1

∞
�

j=0

(κ2
k

)2
j ≤ κ−1

∞
�

j=1

(κ2
k

)j =
κ2

k − 1

1− κ2
k
≤ κ2

k − 1

1− κ
.

�

Nun können wir ein Resultat zum Newtonverfahren aufschreiben, das nur eine Surjektivitäts-
bedingung nutzt; siehe Anhang 3.8. Wir schreiben es als ein relaxiertes Verfahren auf. Rela-
xation meint, dass der Newtonschritt nicht ohne „Schrittweitensteuerung“ ausgeführt wird.
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Satz 3.20 (Newton-Mysovskikh-Theorem, Polyak, 1964) Seien X,Y Banachräume, sei
U ⊂ X offen, und sei G stetig Fréchet-differenzierbar in U . Sei x0 ∈ U und seien mit den
Konstanten a, L, b damit die folgenden quantitativen Annahmen erfüllt:

(1) �G(x0)� ≤ a

(2) �DG(u)−DG(v)� ≤ L�u− v� , u, v ∈ U

(3) sur(DG(x)) > 1/b , x ∈ U .

Seien ω−, ω+ ∈ (0, 2) und setze c := max(|ω−−1|, |ω+−1|) . Setze κ := 1
2ω

2
+Lab

2 . Ist dann κ < 1

und ist (ωk)k∈N eine Folge mit ωk ∈ [ω−, ω+], k ∈ N0 , und gilt Bτ∗(x
0) ⊂ U mit τ∗ := ω+

ab
1−κ ,

dann gilt:

(a) Es gibt eine stetige Abbildung Γ : U −→ B(Y,X) mit �Γ(x)� ≤ b, x ∈ U .

(b) Die Folge (xk)k∈N, definiert durch die Iteration

xk+1 = xk − ωkΓ(x
k)G(xk) , k ∈ N0, (3.38)

ist wohldefiniert.

(c) xk ∈ Bτ∗(x
0), k ∈ N0 .

(d) (xk)k∈N konvergiert gegen ein x∗ ∈ Bτ∗(x
0) mit G(x∗) = θ .

(e) Wir haben die a priori-Abschätzung

�xk+1 − x∗� ≤ τ∗κ
k , k ∈ N0 . (3.39)

(f) Falls ωk = 1, k ∈ N0, gilt, dann gilt xk ∈ Bs∗(x
0), k ∈ N0 mit s∗ := ab

�∞
j=0 κ

2j−1 und die
a priori-Abschätzung 3.39 kann verschärft werden zu

�xk+1 − x∗� ≤ ab
κ2

k−1

1 + κ2k
≤ τ∗κ

2k−1 , k ∈ N0 . (3.40)

Beweis:
Zu (a) Dies folgt aus 3.33. Also ist der Newtonschritt ausführbar, solange xk in U ist.
Zu (b),(c),(d) Wir haben

Φk(x) = ωkΓ(x)G(x) , x ∈ U, k ∈ N0 .

Nun sieht man einfach ein, dass alle Voraussetzungen des Satzes 3.19 erfüllt sind. Wir haben für
x ∈ U

�G(x)−DG(ωkΓ(x)G(x))� = |1− ωk|�G(x)� ≤ c�G(x)�
und

�ωkΓ(x)G(x)� ≤ ωk�Γ(x)��G(x)� ≤ ω+b�G(x)� .
Im Vergleich zu Satz 3.19 haben wir b durch ω+b zu ersetzen.
Zu (e) Wir beobachten, dass c = 0 genau dann gilt, wenn ωk = 1, k ∈ N0, ist. �

Bemerkung 3.21 In der Originalarbeit [33] ist die Voraussetzung sur(DG(x)) > 1/b ersetzt
durch inj(DG(x)∗) > 1/b ; siehe dazu Lemma 3.34.

Die Voraussetzungen in Satz 3.20 sind nicht affin invariant gestellt. Sie können auch nicht
die Eindeutigkeit garantieren. �
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3.6 Anwendung: Ein Konvexitätsprinzip

Als Anwendung von Satz 3.20 beweisen wir das so genannte Konvexitätsprinzip. Es handelt
von der Idee, dass (auch) nichtlineare Abbildungen lokal die gleichen Eigenschaften haben wie
die Linearisierung4.

Lemma 3.22 Sei Z ein Banachraum und sei K ⊂ Z mit der Eigenschaft

1

2
(u+ v) ∈ int(K) für alle u, v ∈ K,u �= v . (3.41)

Dann ist K strikt konvex.5

Beweis:
Es genügt zu zeigen, dassK konvex ist. Seien u, v ∈ K,u �= v, und sei damit yt := (1−t)u+tv, t ∈
[0, 1] . Sei Q := {t ∈ [0, 1]|yt ∈ K} . Setze

Wk := {j2−k|j ∈ Z, 1 ≤ j ≤ 2k − 1} , W := ∪∞
k=0Wk .

Induktiv folgt mit (3.41) Wk ⊂ Q, k ∈ N0, und daher gilt W ⊂ Q . Setze

a := sup{s ∈ [0,
1

2
]|[1
2
− s,

1

2
+ s] ⊂ Q} .

Wegen (3.41) haben wir a > 0 . Ferner

(
1

2
− a,

1

2
+ a) = ∪s∈(0,a)[

1

2
− s,

1

2
+ s] ⊂ Q .

Wenn wir a = 1
2 zeigen können, ist K konvex.

Annahme: a < 1
2 .

Da W dicht in [0, 1] ist, können wir d ∈ (a,min(12 , 3a)) ∩W wählen. Diese Wahl ergibt

0 < 1− a− d < 1− 2a < 1 + a− d < 1 , 1 < 1− a+ d < 1 + 2a < 1 + a+ d < 2 .

Mit (3.41) erhalten wir

(
1

2
(1− a− d),

1

2
(1 + a− d)) ⊂ Q , (

1

2
(1− a+ d),

1

2
(1 + a+ d)) ⊂ Q .

Dann haben wir

(
1

2
− 1

2
(a+ d),

1

2
+

1

2
(a+ d)) =

= (
1

2
(1− a− d),

1

2
(1 + a− d)) ∪ (

1

2
(1− 2a),

1

2
(1 + 2a)) ∪ (

1

2
(1− a+ d),

1

2
(1 + a+ d)) ⊂ Q .

Insbesondere gilt [12 − s, 12 + s] ⊂ Q für alle s ∈ (a, 12(a+ d)), was ein Widerspruch zur Definition
von a ist. �

Satz 3.23 Seien X,Y Banachräume, sei U ⊂ X offen, und sei G stetig Fréchet-differenzierbar
in U . Sei ρ > 0 und Bρ(x

0) ⊂ U . Seien damit mit den Konstanten K,L, b die folgenden quan-
titativen Annahmen erfüllt:

4Beispiele sind: G invertierbar, DG(x) invertierbar (unter Voraussetzungen!), G kompakt, DG(x) kompakt, G
offen, DG(x) offen,. . .

5K heisst strikt konvex, wenn für alle u, v ∈ K,u �= v, und t ∈ (0, 1) tu+ (1− t)v ∈ int(K) gilt.
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(1) �G(x0)� ≤ ρ
b

(2) �DG(u)−DG(v)� ≤ L�u− v� , u, v ∈ Bρ(x
0)

(3) sur(DG(x)) > 1/b , x ∈ Bρ(x
0) .

Dann hat die Gleichung G(x) = θ eine Lösung in Bρ(x
0) .

Beweis:
Wir wollen Satz 3.20 anwenden für U := Bρ(x

0) und ωk := ω ∈ (0, 1), k ∈ N0 . Die Wahl von ω
ist noch geeignet zu treffen. Wir haben dazu sicherzustellen, dass

1 > κ(ω) := 1− ω +
1

2
ω2Lab2 , ρ > τ∗(ω) := ω

ab

1− κ
=

2ab

2− ωLab2

gilt. Dazu setze

ω := min(1,
2

Lab2
(1− abρ−1)) > 0

und wähle ω ∈ (0, ω) . Dann sind alle Voraussetzungen von Satz 3.20 erfüllt und wir haben eine
Lösung x∗(ω) der Gleichung G(x) = θ in Bτ∗(ω) ⊂ Bρ(x

0) . �

Satz 3.24 (Konvexitätsprinzip, Polyak, 2003) Seien X,Y Hilberträume, sei U ⊂ X offen,
und sei G stetig Fréchet-differenzierbar in U . Sei z ∈ U und R > 0 mit BR(z) ⊂ U . Seien damit
mit den Konstanten L, b die folgenden quantitativen Annahmen erfüllt:

(1) �DG(u)−DG(v)� ≤ L�u− v� , u, v ∈ BR(z)

(2) sur(DG(z)) > 1/c .

Sei nun r ∈ (0,min( 1
2cL , R) . Dann gilt:

(a) G(BR(z)) ist strikt konvex.

(b) G(BR(z)) ist offen.

Beweis:
Setze 1/b := 1/c− Lr > 0 . Dann gilt sur(DG(x)) > 1/b, x ∈ Br(z) , denn mit Lemma

sur(DG(x)) ≥ sur(DG(z))− �DG(x)−DG(z)� > 1/c− L�x− z� ≥ 1/c− Lr , x ∈ Br(z) .

Zu (a) Seien x0, x1 ∈ Br(z) . Setze

y0 := G(x0), y1 := G(x1) , x1/2 :=
1

2
(x0 + x1), y1/2 :=

1

2
(y0 + y1) .

Setze ρ :=
�x0 − x1�

8r . Dann haben wir Bρ(x1/2) ⊂ Br(z)
6 und

yi = G(x1/2) +DG(x1/2)(xi − x1/2) +Ri , �Ri� ≤ 1

2
L�xi − x1/2�2 =

1

8
L�x0 − x1�2 , i = 0, 1 .

Wir setzen R1/2 :=
1
2(R0 +R1) und erhalten

�R1/2� ≤ 1

2
(�R0�+ �R1�) ≤

1

8
�x0 − x1� .

6Hier wird benutzt, dass ein Hilbertraum gleichmäßig konvex ist. Dies folgt aus der Parallelogrammidentität
sofort.
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Ferner gilt mit Lr = 2Lr − Lr < 1/c− Lr = 1/b

�G(x1/2)− y1/2� ≤ 1

8
�x0 − x1�2 = ρLr < ρb−1 .

Wir betrachten nun Ĝ : Bρ(x1/2) � x �−→ G(x) − y1/2 ∈ Y . Aus Satz 3.23 folgt die Existenz
von x∗ ∈ Bρ(x1/2) mit G(x∗) = y1/2 und daher y1/2 ∈ G(BR(z)) . Nun ist G(x∗) = y1/2 mit
x∗ ∈ Br(z) . Also folgt y1/2 ∈ int(G(Br(z))) . Damit folgt die Konvexität von G(Br(z)) aus
Lemma 3.22.
Sei x ∈ Br(z) und setze y := G(x) . Dann gibt es r > 0, so dass Br(z) ⊂ Br(z) . Sei y ∈ Y mit
�G(x)− y� < rb−1 . Dann können wir Satz 3.23 auf Ĝ : Br(x) � x �−→ G(x)− y ∈ Y anwenden
und erhalten x ∈ Br(x) mit G(x) = y . Dies zeigt

Bxb−1(y) ⊂ G(Br(x)) ⊂ G(Br(z))

und daher ist y ein innerer Punkt von G(Br(z)) . �

3.7 Anhang: Äußere Inverse

Wir fassen hier Ergebnisse zur Existenz und zu Eigenschaften einer äußeren Inversen zusammen.
Nicht zu allen Ergebnissen werden wir die Beweise anführen.

Definition 3.25 Seien X,Y Banachräume und seien T ∈ B(X,Y ), S ∈ B(Y,X) . Wir nennen
S eine äußere Inverse von T falls STS = S . Wir schreiben dann T# := S . �

Äußere Inverse sind nicht eindeutig bestimmt. Beispielsweise ist der Nulloperator stets eine äußere
Inverse. Ist ein Operator T ∈ B(X,Y ) stetig invertierbar, dann ist diese Inverse auch eine äußere
Inverse.

Lemma 3.26 Seien X,Y Banachräume, sei T ∈ B(X,Y ), und sei S ∈ B(Y,X) eine äußere
Inverse. Dann gilt:

(1) (ST )(ST ) = (ST ) , (TS)(TS) = (TS) .

(2) ran(ST ) = ker(I − ST ) , ran(TS) = ker(I − TS) .

(3) X = ker(ST )⊕ ran(ST ) , Y = ker(TS)⊕ ran(TS) .

(4) ker(TS) = ker(S) , ran(ST ) = ran(S) .

Beweis:
Zu (1),(2),(3) Sei P ∈ {TS, ST} . Klar, P ist linear stetig und offenbar gilt PP = P (P ist ein
Projektor). Damit folgen (2),(3) in wohlbekannter Weise.
Zu (4) Aus STS = S folgt

S−1(θ) ⊂ S−1(T−1(θ)) = (TS)−1(θ) ⊂ (TS)−1(S−1(θ)) = (STS)−1(θ) = S−1(θ)

und
S(Y ) = (STS)(Y ) = (ST )(S(Y )) ⊂ (ST )(X) = S(T (X)) ⊂ S(Y )

�

Zur Erinnerung: Der Rang eines linearen Operators T ist die Dimension seines Bildes, also
rank(T ) = dim ran(T ) .

76



Lemma 3.27 Seien X,Y Banachräume und sei T ∈ B(X,Y ) . Dann gilt:

(1) Für alle k ∈ Z, 0 ≤ k ≤ rank(T ), existiert eine äußere Inverse S von T mit k = rank(S) .

(2) Es gibt eine äußere Inverse S von T mit rank(S) = ∞ genau dann, wenn ein abgeschlossener
linearer Teilraum X0 von X existiert, so dass X0∩ker(T ) = {θ} gilt und der lineare Teilraum
Y0 := T (X0) von Y ein Komplement in Y besitzt.

Beweis:
Siehe [36], Theorem 2.3. �

Lemma 3.28 Seien X,Y Banachräume, sei T ∈ B(X,Y ) und sei T# eine äußere Inverse von
T . Ferner sei S ∈ B(Y,X), und es gelte: �T#(T −S)� < 1 . Dann ist I−T#(T −S) invertierbar
und durch

S# := (I − T#(T − S))−1T#

wird eine äußere Inverse von S definiert mit

ker(S#) = ker(T#) , ran(S#) = ran(T#)

und es gilt:

�S#T� ≤ 1

1− �T#(T − S)�
Beweis:
Sei R := I−T#(T−S) . Da �T#(T−S)� < 1 gilt, hat R eine beschränkte Inverse (Neumannsche
Reihe!). Also ist S# wohldefiniert. Da T# eine äußere Inverse von T ist, folgt T#TR = T#S
und daher T#SR−1 = T#T . Nun erhalten wir

S#SS# = R−1T#SR−1T# = R−1T#TT# = R−1T# = S# .

Also ist S# eine äußere Inverse von S .
ker(S#) = ker(T#) folgt unmittelbar aus S# = R−1T# . Die Gleichheit ran(S#) = ran(T#) ist
offenbar äquivalent zu

ker(I − S#S) = ker(I − T#T ) ,

eine Aussage, die wir nun beweisen wollen.
Sei (I − T#T )(x) = θ . Dann ergibt sich

RS#S(x) = T#S(x) = T#ST#T (x) = (T#TT# − T#(T − S)T#)(T (x))

= (I − T#(T − S))(T#T (x))) = R(x)

Da R invertierbar ist, gilt (I − S#S)(x) = θ .
Sei (I − S#S)(x) = θ . Setze Q := I − S#(S − T ) . Man erhält in analoger Weise R−1T#T (x) =
Q(x) . Daraus ergibt sich

RQ = R(I −R−1T#(S − T )) = R− T#(S − T ) = I .

Also ist Q−1R .
Wir haben

�S#T� = sup{�R−1T#Tx�|x ∈ X, �x� = 1}
= sup{�R−1T#Tx�|x ∈ ker(I − T#T ), �x� = 1}
= sup{�R−1x�|x ∈ ker(I − T#T ), �x� = 1}
= sup{�R−1x�|x ∈ X, �x� = 1}

= �R−1� =
1

1− �T#(T − S)�
�
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Lemma 3.29 Seien X,Y Banachräume, seien T, S ∈ B(X,Y ) und seien T#, S# äußere Inverse
von T bzw. S . Dann sind äquivalent:

(1) S#(I − TT#) = 0 .

(2) ker(T#) ⊂ ker(S#) .

Beweis:
Wir haben

S#(I − TT#) = 0 ⇐⇒ S#(I − TT#)|ker(TT#) = 0 ⇐⇒ S#
|ker(TT#)

= 0

⇐⇒ S#
|ker(T#)

= 0 ⇐⇒ ker(T#) ⊂ ker(S#)

�

Bemerkung 3.30 Es gibt viele Versuche, einen Ersatz für die Inverse eines nichtinvertierbearen
linearen Operators zu definieren. Hier ist eine Art Klassifikation.

Seien X,Y Hilberträume – Hilberträume setzen wir voraus, um die Adjungierte eines Opera-
tors auf den Ausgangsräumen zur Verfügung zu haben – und seien T ∈ B(X,Y ), S ∈ B(Y,X) .
Betrachte folgende Eigenschaften:

TST = T (1)
STS = S (2)

(TS)∗ = TS (3)
(ST )∗ = ST (4)

Sei M die Menge der Gleichungen, die gültig sind für das Paar (T, S) . Wir nennen S eine
M-Inverse für T, falls M �= ∅ ist. Beispielsweise:

(1) Eine {1}-Inverse wird innere Inverse genannt.

(2) Eine {2}-Inverse wird äußere Inverse genannt; siehe oben.

(3) Eine {1, 2, 3, 4}-Inverse wird Moore-Penrose-Inverse genannt.

�

3.8 Anhang: Surjektivitäts- und Injektivitätsmodul

Wir haben die Newtoniteration

DG(xk)vk = −G(xk) , xk+1 := xk + vk , k ∈ N0 , (3.42)

für die Gleichung
G(x) = θ (3.43)

betrachtet. Wenn die Gleichung DG(xk)vk = −G(xk) lösbar ist, ist die Iteration definiert; die
Surjektivität von DG(xk) reicht dafür aus. Ist diese Gleichun3.15g nicht eindeutig lösbar, stellt
sich aber die Frage der Auswahl einer Lösung. Als vernünftige Auswahl könnte

vk := argmin{�v�|v ∈ X,DG(xk)vk = −G(xk)}

angesehen werden. Hier stellt sich dann im unendlichdimensionalen Kontext wieder eine Exi-
stenzproblem. Für damit zusammenhängende Fragen dienen die folgenden Ergebnisse.
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Definition 3.31 Seien X,Y Banachräume und sei T ∈ B(X,Y ) . Dann heißen

inj(T ) := inf{�Tx�|�x� = 1} , sur(T ) := sup{s ≥ 0|Bs ⊂ T (B1)}

der Injektivitätsmodul bzw. der Surjektivitätsmodul von T . �

Lemma 3.32 Seien X,Y Banachräume und sei T ∈ B(X,Y ) . Dann sind äquivalent:

(a) T ist injektiv und hat abgeschlossenes Bild.

(b) inj(T ) > 0 .

Beweis:
Sei Z := ran(T ) . Z ist ein normierter linearer Teilraum von Y . Zu (a) =⇒ (b) Z ist ein
Banachraum und T̂ : X � x �−→ Tx ∈ Z kann als bijektiver linearer stetiger Operator
betrachtet werden. Nach dem Satz über die stetige Inverse (siehe [41]) hat T̂ eine stetige lineare
Inverse und es gibt c > 0 mit �T̂−1z| ≤ c�z� für alle z ∈ Z . Also haben wir inj(Z) ≥ c−1 > 0 .
Zu (b) =⇒ (a) Die Injektivität ist klar. Sei (zn)n∈N eine Folge in Z mit limn zn = z . Da T
injektiv ist, gibt es eine Folge (xn)n∈N mit Txn = zn, n ∈ N . Wegen

�zm − zn� = �Txm − Txn� ≥ inj�xm − xn� , m, n ∈ N

ist (xn)n∈N eine Cauchyfolge in X . Sei x := limn xn . Dann folgt mit der Stetigkeit von Tx =
limT xn = limn zn = z . Also ist ran(T ) abgeschlossen. �

Hier ist eine etwas erweiterte Fassung des Satzes über die Offenheit linearer Abbildungen.

Satz 3.33 Seien X,Y Banachräume und sei T ∈ B(X,Y ) . Dann sind äquivalent:

(a) T ist surjektiv.

(b) T ist eine offenen Abbildung.

(c) sur(T ) > 0 .

(d) Es gibt Q : Y −→ X (Rechtsinverse, nicht notwendigerweise linear) mit TQ = I .

Zusatz zu (d): Ist b ∈ (0,∞) mit b−1 < sur(T ), dann ist �Qy� ≤ b�y� für alle y ∈ Y .

Beweis:
Zu (a) =⇒ (b) Dies ist Inhalt des klassischen Satzes über die Offenheit von bijektiven stetigen
linearen Operatoren; siehe etwa [6, 41].
Zu (b) =⇒ (a), (b) =⇒ (c), (d) =⇒ (a) Trivial.
Zu (c) =⇒ (d) Sei b−1 ∈ (0, sur(T )) . Dann ist offenbar Bb−1\Bb−1 ⊂ T (B1) . Definiere Q :
Y −→ X in folgender Weise:

Q(y) := θ, falls y = θ , Q(y) := b�y�x̂ wobei T x̂ = ŷ mit ŷ = b−1�y�−1y ∈ Bb−1\Bb−1 , für y �= θ .

Dann gilt T (Q(y)) = y für alle y ∈ Y . Q ist also eine Rechtsinverse von T . Ferner

�Q(y)� = b�y� , y ∈ Y .

�

Lemma 3.34 Seien X,Y Banachräume und sei T ∈ B(X,Y ) . Dann gilt:

inj(T ) = sur(T ∗) , sur(T ) = inj(T ∗)
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Beweis:
Wir beweisen nur die zweite Gleichheit; für einen Beweis der ersten Identität siehe [32].
Es gilt

sur(T ) > 0 ⇐⇒ ran(T ) = Y, ran(T ) abgeschlossen

⇐⇒ ker(T ∗) = {θ}, ran(T ∗) abgeschlossen ⇐⇒ inj(T ∗) > 0 .

Dies zeigt insbesondere sur(T ) = 0 genau dann, wenn inj(T ∗) = 0 ist. Es bleibt die zweite
Ungleichung zu zeigen unter der Bedingung sur(T ) > 0, inj(T ∗) > 0 .
Zu sur(T ) ≤ inj(T ∗) . Sei s ∈ (0, sur(T )) .
Sei λ ∈ X∗ mit �λ� = 1 und sei ϑ ∈ (0, 1) . Dann können wir y ∈ B1 wählen mit |�λ, y�| ≥ ϑ .
Wegen Bs ⊂ T (B1) finden wir x ∈ Bs−1 mit Tx = y . Da sx ∈ B1 ist, folgt

�T ∗λ� ≥ |�T ∗(λ), sx�| = s|�λ, Tx�| = s|�λ, y�| ≥ sϑ .

Daraus folgt sur(T ) ≤ inj(T ∗) durch Bildung der Suprema bzgl . ϑ, λ und s .
Zu sur(T ) ≥ inj(T ∗) . Sei s ∈ (0, inj(T ∗)) .

Annahme: Es gilt nicht Bs ⊂ T (B1) .

Dann gibt es z ∈ Bs mit z /∈ C := T (B1) . Mit dem Satz von Hahn-Banach für konvexe Mengen
(siehe [6, 41]) folgt die Existenz von λ ∈ Y ∗ mit

�λ, y� ≤ 1 ≤ �λ, z� für alle y ∈ C .

Also

�T ∗λ� = sup
x∈X,�λ�≤1

|�T ∗λ, x�| = sup
x∈X,�x�≤1

|�λ, Tx�| ≤ sup
y∈C

|�λ, y�| ≤ 1 < λ, z� ≤ s�λ� ,

also �T ∗(λ�λ�−1)� < s < inj(T ∗) , was der Definition von inj(T ∗) widerspricht.

Also gilt nun Bs ⊂ T (B1) . Daraus schließt man

Bϑs ⊂ T (B1) , ϑ ∈ (0, 1) .

Dies zeigt sur(T ) ≥ ϑs . Daraus folgt sur(T ) ≥ inj(T ∗) . �

Lemma 3.35 Seien X,Y Banachräume und seien T, S ∈ B(X,Y ) . Dann gilt:

|inj(T )− inj(S)| ≤ �T − S� , |sur(T )− sur(S)| ≤ �T − S�

Beweis:
Zur ersten Abschätzung: O.E. können wir annehmen: inj(T ) ≥ inj(S) . Dann haben wir

inj(S) = inf
x∈X,�x�=1

�Sx� ≥ inf
x∈X,�x�=1

(�Tx� − �Tx− Sx�)

≥ inf
x∈X,�x�=1

�Tx� − sup
x∈X,�x�=1

�(T − S)x� = inj(T )− �T − S�

also
|inj(T )− inj(S)| = inj(T )− inj(S) ≤ �T − S� .

Zur zweiten Abschätzung: Wenn wir die Identitäten aus Lemma 3.34 und die eben bewiesene
erste Abschätzung nutzen, folgt

|sur(T )− sur(S)| = |inj(T ∗)− inj(S∗)| ≤ �T ∗ − S∗� = �T − S�

�
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3.9 Übungen

1.) Betrachte das Polynom f(x) := x3 − 3x2 + 3x − 1 und dazu die Nullstellengleichung
f(x) = 0 .

(a) Berechne zwei Newtonnäherungen x1, x2, ausgehend vom Startwert x0 := 1.1 .

(b) Zeige, dass das Newtoverfahren für alle Startwerte x0 ∈ R konvergiert.

(c) Welche Nullstellen hat das Polynom f .

2.) Betrachte in R die Gleichung

5− x =
x

�

x2 − 1
.

Löse diese Gleichung mit einer Genauigkeit von 10−2 .

3.) Betrachte die Funktion f(x) := sin(x) − 0.5x − 0.1 und dazu die Nullstellengleichung
f(x) = 0 .

(a) Zeige: f hat eine Nullstelle x∗ in (0, 0.3) .

(b) Zeige: |x0 − x∗| < 0.2 für x0 := 0.1 .

(c) Zeige für die Newtoniterierten (xn)n∈N (Startwert x0 := 0.1)

|xn+1 − x∗| ≤ 2

3
|xn − x∗|2, n ∈ N0 , |xn − x∗| < 0.2, n ∈ N ,

und limn x
n = x∗ .

4.) Sei f : R −→ R stetig differenzierbar. Betrachte mit einem Startwert x0 dazu die
Iteration

xk+1 := xk − f(xk)2

f(xk)− f(xk − f(xk))
, k ∈ N0 .

Zeige: limk x
k = x∗, wenn f nur eine einfache Nullstelle besitzt.

5.) Sei f : R � x �−→ cosh(x)− 2 ∈ R . Für welche Starwerte x0 konvergiert die Newtonite-
ration?

6.) Betrachte das Gleichungssystem

x2 + y2 − 9 = 0 , x+ y − 1 = 0 .

(a) Zeige: Es gibt genau zwei Lösungen.

(b) Schreibe das Newton–Verfahren zur Lösung des Systems auf.

(c) Gib zu jeder Lösung einen Startwert an, so dass das Newton-Verfahren gegen diese
Lösung konvergiert.

7.) Betrachte

F (x, y, z) := (x cos(y)− z, x2 + z, ex+z sin(
y

2
+ z)) , (x, y, z) ∈ R

3 .

(a) Gib mindestens zwei Lösungen für die Gleichung

F (x, y.z) = θ

an.

(b) Formuliere das Newton–Verfahren mit Startwert (
1

4
, π2 ,−

1

2
) zur Berechnung einer

Nullstelle und berechne damit eine Nullstellennäherung (x, y, z) mit |F (x, y, z)| <
10−2 .
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8.) Für eine invertierbare Matrix A ∈ R
n,n ist die MatrixX := A−1 offensichtlich eine Lösung

der (nichtlinearen) Gleichung
X−1 −A = Θ . (3.44)

Zeige:

(a) Die Iteration
Xn+1 := Xn +Xn(E −AXn) , n = 0.1, . . . , (3.45)

stellt das Newton–Verfahren zur Lösung von (3.44) dar.

(b) Für jede Startmatrix X0 mit �E − AX0� ≤ q < 1 (� · � ist eine Matrixnorm)
konvergiert die in (3.45) erklärte Folge (Xn)n∈N gegen die Matrix A−1 und es gelten
die Abschätzungen

�Xn −A−1� ≤ (1− q)−1�X0��E −AXn� ≤ (1− q)−1�X0�q2n , n = 0, 1, . . . .

9.) Sei X ein normierter Raum und sei F : X −→ X Fréchet-differenzierbar. Betrachte die
Newton-Iteration:

xn+1 := xn −DF (xn)−1F (xn), n ∈ N0;x
0 Startwert .

Die Iterationsfolge (xn)n∈N sei wohldefiniert und konvergent mit Grenzwert x∗ . Zeige: Ist
DF stetig in x∗, so gilt F (x∗) = θ .

10.) Sei X ein normierter Raum und sei F : X −→ X zweimal Fréchet-differenzierbar.
Betrachte die Newton-Iteration:

xn+1 := xn −DF (xn)−1F (xn), n ∈ N0;x
0 Startwert .

Die Iterationsfolge (xn)n∈N sei wohldefiniert und konvergent mit Grenzwert x∗ . Zeige: Ist
D2F beschränkt in einer Umgebung von x∗, so gilt F (x∗) = θ .

11.) Betrachte die Funktion

F : (0,∞) � x �−→ x1+1/n

1 + 1/n
+ c1x+ c0 ∈ R

mit c1, c0 > 0 . Sei x0 ∈ (0,∞). Zeige:

(a) F ist nicht Lipschitzstetig.

(b) Es gibt L ≥ 0 mit

|DF (x0)−1(DF (x)−DF (x0))| ≤ L|x− x0|, , x ∈ (0,∞) .

12.) Betrachte im Banachraum X := C[0, 1] (versehen mit der Maximumsnorm) die Integral-
gleichung F (x) = θ mit

F (x)(t) :=
1

4
x(t)

� 1

0

t

t+ s
x(s)ds+ 1− x(t), t ∈ [0, 1] .

Berechne die Konstanten in den Voraussetzungen des Satzes von Kantorovich in x0 mit
x0(t) = 1, t ∈ [0, 1] .

13.) Betrachte die Funktion F : R −→ R mit

F (t) :=
1

6
t3 +

1

6
t2 − 5

6
t+

1

3
, t ∈ R .

Zeige: F hat eine Nullstelle in R und zwei Nullstellen in C .
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14.) Betrachte die Abbildung G : R2 � (x1, x2) �−→ (x1x2 − x1, x1x2 + x2) ∈ R
2 . Zeige: Es

gibt r∗ > 0 mit
G(Br) ist konvex für alle r ∈ [0, r∗] .

15.) Sei X ein Banachraum und sei K ⊂ X abgeschlossen. Zeige: K ist konvex genau dann,
wenn 1

2(x1 + x2) ∈ K gilt für alle x1, x2 ∈ K .

16.) Sei X ein gleichmäßig konvexer Banachraum mit Konvexitätsmodul

δX(ε) := inf{1− 1

2
�x1 + x2� |x1, x2 ∈ B1, �x1 − x2� ≥ ε} ≥ cε2 , ε ∈ (0, 2] (c > 0) .

Zeige: Für alle x0, x1, x2 ∈ X, r > 0, mit x1, x2 ∈ Br(x0) gilt mit s :=
c�x1 − x2�2

r
1
2(x1 + x2) ∈ Br(x0) .

17.) Betrachte das Polynom f : C � z �−→ z3 − 1 ∈ C .

(a) Berechne die Nullstellen von f .

(b) Die Übertragung des Newtonverfahrens zur Berechnung der Nullstellen ist:

zk+1 = zk − f �(zk)f(zk), k = 0, 1, . . . ; z0 Startwert

Betrachte S0,k := {z0|zk = 0}, k = 0, 1, . . . , und bestimme ein z0 ∈ S0,1 .

(c) Bestimme #S0,k, k = 0, 1, . . . .

18.) Betrachte die Abbildung f : R � x �−→ x(1− |x|) ∈ R .

(a) Berechne die Nullstelle(n) von f .

(b) Ist f differenzierbar?

(c) Ist der Satz von Kantorovich anwendbar für x0 ∈ [−1
2 ,

1
2 ]?

19.) Sei a ∈ R, b ∈ (0, 1) . Zeige, dass die Gleichung

x = a+ b sin(x)

genau eine Lösung besitzt.

3.10 Bibliographische und historische Anmerkungen

Die Literatur zum Newtonverfahren und zum Satz von Kantorovich ist dank der Qualität des
Verfahrens bzw. des Satzes umfangreich. Grundzüge der historischen Entwicklung findet man
etwa in [13, 42]. Hier sind einige Anmerkungen zu unterschiedlichen Entwicklungen.
Beweistechniken zum Newtonverfahren und zum Satz von Kantorovich und Anwendungen

findet man etwa in [3, 11, 12, 19, 31, 33, 34, 35]. Verbindungen zum Satz der inversen Funktion
werden beschrieben in [7, 10, 17, 22]. Hier ordnet sich auch das Verfahren von Moser ein; siehe
[21, 27] ein.
Das deformierte Newtonverfahren im Reellen (siehe [20]) wird auf Banachräume übertragen in

[25]. Inexakte Varianten werden beschrieben in [16, 18]. Verbindungen zwischen den Nullstellen-
sätzen von Kantorovich, Miranda und Borsuk werden diskutiert in [1, 26]. Die Verallgemeinerung
des Satzes von Kantorovich in den Kontext von Mannigfaltigkeiten ist zu finden in [8]. Konti-
niuierliche Analoga werden u. a. beschrieben in [9, 30].
Zu den Abschnitten 3.5, 3.6, 3.8, 3.7 siehe [4, 33, 28, 29, 32, 36, 40]. Wir folgen im wesentlichen

[15],
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