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Das Kurzskript soll bei der Nachbereitung der Vorlesung und der Klausurvorbereitung
helfen. Den aufmerksamen Vorlesungsbesuch kann es aber natiirlich nicht ersetzen. Auf
Zeichnungen und graphische Veranschaulichungen aus der Vorlesung wird hier verzichtet.
Das Kurzskript wird fortlaufend aktualisiert und soll der Vorlesung immer etwas voraus
sein.

Was ist Statistik ?

In der Statistik unterscheidet man zwischen der deskriptiven (beschreibenden) Sta-
tistik und der induktiven (schlieBenden) Statistik. Die deskriptive Statistik besteht ei-
gentlich nur in der Komprimierung und ansprechenden Darstellung von Daten. Es werden
gewisse statistische Kenngrofien ausgerechnet, die als aussagekriftig fiir einen (meist
groflen) Datensatz angesehen werden. Dagegen versucht die induktive Statistik, ausge-
hend von beobachteten Daten Riickschliisse auf (noch) nicht beobachtete Daten zu zie-
hen. Dafiir werden die beobachteten Daten als Realisation eines (nicht genau bekannten)
Zufallsexperimentes interpretiert und es wird versucht, aus einer Klasse moglicher zugrun-
deliegende stochastischer Modelle auf ein bestimmtes Modell zu schliefen, das unter den
Beobachtungen besonders plausibel erscheint, oder es wird versucht die Plausibilitat eines
vorgegebenen stochastischer Modells zu testen. Mit Informationen iiber das zugrundelie-
gende stochastische Modell kénnen dann Riickschliisse auf (noch) nicht beobachtete Daten
(insbesondere Daten, die sich auf die Zukunft beziehen) gezogen werden. Die deskriptive
Statistik fusst dagegen nicht notwendigerweise auf dem Glauben an wahrscheinlichkeits-
theoretische Modelle. Thre Moglichkeiten sind dafiir entsprechend bescheiden.

1 Deskriptive Statistik

Seien (zy)r=12,. n reellwertige Beobachtungen. z = (xj)k=12,. n bezeichnen wir im Fol-
genden auch als Datensatz.

e Mittelwert (arithmetisches Mittel)

3

T =

SRS
8
e

e Geometrisches Mittel

n 1/n
Tgeom = (H .%'k) , fir z; > 0 Vk.
k=1

Das geometrische Mittel ist eine addquate Mittelung von Wachstumsfaktoren. Neh-
me an, ein Bestand vermehrt sich im k-ten Jahr um den Faktor zp — 1, d.h. der
Wachstumsfaktor im k-ten Jahr betrégt zj,. Nach n Jahren ist der Bestand dann
genauso stark gewachsen als wenn er sich jedes Jahr um den Faktor Zgeom — 1 ge-
wachsen wére, d.h. der jdhrliche Wachstumsfaktor jedes Jahr Zyeom betragen hitte.
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o Harmonisches Mittel

1
Pharm = T, fiir 2 > 0 Vk.

% ZZ:1 Tr

Das harmonische Mittel ist z.B. bei Geschwindigkeiten ein sinnvoller Durschnitts-
wert. Nehme etwa an, ein Auto hat n Streckeneinheiten zu iiberwinden und fihrt im
k-ten Streckenstiick mit der Geschwindigkeit xj. Die Durchschnittsbeschwindigkeit
der Fahrt betrigt dann Zy.., (fiir das k-te Streckenstiick braucht das Auto 1/zy
Zeiteinheiten und damit y ;_, 1/x) Zeiteinheiten fiir die Strecke der Lénge n).

Es gllt Zharm S jgeom S Z.

e Ordnungsstatistiken
ra) < w2 < ... < () bezeichnet die der Grofle nach geordneten Daten xq, xo, ... , 2.

Formal lassen sich z(;) wie folgt definieren

gy c=min{z; | #{j | v; <a} >k}, kE=1,...,n (1.1)

e Empirische Verteilungsfunktion

1
Fy) = #{k|n <yl yeR

e Quantile

@(p) = inf{y | Fo(y) =2 p},  pe(0,1] (1.2)

bezeichnet das p-Quantil des Datensatzen x = (21, ... ,2,). ¢:(p) ist also der kleinste
Wert, so dass mindestens p x 100 Prozent der Daten kleiner oder gleich ¢, (p) sind.
Die Funktion p — ¢.(p) ist linksstetig, d.h. es gilt limy_o n<0¢.(p + k) = ¢.(p) fir
alle p € (0,1]. Es gilt zudem ¢,(k/n) =z, fur k =1,... ,n. Fiir p = 0 wiirde sich
in obiger Definition ¢,(0) = —oo ergeben, was auch Sinn macht, aber gewthnlich
nicht betrachtet wird.

o Median

T(ns1) fiir n ungerade
Tmed ‘= 1 (g;(%> + w(%H)) fiir n gerade
Fiir ungerade n gilt offenbar x4 = ¢,(0.5), d.h. der Median ist in diesem Fall das

50%-Qunantil der empirischen Verteilung. Fiir gerade n gilt Zmeq > #(n/2) = ¢2(0.5),
aber die Differenz ist natiirlich fiir grofe Datensétze zumeist vernachléssighar.
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Bei Verteilungsfunktionen von Zufallsvariablen wird der Median auch oft als 50%-
Qunantil definiert. x,,,q wie oben definiert angewandt auf die Realisationen eines
Zufallsexperiments nennt man dann auch Stichprobenmedian, was zumeist ein guter
Schétzer fiir den Median der theoretischen Verteilungsfunktion ist (aber dazu mehr
in der induktiven Statistik).

Der Median hat gegeniiber dem Mittelwert eines Datensatzes den Vorteil, dass er
bei einer montonen Transformationen des Datensatzes (im wesentlichen) einfach
mittransformiert wird. Sei n ungerade und y ein weiterer Datensatz mit y, = f(zy),
k =1,... n fiir eine nichtfallende Funktion f. Dann gilt ymeq = f(Zmea). Dies ist
eine wiinschenswerte Eigenschaft, wenn es keine kanonische Skalierung gibt (wenn
man sich einen Datensatz genauso gut auf einer logarithmischen Skala anschauen
konnte, also statt (xy,...,x,) lieber (In(xy),... ,In(z,)) betrachtet).

Der Median eq (und im Falle eines geraden n alle Werte im Intervall (2, /2), Z(n/241)])
minimiert die Summe der absoluten Abweichungen der Daten zu einem festen an-

deren Wert 7, d.h.

n n
E |T) — Tmeda| = min < E |z — EE|>
T€ER
k=1 k=1

(der Mittelwert  minimiert ja bekanntlich die Summe der quadratischen Abwei-
chungen).

Empirische Varianz

Die Standardabweichung besitzt gegeniiber der Varianz den Vorteil, dass ihre Di-
mension mit der von z;, ibereinstimmt.

Lorenzkurve

Die Lorenzkurve wurde Anfang des 20. Jahrhunderts von Max O. Lorenz entwickelt
und zur Charakterisierung der Disparitdt (Ungleichheit) der Haushaltseinkommen
einer Volkswirtschaft benutzt. Allgemein kann man mit ihr die Konzentration von
Verteilungen nichtnegativer Gréflen untersuchen. Formal lasst sich die Lorenzkurve



eines Datensatzes ©x = (x1,25... ,x,), fir den gilt z;, > 0 fir alle k = 1,2,... ,n

und zj > 0 fiir mindestens ein k, wie folgt definieren

L= {(u,v) e[0,12 | v= %},

d.h. L ist der Graph der Funktion [ mit
s az(p) dp

u—l(u) = =————

3 ax(p)dp
Es gilt 1(0) = 0 und

k
D i1 T()

/) =

VeE=1,... n.

L lasst sich wie folgt konstruieren: zum geordneten Datensatz (1), z(2),. ..

verbinde man die Punkte

(07 O)a (u17vl)7 (u27v2)7 cee (u’ruvn) = (]-7 1)7
wobei

k

Up =

und
k
Zj:l L(5)

v = U(k/n) = =—.
Z]‘:1 L(5)

(1.3)

Man sieht, dass die Funktion  monoton nicht-fallend und konvex ist (da die Steigung
ist nicht-fallend) und, dass {(u) < u fiir alle u € [0,1] (da p — ¢,(p) nicht-fallend),

d.h. [ verlduft unterhalb der Diagonalen.
Gini-Koeffizient

Die Ungleichheit der Verteilung kommt durch den Abstand der Lorenzkurve von der
Diagonalen zum Ausdruck. Ein naheliegendes Maf fiir die Disparitét ist daher der

Flacheninhalt zwischen Diagonale und Lorenzkurve.

o Fléache zwischen Diagonale und Lorenzkurve

Flidche zwischen Diagonale und u-Achse
Fléache zwischen Lorenzkurve und u-Achse

Fléache zwischen Diagonale und u-Achse
= 1 — 2. Flache zwischen Lorenzkurve und wu-Achse

Formal sind Fliachen natiirlich iiber Integrale definierbar, also ,,Flache zwischen

Lorenzkurve und u-Achse” := fol l(u) du bzw.

1
G::1—2/ l(u) du
0



Proposition 1.1. Es gilt
23 kg n+1

G = n 1.4
n Zk:l Tk n ( )
Proof. Es gilt
1 1 n
() du = — i
JRCLTED SR
k=1
n \ K 0
k
— 1 23 i ijl TG 1
2n 217G
_ L (X mp gl 1
n\ i) 2
L ()Y e — Y gt 1
n 217G 2
L 125
2n m YA
Daraus folgt
1 n
1 2 _ k
G:1—2/ l(u)du:—l——-yM.
O

Die Werte, die der Gini-Koeffizient annehmen kann, liegen im Intervall [0,1 — 1/n].
Die beiden Extremsituation treten genau dann auf, wenn

rL=2T9=...=x, ~G=0
und
x = 0 fiir alle k£ aufler einem, bei dem der Wert grofer als 0 ist ~ G =1—1/n.

An der Darstellung (1.4) sieht man sofort, dass die minimalen/maximalen Werte
der Koeffizienten genau in obigen Fillen angenommen werden (man beachte dabei
die Nebenbedingung, dass x; > 0 fiir alle & und x; > 0 fiir mindestens ein k).

Bemerkung 1.2. Der mazimale Wert hingt offenbar von n ab, auch wenn dies
fiir groffe n nicht sonderlich ins Gewicht fillt. Um diese Abhdngigkeit von n zu
vermeiden, wird oft der norminierte Gini-Koeffizient (Lorenz-Miinzner-Koeffizient)

% n

n—1
betrachtet.



Nach einer Erhebung aus dem United Nations Human Development Report im Jah-
re 2004 liegt der Gini-Koeffizient der Verteilung der verfiigharen Einkommen der
Haushalte in Deutschland bei 0,274 (2003), in Frankreich bei 0,327 (1995), in Gro8-
britannien bei 0,360 (1999), in Japan bei 0,249 (1993) und in den USA bei 0,408
(2000). Natiirlich ist zwischen Einkommen und Vermogen und vielen anderen Din-
gen wie verschiedenen Einkommensarten, von der o6ffentlichen Hand kostenfrei be-
reitgestellte Leistungen etc. genau zu unterscheiden, weswegen unterschiedliche Er-
hebungen natiirlich zu abweichenden Ergebnissen fiihren. Eine Auseinandersetzung
mit den vielfdltigen Erhebungen von Einkommensverteilungen ist aber nicht Gegen-
stand dieser Vorlesung.

2 Induktive Statistik

Aufgabe der Wahrscheinlichkeitstheorie ist die mathematische Modellierung von Zu-
fallsexperimenten. Die formale Beschreibung erfolgt meist iiber einen Wahrscheinlichkeits-
raum (§2, F, P).

Q: ,,beliebige” Menge, w € () nennen wir ein Ergebnis

F: Mengensystem bestehend aus Teilmengen von 2, d.h. F C 2%. A € F nennen
wir ein Ereignis. F soll zudem eine o-Algebra sein, d.h. folgende Eigenschaften
besitzen

i) Qe F
(i) AceF = A°=Q\AecF
(111) Al,AQ,... Ef - UzozlAn Ef

(iv) Wahrscheinlichkeitsmafi P: F — [0, 1], P(Q) = 1, o-additiv, d.h. fiir jede Folge von
disjunkten Ereignissen (A, )nen C F gilt P(U,—; An) = > o P(A,).

Interpretation: F = {A C Q | A ist beobachtbares Ereignis}.

Das Experiment besteht in dem ,,Ziehen” eines w € (). Meistens ist man nicht an
dem Ergebnis w selber interessiert, sondern an einer Grofle, die von w abhéngt. Diese
Abhéngigkeit modelliert man durch eine Abbildung

X: 0 —R"™

Von der Abbildung X wird gefordert, dass sie F — B(R™)-messbar ist, d.h. {X € B} =
{w e Q| X(w) € B} € F fir alle B € B(R"). Dabei bezeichnet B(R") die Borelsche-
o-Algebra von R". Es ist eine Menge von ,,geeigneten” Teilmengen des R", denen man
Wahrscheinlichkeiten zuordnen kann. Ein Erzeuger von B(R™) sind die kartesischen Pro-
dukte von offenen Intervallen, d.h. Mengen der Form (aq,b1) X (ag,b2) X ... X (an,b,).
Details iber die Beschaffenheit von B(R™) miissen uns in dieser Vorlesung nicht inter-
essieren. X bezeichnet man als Zufallsvariable. Bisweilen ist auch die Zufallsvariable



X die Basisgrofie des Modells bei Hintanstellung des Grundraumes 2. Man arbeitet mit
(R™, B(R™), Px), wobei

Py(B) = P(X € B) == Pw e Q | X(w) € B}), B € B(RY)

das Bildmaf3 von P unter der Abbildung X bezeichnet. Aus Beobachtungen einer Rea-
lisation von X konnen ndmlich nur Riickschliisse auf die Verteilung Py von X gezogen
werden und keine weitergehenden Riickschliisse auf die genaue Beschaffenheit des Grund-
raumes (2, auf dem die Zufallsvariable X definiert ist.

Beispiel 2.1 (n-faches Wiirfeln).
0=1{1,2,3,4,5,6}" = {w = (w1, ws, ... ,wn) | wr €{1,2,3,4,5,6}},

F =2%und P(A) = ﬁ—f. Beispiel fiir eine Zufallsvariable: die Augensumme
X(w) = X(wy,wa, ... ,wy) = Zwk
k=1
Anzahl der Fiinfen
Y(w) =Y (wi,wo,... ,w,) = Z L =5}
k=1

Anders als beim Wiirfeln ist in der Statistik das zugrundeliegende Wahrscheinlich-
keitsmodell nicht vollstandigt bekannt und man versucht aus Beobachtungen, die man als
Realisation X (w) des Zufallsexperimentes interpretiert, auf das zugrundeliegende stocha-
stische Modell zu schlielen, d.h. auf die Verteilung Py der Zufallsvariablen X. Diese
Vorgehensweise hat sich in verschiedenartigsten Anwendungen in den Sozial- bis zu den
Naturwissenschaften als extrem erfolgreich erwiesen.

Formal beschreiben wir das Zufallsexperiment durch einen Wahrscheinlichkeitsraum,
auf dem eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen operiert, d.h.

(0, F, (Py)seco)-

Interpretation: Es gibt einen ,,;wahren” Parameter ¢ € © und das Zufallsexperiment wird
gemafl des Wahrscheinlichkeitsmafles Py durchgefiihrt. Dem Beobachter ist der wahre Pa-
rameter jedoch nicht bekannt. Er weifl nur, dass dieser in der Menge O liegt.

Ausgangspunkt der praktischen Modellierung sind zumeist Zufallsvariablen und de-
ren stochastische Verteilung(en). Da sich eine vorgegebene Verteilung P¥ einer Zufalls-
variablen X auf den verschiedensten Wahrscheinlichkeisrdumen modellieren lésst, ist es
zweckmiéssig direkt zu den Bildrdumen iiberzugehen. Fiir das statistische Modell mit
mehreren Wahrscheinlichkeitsmaflen sieht dies wie folgt aus:



Definition 2.2. Wir nennen
M = (X7Ba (Pg)ﬁe(%)

ein statistisches Modell. Dabei ist die Menge X der Zustandsraum einer i.A. mehrdi-
mensionalen Zufallsvariablen X und B ist eine o-Algebra auf der Menge X. P;* ist die
Verteitlung der Zufallsvariablen X mit Zustandsraum X unter dem Parameter 9. © ist
eine mindestens zweielementige Indexmenge.

Sei T # 0 eine Menge und D eine o-Algebra auf T . Eine B—D-messbare Abbildung T :
X — T bezeichnen wir als eine Stichprobenfunktion oder Statistik (1" bewirkt i.A.
eine Reduktion des Datenmaterials).

Meistens ist die Beobachtung endlich-dimensional, d.h. X = R” und B = B(R"). X
kann jedoch auch der Raum der reellwerigen Folgen sein, d.h. X = R*°.

Definition 2.3. Ein statistisches Modell M = (X,B,(Py)gco) heifit ein parametri-
sches Modell, wenn © C R? fiir ein d € N. Ist d = 1, so heifst M ein einparametriges
Modell.

Man spricht auch von parametrischer Statistik, wenn die Verteilungen (Py)gco alle
aus einer bestimmen Klasse kommen. Also z.B. der zweiparametrischen Verteilungsfamilie
der eindimensionalen Normalverteilung mit unbekanntem Erwartungswert und Varianz,
d.h. (Pf)yeo = ((Muo)®")uer, oer,, wobei fiir ein Mafl @ der Ausdruck Q®" fiir das
n-fache Produktmaf steht. © kann jedoch, wie im folgenden Beispiel, auch alle (Rand-
)Verteilungen indizieren.

Beispiel 2.4. Sei X = (X1, Xo,...,X,), Xy i.i.d., Pr(Xy <1x) = F(x), Vx € R, k =
1,...,n, wobei F(x) eine eindimensionale Verteilungsfunktion ist. Dies bedeutet:
X =R", B=B[R"), Fx,  x,=F®",9=F¢c{F:R—|[0,1]| F ist Verteilungsfunktion}.

goee

Ein Beispiel fiir ein einparametrisches Modell, mit einer spezielleren Verteilungsan-
nahme, ist das folgende

Beispiel 2.5. [Binomialmodell] Sei X = (Xi,...,X,). Es sei bekannt, dass Xy, k =
1,...,n w.i.d. sind und dass X1 binomialverteilt ist und nur den Wert O und 1 annehmen
kann. Xy = 1 bedeutet etwa, dass das k-te Experiment erfolgreich war und X, = 0
bedeutet, dass das k-te Experiment fehlschlug.

Nur der Parameter p der Binomialverteilung, also die Wahrscheinlichkeit, mit der X,
den Wert 1 annimmt, sei unbekannt. Formal lautet das statistische Modell hierzu

(X, B, (P )veo) = ({0,1}", P({0,1}"), (B(1L, )" )pefo.)

(wobei P(X) die Potenzmenge der Menge X bezeichnet). Es gilt

(B(Lp) ™" ({(z1,. - an)}) = pH= (1 — p) =0 gy € {0, 1}
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In einem guten statistischen Modell darf die Anzahl der unbekannten Parameter, diber
die man etwas erfahren will, nicht zu grofl im Vergleich zur Anzahl der Beoachtungen (hier
gleich n) sein, weil es ansonsten unmoglich wird, aus den Beobachtungen einigermafien
verlassliche Riickschliisse auf die Parameter zu ziehen.

Ein solches Problem wiirde auftreten, wenn im Modell aus Beispiel 2.5 nicht a prio-
ri Unabhéngigkeit von Xi,..., X, angenommmen wiirde und man stattdessen aus den
Daten etwas iiber die Abhéngigkeiten erfahren mochte. Dann miissten aus den Daten
Hinweise auf die Wahrscheinlichkeiten aller Ereignisse {X; = z1,...,X,, = z,}, 1y €
{0,1} fiir k = 1,... ,n gewonnen werden. Den n Beoachtungen stiinden 2" Parameter mit
2" —1—(n —1) = 2" — n Freiheitsgraden gegeniiber (wenn Randverteilungen fiir alle X
gleich sein sollen), wihrend es in Beispiel 2.5 lediglich einen Freiheitgrad gibt.

2.1 Testen von Hypothesen

Beim Testen beginnt man mit einer Hypothese (auch Nullhypothese genannt), etwa
H ’19 S @0.

D.h. der ,,wahre” Parameter der Verteilung liege in der Teilmenge ©y C ©. Die Gegen-
hypothese hierzu ist

K:9€0)\0,.

©p konnte z.B. einelementig sein, also Oy = {Jp}. Man kann das Experiment wie folgt
interpretieren. Im Prinzip glaubt man an die Hypothese H. Nur wenn die Daten, also
die Realisierung X (w) nur sehr schwerlich mit der Hypothese vereinbar erscheint, wird
die Hypothese verworfen. Ein Test ist nun eine Regel, die besagt, bei welchem Daten-
satz, die Hypothese zu verwerfen ist und bei welchem nicht. Da dabei i.A. keine sicheren
Schliisse gezogen werden konnen, muss ein Zielkonflikt gelost werden. Einerseits: wenn die
Hypothese stimmt, soll die Wahrscheinlichkeit, dass sie filschlicherweise verworfen wird,
moglichst klein sein. Andererseits: wenn die Hypothese falsch ist, soll die Wahrschein-
lichkeit, dass sie félschlicherweise nicht verworfen wird, moglichst klein sein. Man kann
nun die Wahrscheinlichkeit, die Hyothese zu verwerfen, obwohl sie richtig ist, durch eine
Zahl o € [0, 1] beschrinken und versuchen dazu einen Test zu entwickeln, bei dem die
Wahrscheinlichkeit nicht zu verwerfen, obwohl die Hypothese falsch ist, moglichst klein
wird.
Wir definieren dies nun formal

Definition 2.6. Unter einem Test zum Niveau o € (0, 1) fiir eine Hypothese H : 19 € ©g
gegen K : 9 € ©\ Oy versteht man eine (B — B([0, 1])-messbare) Abbildung

p: X —[0,1]

mit  Eg(p(X)) <a, VIe€Oy ,, Fehler 1. Art <a”.

11



¢ entscheidet, bei welchen Kombination von (X7,...,X,) die Hypothese abgelehnt
wird. ¢ =1 bedeutet, dass die Hypothese H verworfen wird (Entscheidung
fir K). ¢ =0 bedeutet, dass die Hypothese H nicht verworfen wird. Bei
¢ =0 € (0,1) wird mit Wahrscheinlichkeit § verworfen.

Als Fehler 2. Art bezeichnet man die Erwartungswerte
Ey(1— (X)), &6y

also im Wesentlichen die Wahrscheinlichkeiten Py(¢(X) = 0), ¥ € Oy, also die Wahr-
scheinlichkeiten, die Hypothese nicht zu verwerfen, obwohl sie falsch ist. Ey(p(X)) fiir
¥ ¢ Oy wird als Macht des Tests bezeichnet.

Die Funktion G, : © — [0, 1] mit G,(¥) = Ey(p(X)) wird Giitefunktion des Tests
 genannt.

Einen Test ¢, der nur Werte in {0, 1} annimmt, nennt man nichtrandomisiert. In
diesem Fall sagt man, dass {z € X | ¢(x) = 1} der Ablehungsbereich oder der Ver-
werfungsbereich des Test und {z € X | ¢(x) = 0} der Annahmebereich ist.

Definition 2.7. Ein Test ¢ der Nullhypothese ©g gegen © \ ©¢ heifst ein (gleichmdifig)
bester Test zum Niveau o, wenn er vom Niveau « ist und fiir jeden anderen Test 1 zum
Niveau o gilt, dass

G,(9) > Gu(9) VI €O\ 0y

In der englischsprachigen Literatur verwendet man den Begriff “UMP test” fir “uniformly
most powerful test”.

Definition 2.8. Ein Test ¢ der Nullhypothese ©y gegen O \ O heiffit unverfilscht zum
Niweau o, wenn

Gw(ﬂ(ﬁ <a< G<p(191) Vﬁo € @0, % €0 \ @0.,

d.h. wenn man sich mit gréfferer Wahrscheinlichkeit fiir eine Alternative entscheidet,
wenn sie richtig ist als wenn sie falsch ist.

Bemerkung 2.9. Die Mdglichkeit, die Entscheidung fiir oder gegen die Hypothese zu
randomisieren, d.h. von einem stochastisch unabhdngigen Zufallsexperiment abhdngig
zu machen, ist von Interesse, wenn die Statistk T(X), auf deren Grundlage entschieden
werden soll, nicht stetig verteilt ist. Durch eine Radomisierung kann erreicht werden, dass
das Testniveau o exakt eingehalten wird. Bei einer Unterschreitung wiirde man zu selten
ablehnen und damit die Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art unndtig groff machen.

Man beachte, dass der Parameter ¥} zwar in die Analyse der Fehlerwahrscheinlichkeit
eingeht, nicht aber in die Abbildung ¢. Die Entscheidung wird also ausschliefflich aufgrund
der Daten geféllt. Der wahre Parameter ist ja nicht bekannt. « ist klein, typische Werte
sind 0.01 oder 0.05.
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Beispiel 2.10 (Binomialtest). Diplom-Mathematiker Reiner D. hat ein Verfahren ent-
wickelt, mit dem man zukiinftige Aktienkurse besser als der Markt prognostizieren kann.
Damit bewirbt er sich um die Stelle eines Abteilungsleiters einer groffen Fondgesellschaft.
Da sich Herr D. im Vorstellungsgesprdch mit Details tiber sein Prognoseverfahren sehr
bedeckt hdlt, mdchte der Vorstand die Qualitit durch einen mdglichst einfachen statisti-
schen Test iberpriifen. Herr D. soll fir ausqwdhite n = 20 Aktien sagen, ob sie innerhalb
eines bestimmten Zeitintervalls steigen oder fallen werden (der Fall, dass der Preis ge-
nau auf demselben Niveau bleibt, soll der Einfachheit halber ausgeschlossen werden). Die
Aktien und Zeitrdaume sind so gewdhlt, dass man ndhrungsweise davon ausgehen kann,
dass das Auf-oder-ab der verschiedenen Aktien stochastisch unabhingig ist und dass die
Wahrscheinlichkeit aus Sicht eines Laien, dass eine Aktie steigt, % betrdgt. Z.B. soll die
Drift der Aktie nicht storen, was realistisch ist, wenn die Zeitrdume sehr kurz sind und
damit die zufdlligen Schwankungen dominieren. Fin geeignetes einfaches statistisches Mo-
dell scheint dann das Binomialmodell aus Beispiel 2.5 zu sein.

X = 1 bedeutet, dass Herr D. bei der k-ten Aktie mit seiner Prognose richtig liegt.
Bei X, = 0 liegt er falsch. Das statistische Modell, mit dem der Vorstand arbeitet, lautet

({0, 13", P({0, 1}"), (B(L, p)*" )pert/2.1)

wobei p die unbekannte Trefferwahrscheinlichkeit von Herrn D. bezeichnet. Wenn das p
von Herrn D. echt grofier als 1/2 ist, dann ist er der richtige Kandidat fir die Stelle. Der
Vorstand ist erstmal skeptisch. Man mdochte nicht Gefahr laufen die wichtige Stelle mit
einem Scharlatan zu besetzen. Die Wahrscheinlichkeit, dass Herr D. die Stelle bekommt,
obwohl seine Ergebnisse durch reines Raten zustande kommen, soll sehr klein sein. Man
einigt sich auf 5%.

Getestet wird die Nullhypothese, dass das Verfahren von Herrn D. nur Rauschen pro-
duziert, also

H:0,={1/2}
gegen die Hypothese
K:0\0,=(1/2,1]
dass es gute Prognosen liefert. Der Test soll auf der Statistik

T(Xy,..., Xn) = Xy
k=1

basieren und die Nullhypothese soll abgelehnt werden, wenn T grofs ist. Die Ablehnung der
Nullhypothese bedeutet, dass Herr D. die Stelle bekommt. T nennt man die Teststatistik

des Tests. Wie findet man nun die Anzahl der Erfolge, ab der Herr D. die Stelle bekommt ?
In einer Binomialtabelle steht

20
Pos(Y_ Xi > 14) ~ 0.0577 > 0.05

k=1
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20

Pys(d Xy > 15) ~ 0.0207 < 0.05

k=1

wobei Py 5 das Majf$ der Nullhypothese ist. Bei einer Ablehnung der Nullhypothese, genau
dann wenn die Anzahl der Erfolge > 14 ist, wdre der Fehler 1. Art also etwas zu grofs.
Wenn man nur ablehnt, wenn Zzzl X > 15 wdare das Testniveau deutlich zu klein. Also
wird bei Y, _, Xy = 14 randomisiert. Im Fally";_, X), = 14 wird mit Wahrscheinlichkeit §
verworfen. Damit der Test das Niveau o hat, muss gelten

20 20
0+ Pos(Y_ X =14) + Pos(D_ Xy > 15) = 0.05.
k=1 k=1

Dies bedeutet

5_ 005 - Pos(32 X, > 15)

%0 ~ 0.792.
P0'5( k=1 Xk — 14)

Der Test lautet also

80(271, e ,xQO) - 1{220:1 $k6{15’.__’20}}(x1, e ,:Ezo) + 0792 ]_{Zi()ZI xk:14}<x1, e ,1120) (21)

Tatsdchlich hat das Prognoseverfahren von Herrn D. von den 20 Aktienkursen nur 5
richtig vorhergesagt. Damit ist die Nullhypothese in dem Modell nicht abgelehnt und Herr
D. bekommt die Stelle nicht.

Finem Vorstandsmitglied kommen aber leichte Zweifel an der Entscheidung. Die Pro-
gnosen sind, auch wenn Herr D. nur geraten hdtte, ungewdéhnlich schlecht. Sie scheinen
systematische Fehldiagnosen zu sein. Hitte man den gespiegelten Test H : Oy = {1/2}
gegen K : ©\ ©g = [0,1/2) durchgefiihrt, wire die Nullhypothese abgelehnt worden. Daher
konnte Herr D. fir die Fondgesellschaft durchaus niitzlich werden. Man miisste ithn nach
seiner Finschdtzung fragen und dann immer das genaue Gegenteil machen. Daran hatte
beir der Versuchsplanung niemand gedacht. Im Sinne der statistischen Testtheorie wdre
es aber unzuldssig Herrn D. einzustellen (auch wenn wir voraussetzen, dass die Fondge-
sellschaft ihn im Falle p < 1/2 gerne einstellen wiirde). Der Grund ist, dass bei einem
Test immer erst der Ablehnungsbereich definiert werden muss und dann das FExperiment
durchgefiihrt wird. Nach Bekanntwerden des Ergebnisses kann der Ablehnungsbereich nicht
mehr verdndert werden.

Nehme an Herr D. hat doch nur geraten und ist zufdllig auf das ungewohnlich schlechte
Ergebnis gekommen. Durch die Konstruktion des Tests hat der Vorstand Herrn D. eine
Chance von 5% gegeben, die Stelle durch reines Raten zu bekommen. Wiirde er die Stelle
jetzt trotzdem bekommen, wdre diese Wahrscheinlichkeit iiberschritten.

Wiare p < 1/2 genauso gut wie p > 1/2 hitte der Vorstand von vorne herein einen
zweiseitigen Test konstruieren miissen. Dieser hdtte dann die Gestalt

Pl w20) = Liga o eqo,cuqeo—e... 200 (15 220) F 010 oy cperrnomapy (1,2 220)
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gehabt.

Unter der Voraussetzung, dass man Herrn D. im Fall p < 1/2, an den der Vorstand
erst gar nicht gedacht hat, auch nicht haben will, hitte man den gleichen Test (2.1) durch-
gefiihrt. Formal wire nun H : ©g = [0,1/2] gegen K : © \ Oy = (1/2,1] getestet worden.
Da jedoch fiir p < 1/2 die Wahrscheinlichkeit, in den Ablehnungsbereich zu kommen, so-
gar noch kleiner ist als fiir p = 1/2, wdre der Fehler 1. Art auch fir diese Elemente der
Nullhypothese eingehalten worden.

Bemerkung 2.11. Nehme an, ein Test soll auf der Teststatistik T : R® — R basieren
und die Gestalt haben, dass bei T'(Xy,...,X,) > ¢, die Nullhypothese abgelehnt wird und
bei T(X1,...,X,) < cq nicht, also

(p(Xla ce 7Xn) = 1{T(X1,...,Xn)>ca}'

Der Einfachheit halber soll T(Xy, ... ,X,) zumindest unter der Nullhypothese stetig ver-
teilt sein (also anders als in Beispiel 2.10). ¢, wird so gewdhlt, dass der Test das Niveau «
bekommt. o wird aber zundchst nicht fixiert, sondern man schaut erstmal auf die Daten.
Wenn eine Hypothese mit o = 0.05 nicht abgelehnt werden kann, sagt man auch die Daten
sind nicht signifikant. Bei einer Ablehnung mit a = 0.05 spricht man tblicherweise von
statistischer Signifikanz. Bei einer Ablehnung mit a = 0.01 wdren die Daten sogar hoch-
signifikant. Der p-Wert einer Beobachtung T'(X1,. .., X,) wird als das grofite a definiert,
bei dem die Hypothese noch nicht abgelehnt wird.

Bemerkung 2.12. Fine hdufige Fehlinterpretation obigen Tests besteht darin zu mei-
nen, dass das Testergebnis eine Wahrscheinlichkeit angibt, mit der 6 in ©¢ bzw. in ©\ O
fallt. Dies kann der Test nicht leisten, da die Auswahl von ¥ aus der Menge © nicht tber
ein stochastisches Experiment modelliert wird, also keine a priori Wahrscheinlichkeiten
iiber den wahren Parameter (vor Beobachtung der Daten) festgelegt sind.

Bemerkung 2.13. Um einen Test methodisch sauber zu konstruieren, muss man zundchst
die Funktion o festlegen und darf erst dann einen Blick in die Daten werfen. An einem
hochdimensionalen Datensatz (x1,xo,...,x,) findet man ndmlich sehr oft irgendetwas
scheinbar untypisches, also etwas, was etwa der Hypothese ,, X} sind alle nach der Ver-
teilungsfunktion F' verteilt” scheinbar widerspricht. Wenn man dann getrieben von dieser
Beobachtung einen Test entwirft, der darauf abzielt, dass die Beobachtung unter der Ver-
teilungsfunktion F unwahrscheinlich erscheint, wird man die Hypothese ,, Xy sind alle
nach der Verteilungsfunktion F' verteilt”’ relativ leicht verwerfen.

Ob dies in der Prazis tatsdichlich so erfolgt, erscheint fraglich. Allerding haben die
Funktionen oft eine kanonische Gestalt, was das methodische Problem verkleinert.
2.1.1 Der Rangsummentest von Wilcoxon

Beispiel 2.14 (Einkommensunterschiede Frauen/Ménner). Aus den Daten der Allge-
meinen Bevilkerungsumfrage der Sozialwissenschaften 2006 wurden zufdllig 20 Personen
gezogen und thr Nettoeinkommen ermittelt:
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Rang Nettoeinkommen Geschlecht
1 0 M
2 400 W
3 500 M
4 550 w
5 600 M
6 650 W
7 750 M
8 800 M
9 900 w
10 950 W
11 1000 M
12 1100 M
13 1200 w
14 1500 M
15 1600 W
16 1800 M
17 1900 M
18 2000 M
19 2200 M
20 3500 M

Auf Grundlage dieser Stichprobe, soll gepriift werden, ob das Einkommen der Mdnner
und Frauen in der Bevilkerung gleich ist (zweiseitiger Test) oder ob das Einkommen der
Frauen geringer ist (einseitiger Test).

Fiir die stochastische Modellierung erweist es sich hier als zweckméssig, nur den Rang
des Einkommens in der Gruppe und nicht die absolute Hohe zu betrachten. Der Grund
hierfiir ist, dass fiir den Rang die spezielle (theoretische) Verteilung der Einkommen nicht
relevant ist, und die zu entwickelnde Teststatistik damit ,,ziemlich universell” einsetzbar
ist.

Um dies zu verdeutlichen, modellieren wird zunéchst die Einkommenshohen und leiten
daraus die Rénge ab. Sei also

X = (Xl,... ,Xm,Xm+1,.. . ,Xm+n)7

wobei X; das zufillige Einkommen der i-ten Person bezeichnet. Die ersten m Personen
sind weiblich (bzw. gehtren Gruppe 1 an) und die letzten n Personen sind ménnlich (diese
Anzahlen werden nicht als Ausgang eines Zufallsexperiments interpretiert !). Formal sind
die BildmafBie von X auf B(R™*") gegeben durch

Q@m Q @@n
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wobei () und @ alle Mafle auf R, durchlaufen, die keine Punktmasse haben. Dies
bedeutet, alle m+n Beobachtungen sind stochastisch unabhéngig und die ersten m soweis
die letzten n Beobachtungen sind untereinander identisch verteilt. Da wir ausschlieflen,
dass P(X; = z) > 0 unter einem moglichem Mafl und zudem stochastische Unabhéngigkeit
gilt, folgt mit der Ubungsaufgabe 2, Teil b, auf Blatt 1, dass P(X; # X; Vi, j) = 1. Damit
gilt fiir die Ordnungstatistiken (siehe die Definition in (1.1))

X(l) < X(g) <... < X(m_,_n)

Wenn viele Daten iibereinstimmen, ist die Idealisierung, dass P(X; # X; Vi, j) = 1 of-
fenbar unbrauchbar. Wenn aber im Datensatz z.B. nur zwei Daten iibereinstimmen, wére
ein pragmatischer Ansatz, fiir jede der beiden moglichen Reihungen den Test durchfithren
und zu sehen, ob sich die Ergebnisse stark unterscheiden. Streng genommen wire das
statistische Modell aber schon falsifiziert, da wir die Annahme, dass sich alle Werte un-
terscheiden, auch fiir die Mafle aus der Gegenhypothese gemacht haben. Bei obigem Da-
tensatz tritt das Problem aber nicht auf.

Die Positionen der weiblichen Personen 1,2, ... ;m sind nun m Zufallsvariablen Uy, ... , U,
die rein zufillig aus der Menge {1,2,... ,m + n} ohne Zuriicklegen gezogen werden.
U,=jmit k € {1,... ,m} und j € {1,2,... ,m + n} wiirde bedeutet, dass beim k-ten
Zug der Rang j gezogen wird. B

Unter der Nullhypothese Q = @ besitzt (Ui, ... ,U,,) die entsprechende Verteilung
(unabhédngig von @ solange @) wie gefordert keine Punktmasse hat). Als Teststatistik
betrachten wir die Summe

Sm’n = i Uk
k=1

Nun ist die Verteilung von S, , unter der Nullhypothese zu untersuchen. Der Erwartungs-
wert von S, , lasst sich einfach bestimmen. Es gilt

m—+n
1 m+n)(m+n+1 1 m+n+1
AT Sy S UL ) 1 _m
P m-—+n m-—+n

Des weiteren gilt
E(Smn) =mE(U;)
(wieso ?) und damit

m(m+n+ 1)
2

Wie kann man die Varianz von 5,, , bestimmen ? Man ziehe dazu, wiederum rein zuféllig
und ohne Zuriicklegen, n-mal aus der verbleibenden Menge {1,2, ... ,m+n}\{U,... ,Un,}.
Die so konstruierten Zufallsvariablen nennen wir V4,... ,V,. Es gilt nun

U =Y Lw<uy + D Lvi<uy
=1 i=1

E(Sm,n> =
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Es gilt

Ms

k=1

Lvi<oy

k‘
H

=1 i=

und damit

m n

Var(Spn) = Var(d Y <)

k=1 i=1
n

= D> > Va(lwey)+ D, Cov(ly,<uyliv,<u,))
k=1

=1 i=1 (k1,i1)#(k2,i2)

Es gilt

Var(lv,<v,y) = E(lvi<uy) — (E(Lvi<uy))’ =

1
1

N | —
>~ =

Fiir 41 # is und k1 # ko sind die Zufallsvariablen L, <y} und Lvi, <t} stochastisch
unabhéngig und die Kovarianz verschwindet. Fiir ¢; = i5 und ky # ko gilt

11
Cov(Livi, <ny Hvi, <viyd) = By, <o)L <vig)) = By <o DB <u)) = 5 - 1 = 15

Analoges gilt fiir iy # i und ky = ko. Insgesamt gilt

mn(m+n+1)

+m(m — 1)nﬁ = T

1 1
— — — 1
Var(S.n) mn + mn(n )12

Die sogenannte Mann-Whitney-Statistik ist definiert als

Ws zzlmk}—zu— mim )

=1 k=1

Kommen wir nun auf Beispiel 2.14 zuriick. Die Einkommen der m = 7 Frauen werden
zuféllig aus m +n = 20 Werten gezogen. Wir kénnten nun priifen, ob das Einkommen
der Méanner und Frauen gleich ist (zweiseitiger Test) oder das Einkommen der Frauen
geringer (einseitiger Test).

W <- scan ()
400 550 650 900 950 1200 1600

M <- scan ()
0 500 600 750 800 1000 1100 1500 1800 1900 2000 2200 3500

boxplot (W, M)
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wilcox.test (W,M)

Wilcoxon rank sum test

data: W and M W = 31, p-value = 0.2749 alternative hypothesis: true location
shift is not equal to O

Bei den tiblichen Irrtumswahrscheinlichkeiten (z.B. p = 0.05 oder p = 0.01) wird man
die Nullhypothese noch nicht verwerfen. Dies liegt jedoch an dem sehr kleinen Stichpro-
benumfang n + m = 20.

Der in R implementierte Test beruht bei einer Parametereingabe von m +n < 50 auf
der exakten Verteilung der Statistik W unter der Nullhypothese, die durch kombinato-
rische Uberlegungen leicht ermittelt werden kann. Der Rechenaufwand wichst fiir grofie
m und n jedoch sehr schnell. Ein gute Approximation liefert die Normalverteilung. Da
wir E(Sy,,) und Var(S,, ) bereits ausgerechnet haben, ist das Konfidenzintervall fiir die
Approximation bekannt. Fiir m +n > 50 wird in R die Normalapproximation verwendet,
es sei denn man spezifiziert

wilcox.test(W,M, exact=TRUE)
Satz 2.15 (Hoeffding 1949). Fir m,n — oo gilt
S — E(Smn)
Var(Sy.n)

Wir werden den Satz hier nicht beweisen. Die Aussage erscheint jedoch plausibel.
Betrachtet man die n?m? Paare, die aus den nm Summanden gebildet werden kénnen, so
sind m(m — 1)n(n — 1) stochastisch unabhéngig. Dieser Anteil dominiert fiir m,n — oc.
Ein Beweis findet sich z.B. im Lehrbuch von Herrn Georgii (Satz 11.28).

— N(0,1) in Verteilung.

Achtung: Der Wilcoxon-Test testet die Nullhyothese, dass beide Verteilungen gleich
sind, gegen die Alternative, dass die eine gegeniiber der anderen verschoben ist. Er ist
nicht sensitiv gegeniiber anderen Alternativen, wie etwa ,,die Varianz der einen Verteilung
ist grofer, aber die Erwartungswerte sind gleich” (also etwa die Alternative, dass Méanner
ganz viel oder ganz wenig verdienen und Frauen eher durchschnittlich). Bei nur einer
Alternative existiert aber ein bester Test

2.2 Alternativtests und das Lemma von Neyman-Pearson
Zunéchst definieren wir, was man iiblicherweise unter einem Standardmodell versteht.
Definition 2.16. Ein statistisches Modell

M = (X, B, (P )sco)

heifst Standardmodell, wenn es entweder diskret ist, d.h. der Zustandsraum X ist abzdhl-
bar oder wenn es stetig bzgl. des Lebesque-MajfSes auf dem R™ ist, d.h. X = R", B = B(R")
und jedes Mafl P;* besitzt eine Dichtefunktion py bzgl. des Lebesque-Mafes \* auf R™.
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Letzteres bedeutet, dass fir alle B € B(R") gilt

PAX €B) = PX(B)= / po() A" (dx)

:/ / (1, ... ,xn)po(x1, ... ,2y) dey ... dx,.

Bei mehreren Alternativen muss ein gleichméflig bester Test im Sinne von Definiti-
on 2.7 nicht existieren. Testet man etwa fiir © = R die Nullhypothese H : ¥ = 1 gegen
K : 19 # 19y so werden hohere Verwerfungswahrscheinlichkeiten fiir ¥ < 9, typischerweise
hoheren Verwerfungswahrscheinlichkeiten fiir ¥ > 9y entgegenstehen.

Definition 2.17. Sei M ein zweielementiges statistisches Standardmodell. Ein Test ¢
von Py gegen Py heifit ein Neyman-Pearson-Test, wenn es ein ¢ € Ry gibt mit

[ 1 falls py(x) > epolx)
plr) = { 0 falls p1(z) < cpo(x),

wobei im diskreten Fall p;(z) = P;({x}) und andernfalls p; die Dichte von P; bzgl. des
Lebesgue-Mafes ist (Der Fall p; = cpy ist in der Bedingung bewusst ausgespart).

Satz 2.18 (Lemma von Neyman-Pearson, 1932). Sei M ein zweielementiges Standard-
modell mit Wahrscheinlichkeitsmaflen Py und Py. Wir testen die Nullhypothese Py gegen
die Alternative Py zu vorgegebenem Niveau o € (0,1). Dann gilt

(a) Es existiert ein Neyman-Pearson-Test ¢ mit Ep/(p) = « (also ein Test, der das
Niveau o voll ausschipft).

(b) Jeder Neyman-Pearson-Test ¢ mit Ep () = « ist ein bester Test zum Niveau c.

Proof. Zunéchst miissen wir zu gegebenem « € (0, 1) einen Neyman-Pearson-Test finden,
der das Niveau « voll ausschopft. Wihle

co :=inf{c e Ry | Bh({z | p1(z) > cpo(x)}) <

Wir schreiben den Beweis fiir den stetigen Fall auf, also z.B.

Rulla | 1(a) > (@) = [ 1 pmamion (@pala) do.
Beim diskreten Fall miissen einfach Integrale durch Summen ersetzt werden, also

B({z | p1(x) > cpo()}) = > Bo({z}).

zeX Mit py(z)>cpo(a)

Der Ausdruck [ 1g; | p@)=capo(z)} () po(z) dz ist selbst im stetigen Fall (d.h. mit Dichten
bzgl. des Lebesgue-MaBes) i.A. ungleich Null (nehme das trivale Beispiel Py = Py, oder
die Dichten sind in einem Bereich gleich). D.h. das Infimum ist i.A. kein Minimum und

20



ein nichtrandomisierender Test mit der Schranke ¢, wiirde das Niveau « nicht einhalten.

1. Fall: Py({z | p1(z) = capo(x)}) = 0. Hier ist keine Randomisierung nétig und

[ 1 falls p1(z) > capo(x)
p(r) = { 0 falls pi(z) < capo(®),

ist ein Neyman-Pearson-Test mit Ep, (¢) = .
Fall 2: Po({x | p1(z) = capo(z)}) > 0. Setze

o — P0<{$ | p1($) > Couo()(x)})
Py({z | p1(z) = capo(x)})

0=

und

1 falls pi(x) > capo(x)
p(x) =4 ¢ falls pi(z) = capo(z)
0 falls p1(z) < capo(z),

Der so definierte Test ¢ ist ein Neyman-Pearson-Test mit Ep (¢) = Po({z | pi(z) >
capo(2)}) + 0Py ({x | p1(z) = capo(z)}) = . Damit ist Teil (a) bewiesen.

Sei nun ¢ ein Neyman-Pearson-Test mit Schwellenwert ¢ und Ep, (p(X)) = « sowie 9
ein beliebiger anderer Test zum Niveau «, d.h. Ep,(¥(X)) < a.

Ist p(z) > (x), soist ¢(z) > 0und dann py () > cpo(z). Ist andererseits p(z) < ¥(x),
so ist p(z) < 1 und dann p;(x) < cpo(x). Also gilt

(o(x) —(x))p1(z) > c(p(x) — ¥(x))po(x), Vo eR™

Integriert man nun beide Seiten, dann folgt
B (X)) = En(w(X) = [ (pla) = b(a)pi(e) da
> ¢ [ (ola) = vl@)pola) da

Vv
o

Wie gut ist der optimale Test 7 Wir nehmen an, dass das Experiment n mal unabhéngig
wiederholt wird und dass die Verteilung in jedem Versuch entweder durchgehend F, oder
durchgehend P ist. Formal fithrt dies fiir festes n € N auf das folgende Produktmodell

(E", %", (PP )iz0.1)- (2.2)
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E' ist der Wertebereich der Zufallsvariablen, die die Ergebnisse der einzelnen Experimente
modellieren (auch diese kénnen bereits mehrdimensional sein). Die Vermutung, dass man
bei einer immer groffer werdenden Anzahl von unabhéngigen Wiederholungen beliebig
genau zwischen den Alternativen unterscheiden kann, wird in diesem Abschnitt bestéatigt
werden.

Definition 2.19 (Relative Entropie). Fiir zwei Wahrscheinlichkeitsmafle Py, Py mit Dich-
ten po, p1 sei die relative Entropie oder Kullback-Leibler-Information von Py bzgl. P,
definiert als

Ep, (1n (g—O)) falls Py(p1 = 0) = 0

H(Po, Pl) =
00 falls Py(p1 =0) >0,

wobei beim Integrieren mit 0 - log(0) = 0 gearbeitet werden soll
(Im stetigen Fall ist Ep, (hl (%)) = [ppo(z)In (Z‘)(J”)) dz und im diskreten Fall ist

1(z)
Ep (0 (2)) = Soep B({ah) n (18

Es gilt H(Py; P1) > 0 und Gleichheit gilt genau dann, wenn Py(py = p1) = 1. Der
Beweis benutzt die Abschétzung In(z) < x — 1 und geht so:

/Epo(:c)ln <%> dr = —/Epo(x)ln (Z;Eg) dx
> [t (1-248) a
= /Epo(ﬂc) dl’—[EPo(I)Z;Eg dx

_ /Epo(a:)dx—/Epl(x)dx

= 1-1=0.

Da In(z) =  — 1 nur fir z = 1 gilt, verschwindet die Entropie nur wenn

0= [Epo(flf)l{pg(m#m(x)}(x) dz = Py(po # p1)-

Satz 2.20 (Lemma von C. Stein, 1952). Sei o € (0,1). Im statistischen Modell (2.2)
betrachten wir zu jedem n einen Neyman-Perrson-Test @, mit Eo(@n(Xi,..., X)) = «
(d.h. der n-te Test hingt von den Beobachtungen Xi,Xs, ..., X, ab). Dann strebt die
Macht E1(p, (X1, ..., X,)) fir n — oo mit exponentieller Geschwindigkeit gegen 1. Ge-
nauver gilt

o1
nh_)rgo E ln[l — El(SDn(Xla Ce ,Xn))] = —H(Po, Pl),
d.h. E1(on(X1,..., X)) =1 —exp(—nH(Py; P)) fiir grofies n
(E; bezeichnet den Erwartungswert bzgl. des Produktmafes (P;)®™)
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Proof. Fiir n > 1 1ist (p;)®"(X1,...,X,) = [[;_, pi(Xs) die Dichte von (P;)®" (d.h. bei
einem Produktmafl ist die Dichte das Produkt der Dichten der Maflie). Ein Neyman-
Pearson-Test ,, erfiillt die Bedingung

@ (X X ) = 1 falls HZ:l pl(Xk) > Cp szl ,Oo(Xk)
n 1y+-- yAp 0 falls HZ:l ,Ol(Xk) < ¢y, szl pO(Xk)

fiir geeignete Konstanten ¢, > 0. Auf der Menge

Ap ={po(Xx) >0 Vk=1,... n}U{p(Xs) >0 Vk=1,...,n}

J) (23)

gilt

n (fafe) = 2n (2

(mit den tiblichen Konventionen 1/0 = oo etc.) und damit

on(X X.) 1 falls >0 | In Zégzg > In(c,,)
n\A1y ..., An) =
0 falls > ;In Z;g:; < In(e,)

Auf der Menge A, ist also (2.3) wohldefiniert, da co — oo nicht vorkommen kann. Das
Komplement AS von A, muss jedoch bei den folgenden Rechnungen nicht interessieren,
da sowohl

(Po)®"(A7) < (Fo)*" (Up=1.... n{p0(Xx) = 0}) < nPy({po(X1) = 0}) =0

als auch (P)®"(AS) = 0. Es gilt

Ep, In (g;gg) — —EpIn (pO(Xl)) — _H(Py; P). (2.4)

Aus der Forderung, dass die Tests ein Niveau e € (0, 1) einhalten und dem schwachen
Gesetz der groflen Zahlen folgt somit, dass

In(c,) = —H(Py; P1) -n+o(n), n— oc.
Des weiteren gilt
1 2 Eg(l _SOH(XL 7Xn))

S (CETNC S ) I

po(Xk)* Cn
> L1g ((1 — on(X, ... ,Xn))M)

Cn 151 Po(X)

1
= C—El (1_(;0n(X17 >Xn))

n
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Also gilt

0> L [~ In(e) +In(By (1 — gu(Xs,. ., X))

3

und damit

1 In(c,

n—oo N n—oo N

Nun wollen wir Ej (1 — ¢, (X1,...,Xk)) nach unten abschitzen. Es gilt fiir alle a >
H(Py; Py) und n hinreichend gro8

Ei(1—u(X1,...,X,) = EO((l_%(Xhm, ))Hklm( ))

Hk: 1 Po(Xk)

> FEp (exp(—an)(l = en( X X)) g ) LS8 > exp(—a )})

2 eXp(_a’n)EO (1{71L2211 (ﬁl(Xk)>>_a} - gpn(Xh LI 7Xn)>

po(Xg) )=

1 11—
> exp(—an) ( ;a —a | =exp(—an) 5 o

Hierbei geht ein, dass wegen (2.4) Ep,In <mg3> = —H(Py; P,) > —a und damit mit

dem schwachen Gesetz der groBen Zahlen Py(< >°7 1 (Z(l) ;:g) > —a) — 1 fiir n — oc.
Es folgt

1 1 1—
lim inf —F) (1 —¢,(X;,...,X,)) > lim (—a+ —ln( O‘)) —
n

n—oo N, n—oo 2

Da diese Aussage fiir beliebige a mit a > H(FPy; P;) gilt, folgt

1
lim inf —F; (1 — ¢, (Xy,...,X,)) > —H(Fy; P)

n—oo M,

und insgesamt

.1
lim —E1 (1 - gDn(Xl, N ,Xn)) = —H(P(),Pl)

n—oo 1

2.3 Schatzen

Definition 2.21 (Punktschitzung). Sei () ein sogenannter abgeleiteter Parameter.
Fine (messbare) Abbildung

d: X — ()

heifft Punktschitzung (messbar bzgl. der o-Algebra B auf dem Urbildraum X und einer
geeigneten o-Algebra auf dem Bildraum © ). Bei beobachtetem x heifst d(x) Schdtzwert fiir

v(9).

24



Definition 2.22 (Erwartungstreue). Seiy(©) C R. Ein Punktschditzer d mit Ey(|d(X)]) <
oo fiir alle ¥ € © heifit erwartungstreu, wenn

Ey(d(X)) =) vIeO

Beispiel 2.23 (Schitzung des Erwartungswertes). Sei X = (X,...,X,,), wobei X1,... , X,
(unter allen Py) identisch verteilt sind und endlichen Erwartungswert besitzen. Dann ist
der Punktschitzer d(X) := X := 137 X}, offenbar erwartungstreu fir v(9) := Ey(X;)

T on

Beispiel 2.24 (Schiatzung der Varianz). Sei X = (Xy,...,X,), wobei Xi,... X, unter
allen Py i.1.d. sind und endliche zweite Momente besitzen. Dann ist der Punktschdtzer

n

1 _
d(X17"'7Xn) ::TL—]_ § (Xk_X)2
k=1

erwartungstreu fir () := Varyg(Xy). Dies ergibt sich aus der folgenden Rechnung. Sei
o = Ey(X1). Es gilt

E,g( L zn:(Xk—X)2> = nlEﬁ(X1—X)2

n—1 n —
k=1
1 1 <& ’
n n—
= n—1E§< - (Xl—/w)—ﬁg(Xk_Nﬂ)>
n [(n—1)3 1<
= D1 < 2 Varﬁ(Xl) + E ;Varﬁ(Xk)>
= Vary(X1), (2.5)

wobei fir die dritte Gleichung benutzt wird, dass die Varianz einer Summe unabhdngiger
Zufallsvariablen die Summe der Varianzen ist.

ﬁ S v_ (X — X)? wird korrigierte Stichprobenvarianz (oder oft auch einfach
nur Stichprobenvarianz) genannt.

Beispiel 2.25 (Erraten des Bereichs von Zufallszahlen). In einer Fernsehshow fihrt ein
Moderator einen Zufallsgenerator vor, der gleichverteilte Zufallsvariablen erzeugt. Die Zu-
fallsvariablen X1, Xs, ..., X, sind stochastisch unabhingig und liegen im Bereich [0, 1],
wobei die vom Moderator gewdihlte obere Grenze v > 0 nicht bekanntgegeben wird. Die
Spieler sollen nun aufgrund der Beobachtungen ¥ mdglichst gut erraten.

Ein dhnliches Modell kobnnte man anwenden, wenn aus dem Alter gewisser
Objekte, die man zu einem festen Zeitpunkt beobachtet, auf deren maximale
Lebensdauer zu schlieflen ist. Die Gleichverteilungsannahme ist hier natirlich leicht
angreifbar, weshalb wird uns auf das kiinstliche Beispiel des Zufallsgenerators zuriickzie-
hen.
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Das formale statistische Modell bei n unabhdngigen Beoachtungen ist gegeben durch

(X> B? (qu()ﬂee) = ([07 Oo)nv B([Ov Oo)n)a ((u[ﬂ,ﬁ})®n)19>0)

wobei Uy ) die Gleichverteilung auf [0,9] bezeichnet.

Spieler A bedenkt, dass Eyg(Xy) = 9/2 und erinnert sich an das Gesetz der grofien
Zahlen. Sein Schdtzer fiir 9 ist daher

2 n
23x
n
k=1
In der Tat gilt Py(|T* — 9| > €) — 0 fiir n — oo, fiir alle ¢ > 0 und alle ¥ > 0.
Spieler B bedenkt, dass das Beobachtungsmazimum max{Xy,... ,X,} zwar stets klei-

ner als O ist, aber fir grofie n zumeist nahe bei ¥ liegt. Da max{Xy,...,X,} den Para-
meter ¥ systematisch unterschdtzen wiirde, soll er um einen geeigneten Faktor korrigiert

werden. Es gilt Py(max{Xy,...,X,} <vy) = (y/9)". Damit hat max{Xy,...,X,} die
Dichte ny" 19~ und es gilt

o 9
Ey(max{Xy,...,X,}) = / yny" T dy = m?‘”/ y"dy = Lﬁ, V.
0 0 n+1

Ein naheliegender erwartungstreuer Schdtzer fiir Spieler B ist daher

n—+1

T8 .=

n

max{Xy,..., X, }.
Auch TP konvergiert Py-stochastisch gegen ¥ fiir n — oc.

Welcher Schdtzer ist nun aber besser ¢ Ein Kriterium ist die Varianz. Welcher Schdtzer
streut weniger ¢ Es gilt

1 4 (71 9\ 4 11 NP0
ar(T) n2nVar( 1) n/o U (J; 2) Y (x 2) 0o 3n

Fiir die Varianz des Schdtzers von Spieler B gilt
Var(T)) = Ey((T))?) — (Es(T))?
9
_ n—|— 1)? / L dy —
0

(n +1)% n N v?
n? n+2 n(n + 2)
Offenbar ist der Schitzer von Spieler B fir alle 9 € R und alle n > 2 besser (firn =1
stimmen die beiden Schitzer ja iberein) und ist fiir n — oo von besserer Ordnung.
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2.3.1 Schitzen von Quantilen

Ahnlich wie Quantile von Datensitzen, vgl. (1.2), definieren wir Quantile einer Verteilung
einer reellwertigen Zufallsvariablen.

Definition 2.26 (Quantile). Sei X eine reellwertige Zufallsvariable und o € (0,1). Fine
reelle Zahl q ist ein a-Quantil der Verteilung von X unter einem Maf§ P, wenn gilt

P(X <q)>a und P(X <q)<a.
Ein Median ist ein %—Quantil.
Proposition 2.27. Die Menge der a-Quantile ist das Intervall [q, , ] mit
Go = inf{y | P(X <y) > a}
und
Go = inf{y | P(X <y) > a} =sup{y | P(X <y) <a}

Proof. Es existiert eine Folge (y,)neny C R mit y,, > ¢, fiir alle n und y,, — ¢, fir n — oo
mit

P(X <yy) > o (2.6)

Es gilt {X < ¢} = Men{X < y,} und damit P(X < ¢;) = lim, oo P(X < y,). Also
folgt aus (2.6), dass P(X < ¢,) > «. Die zweite Quantilseigenschaft von ¢, zeigen wir
durch Widerspruch.

(Widerspruchs-)Annahme: P(X < ¢ ) > a. Wegen
(X <do} = Uneni{X < qq —1/n}

existiert dann auch ein n € N mit P(X < ¢, —1/n) > «. Dies ist aber ein Widerspruch
zur Minimalitét von ¢, . Also ist ¢, ein a-Quantil. Der Beweis, dass auch ¢} ein a-Quantil
ist, funktioniert analog. Zudem gilt offensichtlich ¢, < ¢! und jeder Wert zwischen ¢
und ¢ ist auch ein a-Quantil. Andererseits kann ¢ < ¢, kein a-Quantil sein, da dies ein
Widerspruch zur Minimalitidt in der Definition von ¢, wire. Analoges gilt fiir ¢ > ¢} mit
Benutzung der Darstellung als Supremum. [

q, ist also der kleinste Wert, so dass mindestens o x 100 Prozent der Wahrscheinlich-
keitsmasse kleiner oder gleich ¢ ist. ¢f ist der grofite Wert, so dass hochstens a x 100
Prozent der Wahrscheinlichkeitsmasse strikt kleiner als ¢ ist.

Die Funktion a +— ¢, ist linksstetig, d.h. es gilt limj, .o, n<0q,,, = ¢, fiir alle
o € (0,1]. Die Funktion o — ¢} ist rechtsstetig, d.h. es gilt limy, o, n>0 qt, ), = ¢ fiir alle
a € (0,1]. Fiir @ = 0 wiirde sich in obiger Definition ¢, = —oo ergeben, was auch Sinn

macht, aber gewohnlich nicht betrachtet wird.

27



Bemerkung 2.28. Es sind zwei Feinheiten zu beachten. Zum einen kann es vorkommen,
dass das Quantil nicht eindeutig ist, also q;, < g . Dies tritt genau dann auf P(X < q,) =
a und P(q, < X < qf) = 0. Zum anderen kann es bei Eindeutigkeit (!) des Quantils
passieren, dass P(X < q,) = P(X <q) > a. Ist die Verteilungsfunktion dagegen stetig,
dann gilt immer P(X < q;) = P(X < ¢!) = «. Besonders bequem ist also der Fall
einer stetigen und strikt monoton steigenden Verteilungsfunktion. Dann gilt q,, = ¢} und
P(X <q;)=a.

Beispiel 2.29. Ser X eine zufillige finanzielle Position am Ende eines Handelstages
und a € (0,1). X kann der Gewinn (bzw. im negativen Fall der Verlust) eines Wertpa-
pierhdandlers wahrend eines Tages sein. Der Value at Risk zum Niveau « ist tiblicher-
weise definiert als

VAR(X) := —q  (X) = ¢i_o(-X) =inf{y e R | P(X +y <0) < a}

(fiir die letzte Gleichheit beachte man die Aquivalenz P(—X <y) > 1—a & P(—X >
y) < a). VAR(X) ist der minimale Geldbetrag, den man zuschieflen muss, damit die Po-
sition am Ende des Tages hiochstens mit Wahrscheinlichkeit o negativ wird. Ein typischer
Wert fiir e ist 0.05. Der Value at Risk dient als ein aussagekrdiftiges Maf$ fiir das Risiko
eines Investments. Zudem basieren viele Figenkapitalvorschriften der Bankenrequlierung
auf dem Value at Risk. VQR(X) ist dann das Figenkapital, das ein Finanzinstitut “re-
servieren” muss, um das Investment X zu tdtigen. Der Value at Risk hat jedoch wviele
Nachteile. Ein offensichlicher Nachteil ist, dass Verluste, die mit einer kleineren Wahr-
scheinlichkeit als v eintreten, nicht in den Value at Risk eingehen.

Sei X = (X3,...,X,). Der Stichprobenmedian ist definiert als

2

M, =

X (n41) fiir n ungerade
(2.7)

3 (X(%> - X(g+1)) fiir n gerade

Satz 2.30. Seien X,...,X, unter eitnem Maf$ P i.i.d. und die Verteilung von X, besitze
einen Median m, in dem die Verteilungsfunktion y — P(X; < y) =: Fx,(y) eine strikt
positive Ableitung hat, d.h. Fy (m) > 0 (in diesem Fall ist der Median eindeutig und es
gilt zudem Fx,(m) = 1/2). Dann gilt fiir alle a € R

P(v/n(M, —m) < a) — P(Z < 2aF% (m)), n— oo,
wobei Z eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist. D.h.
Vn(M, —m) — N(0,(2F, (m))™?) n— oo in Verteilun.

Der Stichprobenmedian ist also asymptotisch normalverteilt und die Standardabweichung
; 1
st von der Ordnung TR ()
Eine Anwendung: Betrachtet man Verteilungsklassen, die um einen Punkt 6 sym-
metrische Dichten fy besitzen, etwa
1

fo(z) = %1[0,29] (x) (Gleichverteilung),
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oder

folz) = %exp (—alz —0]) (zweiseitige Exponentialverteilung),

oder

1 —(z—0)? N ! N
folz) = Nz exp ( 52 > (Normalverteilung)

dann ist sowohl das arithmetische Mittel als auch der Stichprobenmedian ein erwartungs-
treuer Schétzer fiir 6. Es stellt sich die Frage, welcher Schéitzer die kleinere Varianz hat.
Eine asymptotische Antwort auf diese Frage liefert Satz 2.30. Dabei kann je nach Vertei-
lung sowohl das arithmetische Mittel als auch der Stichprobenmedian weniger schwanken.

Fiir die Gleichverteilung auf [0,26] gilt Varg(X;) = £ (vgl. die Rechnung in Bei-

3
spiel 2.25) und ( > = 02. Also ist bei der Gleichverteilung die Varianz des arithme-

[ S
2F% (m)
tischen Mittels asymptotisch kleiner als die Varianz des Stichprobenmedians.

Beweis von Satz 2.30. Sei a € R. Definiere fiir alle n € N und 7 < n die Bernoulli-
verteilten Zufallsvariablen

Y, = 1 fallsX¢§m+\/—ﬁ
' 0 sonst

Es gilt

Fiir ungerade n gilt

P(/n(M, —m) <a) = P(Zmz”;l>
- o(Datameoum) gy

npn(l _pn> B npn(l - pn)

}/i,nfnpn

Die normierte Zufallsvariable %ﬁ konvergiert fiir n — oo in Verteilung gegen die
Normalverteilung, d.h. fiir alle b € R gilt

A
P 2izt Yin = P >b| — P(Z>b), n-— oo, (2.9)
npn(l _pn)

wobei Z eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist. Fiir festes n sind némlich
Yin,Yon,..., Yy, 1id. Wir konnen den Zentralen Grenzwertsatz von Lindeberg-Feller
anwenden (siehe etwa Satz 15.43 in Klenke, Wahrscheinlichkeitstheorie, 1. Auflage), der
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den Zentralen Grenzwertsatz dahingehend verallgemeinert, dass bei einer Summe bis n
die Verteilung der Summanden auch von n abhéngen darf. Die Lindeberg-Bedingung ist
in unserem Beispiel erfiillt, d.h. kein einzelner Summand dominiert alle anderen. Man
beachte, dass die Verteilung von Y;,, nur recht schwach mit n variiert, so dass wir nicht
so weit vom gewohnliche Zentralen Grenzwertsatz entfernt sind, bei dem die Verteilung
der Summanden nicht von n abhéngt.

Die Schranke

(n+1)/2 —np,
npn<1 _pn)

héngt natiirlich auch noch von n ab, konvergiert aber fir n — oo gegen —2aF’(m). Es
gilt ndmlich mit Benutzung von p,, — 1/2

(n+1)/2 —np, _ —n(p, — 1/2) N 1/2
npa(1— pn) V(L =pa)  /npa(l—pa)
1 pmy2 12
VoL =pn) 1/vn npn(1 — pn)
_ 1 Fxl(m+a/\/ﬁ)—FX1(m))+ 1/2
pa(1—pn) 1/vn npn(1 = pn)

— —2aFy (m), n— oc.

Aus (2.9) folgt somit

P(ZiJ%fWM>Jn+Uﬂ—nm

V npn(l—pn) \V npn(1 = pn)

(Zu einem vorgegenen Fehler ¢ > 0 ist der Abstand zwischen der Schranke und —2aF’(m)
fiir n grofi genug kleiner als €. Nun schitzt man die Schranke gegen —2aF’(m) + ¢ ab
benutzt (2.9) fiir feste Schranken. Dann lidsst man e gegen 0 laufen)

>Hpaz—mpm»:mzsmﬁm»

Zusammen mit (2.8) folgt die Behauptung (erstmal gilt Konvergenz nur entlang von
ungeraden n, fiir gerade n muss man die Wahrscheinlichkeiten in (2.8) abschétzen, was
zwar etwas unangenehmer ist, aber auf dem gleichen Weg zum Ziel fiihrt). O]

2.3.2 Schitzung des Medians mit Konfidenz

Neben der Punktschétzung fiir einen abgeleiteten Parameter ist es wiinschenswert einen
Bereich anzugeben, in dem der abgeleitete Parameter mit ,,grofer Wahrscheinlichkeit”
liegt.

Definition 2.31 (Bereichsschétzung). Sei y(v) ein sogenannter abgeleiteter Parameter.
FEine (messbare) Abbildung

C:X —2©)
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heifit Bereichsschitzung (Konfidenzschitzung) fir v(9) zum (Konfidenz-)Niveau 1 — «,
falls

Py(C(X)37() >1—a VIeO.
Bei beobachtetem x heifst C'(x) Konfidenzbereich fir v(9) zum Niveau 1 — c.

Bei eindimensionalem ~(¢) ist man i.d.R. an Intervallen C(x) interessiert und im
mehrdimensionalen Fall an konvexen Menge. Hier ist C'(x) jedoch erstmal eine beliebige
Teilmenge des Parameterraums.

Sei X = (Xy,...,X,) mit X} i.i.d. unter allen Py und X; habe unter allen ¥ € © eine
stetige und strikt monoton steigende Verteilungsfunktion. Damit ist der Median m(?})
eindeutig und erfiillt die Bedingung Py(X; < m(9)) = 1/2. Der Stichprobenmedian M,
aus (2.7) konvergiert fiir n — oo fast sicher gegen m () (Ubungsaufgabe).

Gesucht: Ein Intervall I(X) mit
Py(m(v) € [(X)) >1—«
(I(X)=1(Xy,...,X,) ist ein reellwertiges Intervall, dessen Endpunkte von der Realisa-
tion X;(w),...,X,(w) abhéngen kénnen)
Beispiel: n = 10, a = 0.05.

1. Vorschlag: I(X) := [X(1), X(0)]. Es gilt
Py(I(X) Zm(09)) = Py(Xpy>m@)Vk=1,... ,n)+ Py(Xp <m(9) Vk=1,... ,n)

1
= 2.-(1/2)" =22 = — ~0.001
(1/2) 35 0.00195

2. Vorschlag: 1(X) := [X(2), X(9)]. Es gilt

Py(I(X) Zm(¥)) = Py(hochstens eines der Xy, ist < m(1)))
+ Py(hochstens eines der Xy, ist > m(v))

1 1
= 2((5)4—(f))2*0=114r9z00m5

3. Vorschlag: I(X) := [X(3), X(s)]. Es gilt

Py(I(X) Z#m(V¥)) = Py(hochstens zwei der Xy sind < m(d))
+Py(hochstens zwei der Xy, sind > m(9))

10 10 10
= 2 2710 — 56.279 ~ 0.1094

Damit ist [X(z), X(9)] das kleinste symmetrische Intervall I(X), dessen Endpunkte
Beobachtungswerte sind und das in den Beobachtungswerten symmetrisch ist, mit

Py(m(¥) € I(X)) > 0.95.
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Wiirde man auch Intervalle zulassen, dessen Endwerte, zwar von den Beobachtungswerten
bestimmt werden, aber selber keine Beobachtungswerte sind, wiirden die Wahrscheinlich-
keiten von der Randverteilung abhéngen.

Allgemein: Zu n und 1 — o bestimme man [ méglichst grof3, so dass die Verteilungs-
funktion der Binomialverteilung B(n,1/2) an der Stelle [ kleiner oder gleich a//2 ist und
definiere zu diesem [

I(X) = [X(l), e 7X(n—l+1)]

Man beachte, dass die Wahrscheinlichkeiten vollig unabhéngig von der Randverteilung
der X}, sind (auBer dass wir die Stetigkeit der Randverteilung benutzt haben, um auzu-
schliefen, dass der Median und Realisationen zusammenfallen). Damit haben wir einen
Konfidenzschétzer fiir den Median bestimmt, der fiir alle Py etwa das Konfidenzniveau
1 — « einhalt. Dies ist natiirlich ein groBer Gliicksfall. Die folgende Uberlegung zeigt, dass
es fiir den Erwartungswert kein endliches stochastisches Intervall I(X) geben kann mit
a < 1lund Py(Ey(X;) € I(X)) > 1 — a fiur alle ¥ € ©, wenn © die Menge aller Randver-
teilungen mit endlichem Erwartungswert indiziert.

Um dies zu sehen, betrachten wir eine unangenehme Teilmenge von Randverteilungen.
Seien wie gehabt X = (Xi,...,X,) mit Xj, ii.d. unter allen (Py)ge(o,1) mit

1

Nun schaue man sich einen beliebigen Bereichsschéitzer C' an, dessen Werte endliche In-
tervalle sind und der auf (X, ..., X,) angewandt wird (entscheidend ist die Endlichkeit
und nicht dass C(z) ein Intervall ist). Es gilt Ey(X;) = § — oo fiir ¢ — 0. Daraus folgt
fiir ein beliebiges zufilliges endliches Intervall C, dass Ey(X;) € C(0,...,0) fir ¢ klein
genug. Damit gilt fiir 9 klein genug

Py(Ey(X1) € C(Xy,...,X,)) < Py((Xy,...,X,) #(0,...,0)) (2.11)
Andererseits gilt
Py((Xy1,...,X,) #(0,...,0)=1—-(1-9)"—0, v—0. (2.12)

Zusammen ergeben (2.11) und (2.12) die Behauptung.

Fiir grole n gibt es jedoch einen asymptotischen Ersatz. Dieser beruht darauf, dass
fiir jede Verteilung von X; mit endlichem zweiten Moment gilt, dass

\/E(X — Eﬁ(Xl)) _ N(O, 1)
Vi S - X,)?

Dies folgt daraus, dass zum einen mit dem Zentralen Grenzwertsatz

in Verteilung fiir n — oo. (2.13)
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\/E(X - Eﬂ(Xl)) —>N(O, 1)

in Verteilung fiir n — oo.
Vary(X7)

Zum anderen konvergiert die Stichprobenvarianz gegen die theoretische Varianz. Es gilt
namlich

n—1 —

= ni 1 Z (Xi — Eg(X1) + Ey(Xy) — )_()2

= i 1 ; (Xi — Eg(X1))" +2(Ep(Xy) — X)n i 3 (Xk — Eo(X1))
+n ﬁ 1<E19(X1) - X)Q

Mit dem starken Gesetz der groflen Zahlen konvergiert der erste Summand fast sicher
gegen Vary(X;) und der zweiten und dritte Summand gegen Null.

Vermdoge (2.13) kann nun ein asymptotisches Konfidenzintervall konstruiert werden.
Bezeichne ¢, das a-Quantil von N (0, 1). Fiir groe n gilt

V(X — Ey(X)))
Vi T (X — X,

Vi D (=X T (X - X
\/ﬁ o /25 \/ﬁ q1—a/2

Py € [qaj2, i-ap) | ®1—a

= Pﬁ X — Eﬁ(X1> -

~1l—«

b% \/ﬁ ZZ:1(X1€ - Xn)2 b% \/ﬁ ZZ=1<Xk - Xn>2
- \/ﬁ d1—a/2, - \/ﬁ qoy2

~1—« (2.14)

& Py Eﬁ(Xl) <

In diesem Sinne ist

CVEDLE K2 LT X
I(Xy,..., X)) = | X — Jn Qi-aj2, X — NG qa/2

ein asymptotisches Konfidenzintervall zum Niveau 1 — . Dies ist kein Widerspruch zur
Nicht-Existenz eines endlichen Konfidenzintervalls im Beispiel (2.10). Der Grund hierfiir
ist, dass das n ab dem die Normalverteilung eine gute Approximation darstellt, von der
Verteilung von X; abhéingt. Die Approximation 2.14 gilt also zwar fiir alle ¥J, aber nicht
gleichméBig in 4.
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2.4 Student, Fisher und die schone Welt der Normalverteilung

Wir erinnern an folgende Transformationsformel von Dichten

Proposition 2.32. Ser X eine R™-wertige Zufallsvariable, die bzgl. des Wahrscheinlich-
keitsmafles P eine Dichte p besitzt, d.h.

P(X € B) = / Lp(2)p(x)d, VB € B(R™),

deren gesamte Masse in der offenen Menge X C R™ liegt, d.h. [1x(z)p(x)dz = 1. Sei
ferner Y C R™ eine offene Menge und h : X — Y ein Diffeomorphismus, d.h. eine stetig
differenzierbare Bijektion mit Jacobi-Determinante det Dh(z) # 0 fir alle x € X. Dann
hat die Zufallsvariable Y := h(X) auf Y die Dichte

ply) = p(h™'(y))Idet DA™ (y)|

Satz 2.33 (Multivariate Normalverteilung). Seien Xi,... , X, reellwertige, unabhdingige
und normalverteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert = 0 und Varianz = 1. Sei X =
(X1,...,X,)" der dazugehdrige zufillige Spaltenvektor, B € R™" eine requlire Matriz
und m € R™ ein Spaltenvektor. Dann hat Y := BX + m die Verteilungsdichte

pmc(y) = 2m)"2|det C| 7V exp(—1/2(y —m)"C ' (y —m)), Vy R,

wobei C = BB'. Fiir die Koordinaten des Zufallsvektors Y gilt Ep(Y;) = m; und
Cov, (Y}, Y;) = Cj;.

iy 1g

Proof. Da X3,...,X, unabhingig sind, besitzt der Vektor (Xi,...,X,) die Produkt-
dichte

1
(2m) /2 exp(—§xTx), Vr e R",

Mit Proposition 2.32 besitzt Y die Dichte

(2m) " exp(~5 (B~ (y — m)) (B~ (y — m)))ldet DB (y)
= (2m)~"/? exp(—%(y —m))TC (y — m))|det DC(y)|~"?, V& e R (2.15)

Des weiteren gilt

Ep(Y:) = Ep()_ BijX; +m;) = ZBZ]EP ) +m; = m,

Jj=1

und

COVP<Y;‘}/J') = COVp ZszXk,ZBﬂXZ

k=1 =
= ZZBlkB]lCOVP Xk,Xl ZszBjk_ i
k=1 I=1
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Definition 2.34. Zufallsvariablen (Y,...,Y,) mit gemeinsamer Dichte (2.15) nennt
man multivariat normalverteilt (oder auch gemeinsam normalverteilt) mit Erwar-
tungswertvektor m und Varianz-Kovarianz-Matriz C'.

Fiir multivariat normalverteilte Zufallsvariablen (Y7, Y3) folgt aus der Unkorreliertheit
bereits die Unabhéngigkeit (da bei Unkorreliertheit nach Satz 2.33 C1o = Cy = 0 gilt
und damit die Produktdichte faktorisierbar ist).

Man beachte, dass es natiirlich zwei Zufallsvariablen geben kann, die beide normalver-
teilt sind, die aber als Paar nicht multivariat (bzw. bivariat) normalverteilt sind. Beispiel ?

Definition 2.35 (Gamma-Verteilung). Fir o,r > 0 heifit die Verteilung T'(co, ) auf
(0,00) mit Dichte

‘s
Yor : T & exp(—ax)

I(r)
Gamma-Verteilung mit Grofienparameter o und Formparameter r. Dabei bezeichnet
[(z) := [;7t" Yexp(—t)dt die Gamma-Funktion (fir n € N gilt D(n) = (n — 1)!).
Definition 2.36 (Beta-Verteilung). Fir r,s > 0 heifit die Verteilung B(r,s) auf (0,1)
mat Dichte
$T_1(1 _ IE)S_I
B(r,s)

T =

1
wobei B(r,s) 1= / y 1 — )" dy,
0

Beta-Verteilung mit Parametern r und s.

Aus dem Beweis von Proposition 2.38 wird sich nebenbei ergeben, dass fiir den Nor-
mierungsfaktor gilt
L(r)T'(s)
C(r+s)
Lemma 2.37. Ist X eine N(0,1)-verteilte Zufallsvariable, dann hat X* eine Gamma-
Verteilung I'(1/2,1/2).

Proof. Sei X N (0, 1)-verteilt. Aus Symmetriegriinden besitzt | X| auf (0, 00) die doppelte
Dichte wie X (das Ereignis X = 0, das nur mit Wahrscheinlichkeit 0 eintritt, kann bei
dieser Uberlegung ignoriert werden). Es gilt ndmlich fiir alle 0 < a < b

P(|X| € (a,b)) = P(X € (a,b) oder X € (—b, —a))
= P(X € (a,b))+ P(X € (=b, —a))
— 2P(X € (a,b)). (2.16)

B(r,s) =

Da die Abbildung: h : (0,00) — (0,00)  + 22 ein Diffeomorphismus ist mit Umkehrab-
bildung 2~*(y) = \/y kénnen wir mit Proposition 2.32 schlieBen, dass X? = h(|X|) auf
(0, 00) die Dichtefunktion
_ 1 1 L T(1/2)
=2 gV = exp(—y/2)y V2 = L
Ply) =20(vy)5y Tz P/ )
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besitzt, wobei p(z) = (27)~ /2 exp(—2?/2) die Dichtefunktion der Standard-Normalverteilung
bezeichne. Da sich Dichten zu 1 integrieren folgt I'(1/2) = /7 und damit die Behaup-
tung. O

Proposition 2.38 (Zusammenhang zwischen Gamma- und Beta-Verteilungen). Seien
a,r,s > 0 und X,Y wunabhingige Zufallsvariablen mit Gamma-Verteilung T'(a, 1) bzw.
(e, 8). Dann sind die Zufallsvariablen X +Y und X/(X +Y') unabhingig voneinander
mit Gamma-Verteilung I'(a, 7 + s) bzw. Beta-Verteilung B(r, s).

Bemerkung 2.39. Fir r = 1 stimmt die Gammaverteilung I'(a, ) mit der Ezponen-
tialverteilung mit Parameter « tberein. Die Proposition besagt also auch, dass sie die
Gammaverteilung als Summe unabhdngiger Exponentialverteilungen ergibt.

Proof. Die gemeinsame Verteilung von (X,Y) besitzt auf X = (0,00)? die Dichte
arts

L(r)I'(s)
Wir betrachten den Diffeomorphismus

T
h(x,y) = + v,
0= ()

oty exp(—a(z +y)), x,y > 0.

von X nach Y := (0,00) x (0,1). h hat die Umkehrabbildung
™ (u,v) = (uv,u(l —v))

mit Jacobi-Matrix

Db~ (u,v) = ( L )

Es folgt |det Dh™!(u,v)| = u. Mit Proposition 2.32 besitzt also der Zufallsvektor

hX,Y) = (X+Y X )

"X +Y
die Dichte
W(uv)“ (u(1 =) " exp(—a(uv + u(l —v)))u
= mur+sl exp(—au)v’"*l(l o U)s—l
1
- F(T’)F(s)r(r + S>7&7T+S(U)B(ra S)Br,s(v)y u > O, O0<wv<l.

Da sich sowohl die zweidimensionale Dichte als auch die eindimensionalen Dichten v, ;s
und (3, s zu 1 integrieren, muss der Vorfaktor gleich 1 sein, also

L(r)I(s)
B = ——" 2.1
9 = Tt s) (217)
und es folgt die Behauptung. (2.17) haben wir damit nebenbei gezeigt. O
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Satz 2.40. Seien Xi,..., X, unabhingige N(0,1)-verteilte Zufallsvariablen. Dann hat
die Zufallsvariable Y . | X? die Gamma-Verteilung I'(1/2,n/2).

Proof. Lemma 2.37 und Proposition 2.38 O]

Definition 2.41. Flir jedes n > 1 heifit die Gamma-Verteilung x*(n) := T'(1/2,n/2) zu
den Parametern 1/2,mn/2 mit Dichtefunktion

n/2—1
20\ . __* _
Xn(x) T 71/2%/2(3:) - F(n/2)2"/2 G‘Xp( .’L'/2)
auch die Chiquadrat-Verteilung mit n Freiheitsgraden bzw. kurz die x*(n)-Verteilung.

Satz 2.42 (Die Fisher-Verteilungen). Seien X1, ... , X, Y1,. .., Y, unabhingige und N'(0,1)-
verteilte Zufallsvariablen. Dann hat der Quotient

Lym o x2
Fm,n = T zrll:1 ;
n Zj:l Yg
die Verteilungsdichte
m/2,,n/2 m/2—1
(@) = —— " - x> 0. (2.18)

B(m/2,n/2) (n 4+ max)m+n)/2’

Proof. Nach Satz 2.40 hat X := """ X7 die Gamma-Verteilung I'(1/2,m/2) und Y :=
> i, Y7 die Gamma-Verteilung I'(1/2,n/2). Da X und Y zudem unabhingig sind, hat
nach Proposition 2.38 die Zufallsvariable Z := X/(X+Y’) die Beta-Verteilung 8(m/2,n/2).
Nun gilt aber
nX n Z
Fppn=——=——"-—=h(~7
" mY  ml1-Z (2),

fiir den Diffeomorphismus A : (0,1) — (0,00), z = 2. Die Umkehrabbildung ist

gegeben durch ™" (u) = - und mit Proposition 2.32 hat F,,,, die Verteilungsdichte

5m/2,n/2( e > ( mn 5 = fmn(u), u€(0,00).

n+mu /) (n+mu)
[

Definition 2.43 (Fisher-Verteilung). Die Verteilung F(m,n) auf (0,00) mit Dichtefunk-
tion fomn gemdf (2.18) fir m,n € N heifft nach R.A. Fisher Fischer-Verteilung mit m
und n Fretheitsgraden..

Bemerkung 2.44 (Beziehung zwischen Fisher- und Beta-Verteilung). Im Beweis von
Satz 2.42 wurde folgende Beziehung zwischen Fisher- und Beta-Verteilung herausgearbei-
tet:
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T

n
ml—zx

Sei 7 eine B, jo.n/2-verteilte Zufallsvariable, dann ist R = T(Z) mit T'(x) =
eine F,, ,-verteilte Zufallsvariable. Daraus folgt

my
n + my

PlR<y =Pz ) =P (22 ) ek

Somit kann man die Quantile der Beta-Verteilung und die Quantile der Fisher-Verteilung

leicht ineinander umrechnen (fir halbzahlige Parameter der Beta-Verteilung).

Corollary 2.45 (Student-Verteilung). Seien X, Y1, ..., Y, unabhingige und N (0, 1)-verteilte
Zufallsvariablen. Dann hat der Quotient

T .= —X
Vi i Y
die Verteilungsdichte
(z) ! ! reR (2.19)
To(x) = —, ) .
B(1/2,n/2)\/ﬁ(1+ w_z)%l

Proof. GeméiB Satz 2.42 besitzt T? die Dichte f1,, die auf (0,00) konzentriert ist. Mit
Proposition 2.32 angewandt auf 72 und den Diffeomorphismus & : (0,00) — (0,00), z +
/= mit Umkehrabbildung h~'(y) = 3 hat |T| = v/T? die Dichte fi,(y?)2y. Da nun aber
wegen der Symmetrie der Normalverteilung 7" und —7' die gleiche Verteilung haben, folgt
mit der gleichen Uberlegung wie in (2.16), dass die Dichte von T an der Stelle y € R halb
so grof} wie die Dichte von |T'| an der Stelle |y| ist, also

(o) = fal?2l;

= fia(y?)lyl
B nn/Q |y‘—1 | |
= B(1/2,1n/2) (n+ y2) 002"

1
= Vy € R.

B(1/2,n/2)/n (1 n %2>(1+n)/2,

]

Definition 2.46 (Student’sche t-Verteilung). Die Verteilung t, auf R mit Dichtefunkti-
on 1, gemaf (2.19) fir n € N heiffit Student’sche t-Verteilung mit n Freiheitsgraden.

Satz 2.47. [Student 1908] Sei X = 13" X, und S = \/ﬁ S (X — X)2. Im
Gaup’schen Produktmodell (R™, B(R™), (N (i, o))" ) gelten fiir alle (p, 0®) bzgl. P, ,2

. HER,02>0
die folgenden Aussagen

(i) X und S? sind unabhdingig.
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(it) X hat die Verteilung N'(p, 02 /n) und “5+S? die Verteilung x%_,

(i1i) Die Statistik

hat die Verteilung t, 1

Bemerkung 2.48. Unter der Annahme, dass X1, ..., X, i.i.d. und zudem normalverteilt
sind, konnen also analog zu dem asymptotischen Konfidenzintervall (wie in (2.14)) fir den
Erwartungswert (bei unbekannter Varianz) auch exakte Konfidenzintervalle fiir endliche
Stichprobenumfinge angegeben werden. Zu o € (0,1) seien t,_1qa/2 und t,_11_q/2 das
a/2-Quantil und das 1 — a/2-Quantil der t,_i-Verteilung. Fin Konfidenzintervall zum
Niveau o 1st gegeben durch

L VDL X oV T - X
- \/ﬁ n—1,1-a/2> - \/ﬁ n—1,a/2

Mit Satz 2.47 gilt ndamlich fir alle p € R, 0 > 0

N R ey o VR T - X
wo2 | M - \/ﬁ n—1,1-a/2; - \/ﬁ n—1,a/2

V(X —p)

= Puo =
Vi S - X,)?
=1-—a.

c [tn—l,a/Qv tn_l,l—a/Q]

Proof. Schritt 1: Man mache sich klar, dass es reicht die Aussage fiir 4 = 0 und 0% = 1 zu
zeigen, da sich der allgemeine Fall durch entsprechendes Kiirzen darauf zuriickfithren lésst.

Schritt 2: Sei X := (X1,...,X,)" (also ein Spaltenvektor). Man betrachte den Zu-
fallsvektor Y := OX fiir eine geeignete orthogonale n x n-Matrix O, d.h. OO" =1 (I
Einheitsmatrix). Genauer soll fiir die erste Zeile von O gelten

(darr_lit gilt Y7, 01,0/, = 1). Fiir die erste Koordinate von Y’ gilt also ¥, = \/iﬁ Yooy Xi =
v/nX. Die weiteren Zeilen werden beliebig orthogonal ergénzt. Mit Satz 2.33 und wegen
00T =T gilt, dass Y die Dichte

por(y) = (2m) " exp(—=1/2y"y), VyeR",
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besitzt, also wie X standardnormalverteilt ist. Dies bedeutet aber, dass Y7, Ys,... .Y,
stochastisch unabhéngig sind. Zudem gilt

V=YY =X"0"0X=X"X=) X}
k=1 k=1

und damit

n

(n—1)S"=>) (X, —X)* = Y X7-2X> X;+nX’
k=1 k=1 k=1
= ZX,? —nX?
k=1

_ zn:YkQ —Yf _ zn:ykg
k=1 k=2

Folglich ist S? unabhingig von X (da >_;_, ¥;* unabhiingig von Y; ist) und (n — 1)5? ist
X2 _,-verteilt. O

2.5 Der Maximum-Likelihood-Schatzer

Definition 2.49. Sei (X, B, (P )sco) ein statistisches Standardmodell mit Dichte- bzw.
Gewichtsfunktionen py(x) = p(9,x). Ein Schitzer T : X — © heifit ein Maximum-
Likelihood-Schitzer, wenn gilt

p(T(z), ) = maxp(d,z), Vre X

In der englischsprachigen Literatur ist die Abkiirzung MLE fir ,,maximum likelihood
estimator” gebrduchlich.

Beispiel 2.50 (Normalverteilung). Wir betrachten das Gauf$’sche Produktmodell

(R", BOR™), (M (1,0%)) 2 220

mit n > 2. Wir wollen den Mazimum-Likelihood-Schiitzer fiir das unbekannte Paar (u, 0?)
bestimmen. Zundchst ist nicht klar, ob es einen ,,MLE nur fiir u” gibt, solange o* un-
bekannt ist, d.h. ob es ein 11 gibt, das fir alle o die Wahrscheinlichkeit mazimiert (Man
beachte, dass der MLE als Schétzer fiir den Parameter ¥ definiert wurde und nicht allge-

meiner fir einen abgeleiteten Parameter (1Y) ). Fir die Produktdichte gilt

n

p(p, 0% 21, . .., x,) = (216%) ™2 exp (— Z M) . (2.20)

202
k=1

Um (2.20) zu mazimieren, muss fiir jedes o



gewdhlt werden. Dies folgt aus der schon dfters benutzen Verschiebungsformel

n n

S — )2 =3 (e —2)2 4+ n(z — )

k=1 k=1

Nun muss also

3

2\—n/2 (v — @)
(2mo?) 2 exp (— Tﬂ)

k=1

tiber alle o maximiert werden. Differentiation des Logarithmuses des Ausdruckes nach o
ergibt

_n 4 >k (21 — @)°
3
o o

(2.21)

Und damit

n

1
P~ )
- ng(xk z)

k=1

Offenbar ist die First-Order-Condition auch hinreichend fir Mazximalitit, da die Ablei-
tung (2.21) genau dann > 0, wenn o® < =37 (x;, — Z)*>. Man beachte, dass die Ar-
gumentation nur fir Y ,_,(z;, — z)? > 0 funktioniert. Dies gilt jedoch mit Wahrschein-
lichkeit 1, da wir n > 2 vorausgesetzt haben. Im Fall n = 1 offenbart sich eine gewisse
Schwiche des Mazimum-Likelihood-Ansatzes: die maximale Plausibilitdt der Beobachtung
wiirde ndherungsweise erreicht, indem die Varianz gegen 0 geht und wiirde schlieflich in
der Einpunkt-Verteilung d,, angenommen.

Beispiel 2.51. [Schitzen von Anteilen] In einer Population gebe es | sich gegenseitig
ausschlieffende Merkmale 1 = 1,... 1. Das Merkmal v trete mit der Wahrscheinlichkeit p;
auf. Es gilt

l
> pi=1. (2.22)
=1

Nun wird n mal mit Zuriicklegen gezogen. Die Wahrscheinlichkeit, dass der entstehende
Zufallsvektor (Xq, ..., X,) den Wert (z1,... ,x,) € {1,...1}" annimmt, ist durch

p(pla"' y P, X1,y - ’xn):plfl pfl

gegeben, wobei k; == #{k | x; = i}. Die Maximierung von In(p(p1,... ,p,x1,... ,%y)
iber p1,...,p; unter der Nebenbedingung (2.22) und bei gegebenen xi, ... ,x, fihrt mit
der Lagrange-Methode auf die Gleichungen

0 k;

ln(p(p yeor s PL T, 7'1771)) =
Op; ' Di

41



Also

wobei A der Lagrange-Multiplikator ist und damit, wegen (2.22) und 22:1 ki=n,A=n
und fiir den ML-Schdtzer folgt

2.6 Varianzminimierende Schitzer und die Cramér-Rao-Ungleichung

In diesem Abschnitt wollen wir die Optimalitéit von Schitzern etwas systematischer disku-
tieren. Unter allen erwartungstreuen Schétzern, wollen wir den Schétzer mit der kleinsten
Varianz bestimmen.

Definition 2.52. Sei (X, B, (Py)gco) ein statistisches Modell. Ein erwartungstreuer
Schitzer T fiir eine reellwertigen abgeleiteten Parameter () heifft varianzminimierend
bzw. gleichmdyfig bester Schitzer, wenn fiir jeden weiteren erwartungstreuen Schdétzer gilt

Vary(T(X)) < Vary(S(X)), Vo€ 0O.

[.A. muss ein gleichméfig bester Schétzer nicht existieren. Ein erwartungstreuer Schéitzer
kénnte fiir ein ¢; eine besonders geringe Varianz liefern, ein anderer erwartungstreuer
Schétzer fiir ein 1J,. Beispiel ?

Proposition 2.53. Es kann hdchstens einen varianzminimierenden Schditzer geben.

Proof. Seinen T und S varianzminimierende Schétzer fiir v(-). Insbesondere gilt Vary (7') =
Vary (S) fiir alle 9 € ©.

Man betrachte das arithmetische Mittel der Schétzer. Dieser ist offenbar ebenso ein
erwartungstreuer Schéitzer. Nun schétze man unter einem Parameter ¢ die Varianz des
gemittelten Schéitzers ab

Vary (% (T(X) + S(X)))

= iVarg (T(X)) + %Covﬁ (T(X),S5(X)) + iVam (S(X))

- ivarﬁ (T(X)) + %% [Vary (T(X)) + Varg (S(X)) — Vary (T(X) — S(X))] + iVaw (S(X))
- %vam9 (T(X)) + %Varﬁ (S(X)) — i\/arﬁ (T(X) = S(X))

= Vary (T(X)) — EVarﬁ (T(X) - S(X)).
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Da der gemittelte Schétzer keine strikt kleinere Varianz als T" und S haben kann, folgt
Vary (T'(X) — S(X)) = 0. Da beide Schitzer erwartungstreu sind, folgt Py(T'(X) =
S(X)) =1 O

Definition 2.54. Fin einparametriges Standardmodell (X,B,(Py)sce) heifit regulir,
falls

e O ein offenes Intervall in R ist.

o Die Likelihood Funktion p: © x X — R st strikt positiv und nach ¥ stetig diffe-
renzierbar. Insbesondere besitzt die Funktion In(p(0, x)) eine Ableitung nach ¥ mit

0 5500, )
J,2) := — In(p(V =W 7
o [ir jedes v € © existiert die Varianz
I(¥) := Vary(U(9, X)) (2.23)

uns st > 0 und es gilt die Vertauschungsrelation

/%p(ﬁ,x} dr = 5% /P(ﬂ,x) dx (= 0). (2:24)
—

=1 V9

Die Funktion I aus (2.23) heifst Fisher-Information des Modells (nach dem britischen
Statistiker Sir Ronald A. Fisher, 1880-1962).

Als Konsequenz aus der Vertauschbarkeit (2.24) ergibt sich fiir alle ¥ € ©

Ey(U(W, X)) = / <é%1n(p(19,x))> (9, 2) d = / %p(ﬂ,x) dr=0  (2.25)
und damit
1(9) = Ey(U(9, X)?) — (Ey(U (¥, X)))? = Ey(U(®, X)?).

Der Begriff Information wird verwendet, da I(¢y) eine Aussage dariiber macht, wie gut
durch Beoachtung des Ausgangs X des Zufallsexperiments zwischen dem Parameter 9
und einem Parameter ¥ mit [ — ¢y| ,,klein” unterschieden werden kann. Ein Extremfall,
der hier allerdings formal ausgeschlossen ist, liegt vor, wenn ein € > 0 existiert, so dass fiir
alle z € X und alle ¥ € [y — €,99 + €] U(J,z) = 0 gilt. In diesem Extremfall wéren die
Dichten fiir alle ¥ € [y — €, + €] identisch und die Information I(v¢y) = 0. Es bestiinde
keine Moglichkeit zwischen den Parametern im Intervall [¢g — €, ¥y + €] zu unterscheiden.
Trotzdem kann es natiirlich moglich sein, dass Paramter auflerhalb des Intervalls sehr gut
unterschieden werden kénnen.
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Proposition 2.55 (Additivitiit der Fisher-Information). Ist M = (X, B, (Py)sco) ein
requldres Modell mit Fisher-Information I, so hat das
Produktmodell M"™ = (X", B®™, (PéXl""’X"))lgee) die Fisher-Information I®" = nl.

Proof. Fiir die Produktdichte gilt

In(p(d,zq,... ,2,)) =In <H p(z?,a:k)> = Zln (p(0, 1))

k=1

und damit

n

0 "L 0
U, Xq,...,X,) = a—ﬁln(p(ﬂ,Xl,... , X)) = %ln(p(ﬁ,Xk)) =Y UV, Xy).
k=1 k=1

Des weiteren sind die Zufallsvariablen U (9, Xi), k = 1,... ,n unter Py i.i.d., da selbiges
fir Xg, k=1,... ,n gilt und es gilt wegen (2.24) Ey(U(¥, X))) = 0. Damit folgt

Ey(UW, X1,..., X)) =nEy(UW, X1)).

Noch eine kleine unvermeidbare Definition
Definition 2.56. Fin Schditzer T heif§t requldr, wenn

/T(x)a%p(ﬁ,x) dr = % T(x)p(Y, ) dx.

Satz 2.57 (Cramér-Rao-Ungleichung). Sei M = (X, B, (Py)gco) ein requlires statisti-
sches Modell, v : © — R eine stetig differenzierbare Funktion mit v/ (9) # 0 fir alle 9
und T ein reguldrer, erwartungstreuer Schatzer fir v(9). Dann gilt

(v'())?
Vary(T(X)) 2 “p 5= W €. (2.26)

Gleichheit fiir alle 9 € © gilt genau dann, wenn

T(X) =~(V) = %

d.h. wenn das Modell die Likelihood-Funktion

Vi € O, (2.27)

p(¥,z) = exp (a(P)T(x) — b(V)) h(z), VI €O, (2.28)

besitzt, wobei a : © — R eine Stammfunktion von I/~ ist, h : X — (0,00) eine beliebige
messbare Funktion ist und

b(xz) =In </ exp(a(V)T'(z))h(x) dx)
sich eine aus der Normauertheit von Dichten ergebene Funktion ist.
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Definition 2.58 (Exponentialfamilie). M = (X, B, (Py)gco) heifit ein exponentielles
Modell und {Py | 0 € ©} eine Ezponentialfamilie beziiglich einer Statistik 7' : X — R,
wenn die Likelihood-Funktion die Gestalt (2.28) besitzt mit einer stetig differenzierbaren
Funktion a : © — R mit a’ # 0 und einer messbaren Funktion h : X — (0, 00).

Proof. Wegen der in (2.25) gezeigten Zentriertheit von U(d, X)) und der Erwartungstreue
des Schétzers T' gilt

COV#(T(X)7U(197X)) = Eﬂ(T(X>U(197X))

= /T(x)%p(ﬁ,x) dx

= %/T(x)p(f},x) dx

0
= O B(T(X))

= 4'(9), WJeo. (2.29)
Mit der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung folgt bereits
Vary (T(X))1(9) = Varg(T (X)) Vary(U(d, X)) > (Covy(T(X),U(#, X)))* = (+/(9))”,

also (2.26). Wann gilt Gleichheit und Optimalitdt ? Da, wie in (2.29) gesehen, die Kova-
rianz von T(X) und U(9, X) durch die Erwartungstreue von 7'(X) vorgegeben ist, wird
die Varianz von 7'(X) minimiert, wenn 7'(X) und U(¢, X) perfekt korreliert sind. Das
Problem ist natiirlich, dass perfekte Korrelation gleichzeitig fiir alle 1 erfiillt sein muss,
was 1.A. nicht erreichbar ist. Mit der Konstanten ¢(¢) := +/(¢)/1(¥) und unter Benutzung
von (2.29) errechnet man

0 < Vary(T(X)—c(®

= Varg(T(X)) — (@)

Fiir festes ¥ gilt Gleichheit genau dann, wenn die Zufallsvariable T'(X) — ¢(9)U (¢, X)
konstant ist, also mit ihrem Erwartungswert iibereinstimmt, d.h.

T(X) — (@)U, X) = (), (2.30)

also (2.27). Eine Umformung ergibt

T(X) - - . (2.31)



Wenn p die Form (2.28) besitzt, dann folgt durch Differentiation nach o, dass

2p(9, X)

LRy = COTX) — ¥ (), (2.32)

Mit o'(9) = I(9)/9'(¥) und Erwartungswertbildung auf beiden Seiten von (2.32) folgt
V() = 1552 und damit (2.31).
Setze umgekehrt (2.31) fiir alle ¥ € © voraus. Dann gilt

/' {w) T(X) _M] Cm:/ 50 X) 4y (. X)) + O(X)
o v

V' (9) V' (9) o P, X)
fiir ein beliebige ¥ € © (mit der iiblichen Konvention, dass [," ... := — ff ... fiir a < b)
und damit

1Y) (W)I()
p(-, X :exp(TX/ dﬁ—/—dﬁ—CX .
) B @ S o) )

Man beachte, dass wegen der geforderten Stetigkeit von +" und der Forderung ~/(¢) # 0
fiir alle ¥, 4" auf Kompakta gleichméfiig von der Null entfernt ist. O

Bemerkung 2.59. Aus Satz 2.57 in Verbindung mit Proposition 2.55 folgt, dass in re-
guldren Modellen bei n-facher unabhdngiger Wiederholung die Varianz eines Schitzers
bestenfalls mit der Ordnung 1/n fallen kann. In Beispiel 2.25, beim Erraten des Bereichs
einer Zufallsvaraiblen, hatten wir beim Schdtzen des Parameters ¥ der Gleichverteilung
auf [0,9] den Schitzer

n+1

T8 .=

max{Xi,...,X,}.

betrachtet mit

192

Vaf(Tf) = m,

d.h. die Varianz geht schneller als mit der Ordnung 1/n gegen 0. Dies ist jedoch kein Wi-
derspruch, da die Gleichverteilungen wegen der fehlenden Differenzierbarkeit der Dichten
an den Rdndern kein regulires statistisches Modell ist.

Beispiel 2.60 (Binomialmodell). Wir betrachten erneut Beispiel 2.5, also das Binomi-
almodell (B(l,p))ffg[o - Dies ist ein Spezialfall von Beispiel 2.51 fir I = 2 Merkmale.
Damit ist der unbekannte Parameter eindimensional (und Satz 2.57 ist anwendbar). Es

wurde gezeigt, dass

_#{im=1

T(x1,... %) : "
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der ML-Schdtzer fir p ist. Offenbar bildet das Binomialmodell zusammen mit dem ML-
Schitzer eine FExponentialfamilie. Es gilt ndmlich

p(p, a1, ... xy) = ptlle=th_ pyn-#lle=l)
= exp(#{i | z; = 1}In(p) + (n — #{i | 2 = 1}) In(1 — p))

= exp (#{z’ | 2= 1}In (%) +nln(l —p)) .

Wihle also a(p) = nln <L> hMzy, ... ,x,) =1 und b(p) = —nlIn(1l — p). Mit Satz 2.57

1-p )’
folgt, dass der ML-Schdtzer im Binomialmodell varianzminimierend ist.

2.7 Lineare Regression

Bei der linearen Regression geht man davon aus, dass Beobachtungwerte (affin-)linear
von einer Kontrollvariablen abhéngen, diese Abhéngigkeit aber von einem zufélligen Rau-
schen iiberlagert wird. Die lineare Abhéangigkeit soll nun moglichst gut aus den Beob-
achtungen herausgefiltert werden. Seien die Kontrollvariablen die bekannten und nicht
als Zufallsvariablen modellierten Punkte ¢1,t5,... %, und X, Xo, ..., X,, die zufélligen
Beobachtungen. Die t; diirfen zusammenfallen, aber nicht alle gleich sein. Betrachte das

Modell
Xp = po + mty +0&, k=1,...,n, (2.33)

wobei pg, 41 € Rund o € R, unbekannte Parameter sind. & sind standardisierte Zufalls-
variablen, d.h. E(&;) = 0 und Var(,) = 1 (erst durch diese Normierung bekommen die
Paramter pg, 1 € R und o € R, ihre beabsichtigte Bedeutung). An die & werden spéter
bei Bedarf weitere Voraussetzungen gestellt (sie miissen zunéchst nicht i.i.d. sein).

Die Variable mit den Werten t1, s, ... ,t, wird Regressionsvariable und die Variable
mit Werten X1, X, ..., X, wird Zielvariable genannt.

Bemerkung 2.61. Unser gewohntes statistischen Modell wiirden wir erhalten, indem
wir bei fester (und bekannter) Verteilung des Zufallvektors (&1,&2, ... &) mit Py ) o2
die Verteilung des Zufallsvektors (X, ..., X,) = (po + pats + &, ..., o + ity + 0&p)
bezeichnen. Aber Vorsicht, (X1, ... ,X,) ist dann nicht der Zufallsvektor im entstehenden
Modell

(Rna B(Rn>a (Puo,m,tf?)uo,m GR,02€R+)-

Vielmehr haben wir X, benutzt, um das Maf P, ., »> 2u spezifizieren. Xy, als Abbildung
von  nach R, hingt ja von den Parametern po, p1,0* und damit vom Maf P, ., »» ab,
was der Zufallsvektor in unserem gewohnten Modell nicht darf. Man konnte nun aber
einen Zufallsvektor (Xy,...,X,) angeben (unabhingig von den Parametern pg,y,0>),
der unter P, ., ,» wie (X1,...,X,) verteilt ist.
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Beim Prinzip der kleinsten Quadrate wird bei gegebenen Realisationen von Xy, ... , X,
die Summe der quadratischen Abweichungen zwischen X und g + p1tx minimiert, also
der Ausdruck

n

Q(po, 1) == Z (Xx — (10 + mti))” -

k=1

Die eindeutige Minimalstelle [i := (jio, i11) von @ ist also eine Zufallsvariable und scheint
ein vielversprechender Schéitzer fiir u := (uo, p1) zu sein. Die Minimalitdt des quadra-
tischen Abstandes definiert hier erst den Schétzer, sie ist nicht zu verwechseln mit der
minimalen Varianz eines Schétzers aus dem vorherigen Abschnitt !

Die First-Order-Conditions lauten

— )= -2 X— — uqt —O
aMOQ(Mo,M ; k— Mo — M1 k)

und

0 !
8_M1Q(,u07,u1) = =2 " tn(Xp — o — puty) =0

k=1
Dies fithrt zu den Gleichungen
o+t =X (2.34)
und
pot + Mllitz = lithk, (2.35)
" gyt

wobei £ := 23"t und X := =30 X, Wir bezeichnen wie in Kapitel 1 die empiri-
sche Varianz des Datensatzes t := (t1, ... ,t,) und der Beobachtungen X := (Xi,...,X,,)
mit

var(t) = i i (tr — 1) = Zﬂ
k=1

bzw.

n

var(X) = Tll d (XX Zxk X?

k=1
und deren empirische Kovarianz mit

n

COV(t,X) = %Z(tk—t_)(Xk Zthk—tX

k=1
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Damit ist (2.35) dquivalent zu
piot + g1 [var(t) + %] = cov(t, X) + £.X,
Mit (2.34) ist die rechte Seite cov(t, X) + t(po + p1t) und damit
pyvar(t) = cov(t, X).
Da nach Voraussetzung nicht alle ¢, iibereinstimmen, gilt var(¢) > 0 und

cov(t, X)
="
var(t)

Fiir po ergbt dies

- cov(t,X)_

Ho = var(t)

Satz 2.62 (Regressionsgerade). Die Statistiken

- e cov(t, X))
o(X) =X var(t) !
und
N o cov(t, X)
i (X) = var(t)

sind die eindeutigen Kleinste-Quadrate-Schiétzer fiir die Paramter pg und p,. Beide Schétzer
sind erwartungstreu.

Proof. Es bleibt die Erwartungstreue zu zeigen. Aus E(X}) = po + pity folgt
cov(t, X )>

var(t)

B (X)) — E(
— v ( Ztk (Xk) —tE(X)>
_ m+@ (ﬁ S tulpo + pute) — Epo + u@)

1 1«
I R
valr(t)u1 (nz F )

k=1

Weiter folgt

(X)) = B(X)~IBG(X)) = po+ + > mbx i = o
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Man beachte, dass fiir dieses Resultat noch keine Unabhéngigkeit oder Unkorreliertheit
der Storterme &; gebraucht wird.

Bemerkung 2.63 (Zufillige Regressionsvariable). Es wiirde sich nicht viel dndern, wenn
die Regressionvariable t auch zufillig gemacht wiirde. Zum Beispiel konnte man Zufalls-
variablen Ty, ... T, erzeugen, die stochastisch unabhdngig von den Stortermen &y, ... &,
sind und X1, ..., X, analog zu (2.33) definieren.

Definition 2.64 (Linearer Schétzer). Fin linearer Schdtzer ist ein Schitzer der Form
T(X) = ZZ:I b X mit b, € R.

Satz 2.65 (Spezialfall vom Satz von Gau$}). Seien die (&)r=1.. n in (2.33) unkorreliert.
Dann haben [ig(X) und j11(X) unter allen erwartungstreuen linearen Schitzern fir g
bzw. py jeweils die kleinste Varianz.

Schétzer mit der Eigenschaft aus Satz 2.65 werden beste lineare Schétzer genannt,
mit der englischen Abkiirzung BLUE fiir “best linear unbiased estimator”.

Beweis von Satz 2.65. Zeigen wir zunéchst die Aussage fiir fi; (X). Offenbar ist der Schéitzer
selber linear. Wir werden zunéchst zeigen, dass

Cov(fin(X), Y beXy) =0 (2.36)
k=1
fir alle (by,... ,b,) mit

> b=0 (2.37)

k=1
und
> bty = 0. (2.38)
k=1
Es gilt

R n 1 n o
Cov(var(t)u (X), Z bpXr) = Cov(— Z 1 X — tX, Z b Xk)
k=1 L k=1
1 n n o n
= —COV(Z tro&y, Z bro&i) — Cov(toé, Z bro&y)
n k=1 k=1 k=1
0? & 0?
k=1 k=1

= 0.
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Damit folgt (2.36). Sei nun 7'(X) ein beliebiger linearer Schéitzer fiir p;. T' ldsst sich
schreiben als T'(X) = f11(X) + >_,_, bp Xy, wobei die (by, ... ,b,) wegen der Erwartungs-
treue von 7" und f1; die Bedingungen (2.37) und (2.37) erfiillt. Es folgt

Var(T(X)) = Var(fiy(X)) + 2Cov(fiy (X Zkak ) 4 Var( Zkak

(2.36

5 Var(7iy (X)) + Var(z b X

> Var(iy (X)),

Wegen

Cov(X, > bXy) =0
k=1

fir alle (by, ... ,b,) mit (2.37), gilt nun wegen (2.36) auch
COV ,LLO Z kak =0

fur alle (b, ... ,b,), die (2.37) und (2.38) erfiillen. Damit folgt die Minimalitét der Varianz

von [ip(X) unter allen erwartungstreuen, linearen Schétzern analog zu oben. O

Satz 2.66. Secien die (&)g=1.. n in (2.33) unkorreliert. Firn > 3 ist der Schitzer

goon

1 n

) = s 3 (06 = ) - 0w = 5 3 (X - x - )

var(t)

erwartungstreu fir o?.

Proof. Sei & := (£&1,...,&,) und € := %22:1 &. Fiir jedes k= 1,... ,n gilt

K=& = var(t) (b = %)

B cov(t,t) cov(t, &)

= pto + pute + 0 — pro — put — o€ — var(t) (tk_ﬂ_ava(t) (te — 1)

B i cov(t, &) B

= (Sk 3 ——r (tx f)) (2.39)

51



Des weiteren gilt

o)

k=1

:ng—22&5—2251«03‘;&)@(%—f)+z(f_JFCzZS )g)(k—??))

_ng_2£_2(:ov Z (te — D) + né® —i—Z{COVt;)g)tk—f)}
k=

r(t)
- ng o 2cov zE )5 né 4 {civ(t,f)} Z(tk _ 72

ar(t) —

ktk —nét

=n cov(t &)

= Zﬁk —ng’ - (CZ(E f)) : (2.40)

Die Erwartungswerte berechnen sich zu

f(ge)] -

und
n(cov(t,§))*] n cov )
E{ var(t) } B Var(t)E[( (t’é))]
- 2 [( Sa-o) |
= Mﬁg(tk—fy
= 1.
Es folgt
= o cov(t,X) 2 _ e & s cov(t,§) 2
E ;(Xk X var(d) (s f))] = oL Z(fk 3 var( (tx f))]

= )
_ oE zgg—nﬁ——”@j;ff’f”]

= 2n—1-1) =% n—2)

und damit die Erwartungstreue des Schitzers o%(X) fiir o2.
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2.7.1 Das lineare Gaufi-Modell

In diesem Abschnitt werden wir die zusétzliche Annahme machen, dass der Storvektor £ =
(&1, ..., &,) multivariat normalverteilt ist. Insbesondere sind die & nicht nur unkorreliert,
sondern auch stochastisch unabhéngig.

Satz 2.67. Im Gauf’schen Produktmodell gelten fiir alle g, p1 € R, 02 > 0 bzw. fiir alle
entsprechenden P, ,, »» die folgenden Aussagen

(i) X, [1(X) und %(X) sind stochastisch unabhingig. fio(X) ist stochastisch unabhingig
von 0%(X).

(ii) X hat die Verteilung /\/(,uo + uqt, %2), p1(X) hat die Verteilung N (ul, #j(t)),
fio(X) hat die Verteilung N (,uo, % <1 +- £ )) und "26%(X) die Verteilung x2_,

var(t)

(i1i) Die Statistiken

(2.41)

und

(2.42)

haben beide die Verteilung t, _o.

Satz 2.67 ahnelt dem Satz von Student (Satz 2.47). Der Unterschied besteht darin,
dass das statistische Modell nun eine lineare Abhéngigkeit der Daten von der Regressions-
variablen t erlaubt, die im Satz von Student nicht vorkommt. Wiirden wir alle ¢, gleich
0 setzen, wiren wir wieder in der Situation von Satz 2.47. Man beachte jedoch, dass dies
formal ausgeschlossen ist, weil wir var(¢) > 0 vorausgesetzt haben. Bei var(t) = 0 wére p;
nicht schiitzbar. 226%(X) hat nun n — 2 statt n — 1 Freiheitsgrade, da mehr Diversitét
durch das Modell erkldart und nicht auf den Zufall geschoben wird.

Proof. Schritt 1: Man mache sich klar, dass in den Statistiken (2.41) und (2.42) X}, durch
&k ersetzt werden kann. In den Zéhlern und Nennern von (2.41) und (2.42) heben sich p

und p; ndmlich weg. In den Quotienten kiirzt sich zudem o weg (letzters folgt aus der
Linearitit von fip(X) und fi;(X) sowie (2.39)). Also 0.B.d.A. yg = py = 0 und 02 = 1.

Schritt 2: X, i1 (X) und Jip(X) sind als gewichtete Summen unabhéngiger Normalver-
teilungen wieder normalverteilt. Es miissen nur noch die Varianzen von fi; (X)) und fig(X)
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ausgerechnet werden. Es gilt

N cov(t, X)
Var (i1 (X)) Var ( var(t) > 3
Zzzl (tk — 1) Xy
= Var ( n var(t) )
Zzzl (tx — 52
n?(var(t))?
1
n var(t)

und

Var(fip(X)) = Var —Mt)

var(t)

S ()

I
§
=]
7~ ~ 7

ES
Il

B 21 (n n Var(t))
123D (e PP
B n <= n var(t) * “— (nvar(t))?

Si= S~ 7

(1+ o)

Schritt 3: Sei X := (Xi,...,X,)" (also ein Spaltenvektor) multivariat standardnor-
malverteilt. Man betrachte den Zufallsvektor Y := OX fiir eine geeignete orthogonale
n x n-Matrix O, d.h. OO" = I (I Einheitsmatrix). Genauer definieren wir die erste Zeile
von O durch

1
Oy = —
1] \/ﬁ
und die zweite Zeile durch
O = ————(t; — 1)
“ n var(t) '

Damit gllt Z?:l Ole;l—l = 1, Z?:l OgjOJ—-; = 1 und Z?ZI OleJTQ = 0. Fir die erste
Koordinate von Y gilt also Y; = \/%7 Shoi Xk = /nX und fiir die zweite Koordinate
Yo = =371 \(t; = 0)X; = | [ saigycov(t, X).

n var(t) var(t)
Die weiteren Zeilen werden beliebig orthogonal ergéinzt. Mit Satz 2.33 und wegen

OO" = I gilt, dass Y die Dichte

por(y) = (2m) " exp(—-1/2yTy), VyeR",
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besitzt, also wie X standardnormalverteilt ist. Dies bedeutet aber, dass Y7, Ys,... .Y,

stochastisch unabhingig sind. Insbesondere ist gezeigt, dass X und 1i;(X) stochastisch
unabhéngig sind. Zudem gilt

V=YY =X"0T0X=X"Xx=) X}
k=1 k=1

und damit

p var(t)

(n—2)5*(X) = i(Xk—X—M(tk—t_)Y

(240) = <o _, n(cov(t, X))?
Z k= var(t)

= kz_ 1 =
ZY Y2 Y2
k=1
k=3

Folglich ist 72(X) unabhiingig von (X, i;(X)) (d
und (n — 2)5?(X) ist x2_,-verteilt. Da fip(X) =
unabhiingig von o2(X).

> r_s Y2 unabhingig von (Y7,Y3) ist)
T (X )t ist auch jip(X) stochastisch
[

a
X —
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