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1 MASSTHEORIE 3

Die Vorlesung baut auf der Analysis II von Herrn Weth auf, in der Grundlagen
der Mafitheorie bereits behandelt wurden (siehe §17 bis §19 dort). Gegeben ein Maf,
das auf einer o-Algebra definiert ist, wollen wir nun Integrale beziiglich dieses Mafles
konstruieren. Nimmt man das Maf} als gegeben hin, ist die Vorlesung selbsterklédrend.
Fiir den nichttrivialen Existenzbeweis fiir interessante Mafle wie dem Lebesgue-Mafl wird
jedoch auf die Konstruktion durch dulere Mafle in der Analysis II verwiesen. Das schnelle
Vorankommen in der Integrationstheorie beruht entscheidend auf den mafftheoretischen
Vorarbeiten in der Analysis II.

In Kapitel 1 werden einige Begrifflichkeiten und einige oft gebrauchte (und ohne viel

Aufwand beweisbare) Resultate aus der Mafitheorie nochmal kurz gebracht.

1 Maf3theorie

Sei Q) eine beliebige Menge und 2% deren Potenzmenge.

Definition 1.1 (o-Algebra und Ma$). (a) Eine Menge F von Teilmengen von Q (also
F C 2%) heifst o-Algebra, wenn sie folgende Eigenschaften besitzt
(i) Qe F
(ii)) Ae F = A°:=Q\AeF

(ZZZ) Al,AQ,...E.F:> U Anef

neN

(b) Eine Abbildung p: F — R, heifit Maf3, wenn sie folgende Eigenschaften besitzt

0

(1) ()
(it) Fir disjunkte Mengen A1, As, ... € F gilt p (U, cn An) = Doy 1(Ay)
(o-Additivitit).

FEin Maf$ u heifst endlich, falls u(2) < oo und o-endlich falls es eine Folge (Ay)nen C
F gibt mit UpenA, = Q und p(A,) < oo fir alle n € N.

(¢) Das Tripel (Q, F, ) nennt man einen MafSraum.
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Beispiel 1.2. Ein Maf$ mit Masse 1 nennt man Wahrscheinlichkeitsmafl und bezeichnet
es zumeist mit P. Elemente w € ) nennt man die Ergebnisse des Zufallsexperimentes und
Elemente A € F die Ereignisse. Interpretation: F = {A C Q| A ist beobachtbares Ereignis}.
Unter der Zusatzbedingung (1) =1 < oo folgt Bedingung (b.i) aus (b.ii).

In der Vorlesung arbeiten wir mit den {iblichen Rechenregeln
o0+ a=o00 fiiralleaeRU{oc}, ...
Am gewohnungsbediirftigsten wird vielleicht die Regel
0-c0=0

sein, die jedoch erst ab Kapitel 2 beim Integral gebraucht wird.
oo — oo ist dagegen undefiniert, es muss also darauf geachtet werden, dass dieser

Ausdruck nicht auftreten kann.

Definition 1.3. Seien A,, A C Q, n € N. Wir schreiben A, T A fiir n 1 oo falls gilt

A:UA” und A; C Ay C A3 C ...

neN

Wir schreiben A, | A firn 1 oo falls gilt

A:ﬂAn und Ay D Ay D A3 D ...

neN

Man sagt dann auch ,,die Folge (A, )nen steigt gegen A auf bzw. ab”.

Man beachte, dass wegen

na-(Ux)

neN neN
(de Morgan’sche Regeln ... ) mit (A,)nen auch der abzéhlbare Schnitt (), .y Ay in der
o-Algebra F liegt. Zudem ist A; \ Ay = A1 N A§ € F.

Proposition 1.4. Fir ein MafS p und Mengen aus F gilt folgendes

(1)) AC B = u(A) <u(B) (Monotonie)
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(it) 1 (Upen An) < Soney u(4y)  o-Subadditivitit
(iii) A, T A firntoo = u(A,) T u(A) firntoo  (Stetigkeit von unten)

() w(Ay) < oo und A, | A firntoo = p(A,) } pw(A) firntoo  (Stetigkeit von
oben)

Beweis. Ad (i): Es gilt B= AU (B\ A) und A, B\ A sind disjunkt also

1(B) = u(A) + p(B\ 4) > p(A)

(Wihle etwa in Definition 1.1(b.ii)) A; = A, As = B\ A und A, = 0 fiir n > 2)
Ad (ii): Definiere rekursiv Ay := Ay und A, 1 = A1 \ (UP_, Ay) fiirn = 1,2,.. ..

Die Mengen (Zn)neN sind paarweise disjunkt mit ﬁn C A, fiir alle n € N sowie oy An =

gooe

fiir alle n € N). Es folgt
~ '\ Definition 1.1(b.ii) <= ,~ . Monotonie
M <U An) =K (U An) = ZM(AH> < ZM(An>-
neN neN n=1 n=1

Ad (iii): A lasst sich als abzéhlbare disjunkte Vereinigung der Mengen A; und A, 41 \
A,, n € N schreiben. Es folgt

wA) = p (Al U U (Ant1 \ An))

neN

= lim (p(Al) +Zu(An+1\An)>
_ %T;o“(Al U (A:iAl) U...U(Ani1 \ 4n))

= lim p(An).

m—r0o0

(Man beachte, dass nirgendwo der Ausdruck p(A,+1) — p(A,) auftaucht, der wegen
oo — oo undefiniert sein kénnte)

Ad (iv): Offenbar gilt (A; \ A,) T (41 \ A) fiir n 1 oo. Es gilt ndmlich (A; \ 4,) C
(A1 \ A,41) fir alle n € N und

Ui\ 4,) =40 (U A;) = AN <ﬂAn> — A NA°= A\ A

neN neN neN
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Da wegen p(A;) < oo die Mengen nun alle endliches Mafl haben gilt

(An) = p(Ar) — p(Ar\ A) und - p(A) = p(Ar) — p(Ar\ A)

und mit (iii) folgt die Behauptung.
[

Man beachte, dass ohne die Voraussetzung p(A;) < oo in (iv) die Implikation nicht
gelten muss. Betrachte dazu das (fiir 2 # () nicht o-endliche) Maf3

0 fiir A =10
pu(A) =
0o Ae 29\ {0},
Satz 1.5 (Erzeugung von o-Algebren). Sei & C 2. Es ewistiert eine kleinste o-Algebra o (€),

die €& umfasst, namlich
o(€) == N A. (1.1)
Ac29, A ist o-Algebra mit ecA

“Kleinste” bedeutet, dass jede andere o-Algebra, die £ umfasst, auch o(E) umfasst.

(Man beachte, dass A C 2 definitionsgeméf Element von () A ist, wenn A Element
jeder o-Algebra ist, iiber die der Schnitt gebildet wird. Es werden also keine Teilmengen

von €) miteinander geschnitten)

Beweis. Die Menge, iiber die der Schnitt in (4.1) gebildet wird, ist nichtleer, denn die
Potenzmenge 2 ist eine o-Algebra, die £ umfasst. Die Minimalitit folgt sofort aus der
Konstruktion, da jede o-Algebra, die £ umfasst, beim Schnitt beriicksichtigt wird und
somit Obermenge von o(€) ist. Bleibt zu zeigen, dass o(€) tatsichlich eine o-Algebra ist.

Wir priifen die Eigenschaften (i),(ii) und (iii) von oben.
(i) Fiir jede o-Algebra A gilt Q € A und damit Q € o(&).

(i) Sei A € o(€). Damit ist A € A fiir alle A, iiber die der Schnitt in (4.1) gebildet
wird. Damit gilt aber auch A¢ € A fiir die entsprechenden o-Algebren und folglich
A ea(€).
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(iii) Seien Ay, Ay, ... € o(&). Es folgt Ay, As,... € A fiir alle A, iiber die der Schnitt
in (4.1) gebildet wird. Damit gilt aber auch
o-Algebren und folglich | J _ A, € o(E).

nen An € A fiir die entsprechenden

neN

Proposition 1.6. Seien £1,&, C 2. Es gilt die Implikation
& C 0'(82) - 0'(81) C 0'(82).

Beweis. Sei & C o(&). (&) ist also eine o-Algebra, die £ umfasst und damit ein

Mengensystem, das im Schnitt (4.1) mit £ = & vorkommt. Es folgt (&) C 0(&). O

Beispiel 1.7. & = {{a} | a € R} und & = {(a,b) | a,b € R, a < b}. Es gilt zwar
& ¢ &, aber wegen {a} = (\,en(a — 1/n,a + 1/n) € o(&) folgt mit Proposition 1.6
(&) C o(&). Andererseits gilt E ¢ (&) (wieso ?)

Definition 1.8 (Borelsche o-Algebra auf dem R"). Seien n € N und Q = R". Die
Borelsche o-Algebra B™ := B(R™) ist die von der Menge & der offenen Teilmengen von
R™ erzeugte o-Algebra, wobei Offenheit einer Menge bzgl. der euklidischen Norm ||x|| :=

VY opo1 2, © € R" zu verstehen ist.

Bemerkung 1.9. Die Borelsche o-Algebra ist fiir beliebige topologische Rdume definiert
(also Riume auf denen ein System von offenen Mengen gegeben ist). Sie ist die kleinste
o-Algebra, die die offenen Mengen enthdlt. Anwendungen findet dies etwa bei Funktio-

nenrdumen. Im folgenden betrachten wir die Borelsche o-Algebra aber nur fir R™, R.

Fiir a,b € R* mit a < b (d.h. a; < b; Vi =1,... ,n) definieren wir den offenen Quader

als das kartesische Produkt
(a,b) := (a1,b1) X (az,b3) X ... X (an,by)
Definiere & = {(a,b) | a,b € R", a < b}.

Satz 1.10. Es gilt 0(&1) = 0(&,), d.h. die Borelsche o-Algebra wird auch von den offenen

Quadern erzeugt.
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Beweis. 1. Aus & C & folgt o(&) C o(&).

2. Sei O eine offene Teilmenge des R"™. Offenbar gilt

o= U (a,b) =: O.

a<b, a,beQ",(a,b)CO

Oco ergibt sich direkt aus der Konstruktion von O. Sei umgekehrt © € O. Da O offen
ist, existiert ein € > 0 mit (1 —e,21+¢) X ... x (x, —¢&,2,+¢) C O und da die rationalen
Zahlen dicht liegen, gibt es auch a;,b; € Q mit z; — e < a; < x; < b; < x1 + €. Es folgt
ze0.

O ist als abziihlbare Vereinigungen von offenen Quadern Element aus o(&;) (jede o-
Algebra, die & umfasst, enthilt O als Element). Mit Proposition 1.6 folgt /(1) C o(&,)
und damit insgesamt Gleichheit. O

Bemerkung 1.11. Die Borelsche o-Algebra wird auch von den abgeschlossenen Quadern
(Intervallen) |a,b] oder von den Quadern (a,b] oder von den Quadern [a,b) erzeugt. Mit
Proposition 1.6 sieht man dies, indem man etwa |a, b] durch Npen(a—1/n,b4+1/n) darstellt

und umgekehrt (a,b) durch Upen(a+ 1/n,b—1/n).
Definition 1.12. Die Borelsche o-Algebra auf R = R U {—o0, 00} wird durch
B:={BCR|(BNR) e B(R)}

definiert (Ubung: man zeige, dass B tatsichlich eine o-Algebra ist und von den Intervallen

[—o0,b], b €N, erzeugt wird)

Satz 1.13 (Spur-o-Algebra). Sei F eine o-Algebra auf Q und A C Q (A muss nicht

Element aus F sein). Dann ist
ANF={BCQ|3ICe€Fund B=ANC} (1.2)

eine o-Algebra auf der Menge A (d.h. die Bedingung (a.i) in Definition 1.1 wird durch
A € ANF ersetzt und (a.ii) durch die Implikation B € ANF = (A\B) € ANF). ANF
wird Spur-o-Algebra von F auf A genannt.
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Offenbar ist B(R) die Spur-o-Algebra von B auf R (was natiirlich nicht als Definition
von B taugt, da verschiedene o-Algebren auf einer Teilmenge die gleichen Spur-o-Algebren
induzieren koénnen). Umgekehrt kann man aber z.B. B(R, ) als Spur-o-Algebra von B auf

R, C R definieren.

Definition 1.14. Sei ' ein weiterer Grundraum und F' C 2% eine weitere o-Algebra.
FEine Abbildung f : Q — Q' heifit F — F'-messbar, falls die Urbilder messbarer Mengen

wieder messbar sind, falls also
A ={weQ| flwed}eF, VA eF.

Eine reellwertige Abbildung, die F — B(R)-messbar ist, nennt man einfach F-messbar,
d.h. wenn keine andere o-Algrbra auf dem Bildraum angegeben ist, wird stillschweigend

von der Borelschen o-Algebra ausgegangen.

Fiir f~!(A’) schreibt man meistens {f € A’}, also {f > 0} fiir f~'((0,00)) oder im
Falle von f = (f1, f2) auch {fs > fi} fir {(f1, f2) € {(z,y) € R? | y > x}}.

Proposition 1.15. Sei & ein Erzeuger von F', d.h. o(') = F'. Wenn f~Y(E') € F fiir
alle E' € &', dann ist f F — F'-messbar.

Beweis. Man rechne nach, dass A" := {B' Cc ' | f~Y(B’) € F} wiederum eine o-Algebra
ist. Es gilt ndmlich [74(Q) = Q € F, fFA Y\ B) = Q\ f7YB), VB' € € und
FH UnenBy) = Unenf 1 (By), (B}, )nen C €'

Nach Voraussetzung gilt & C A’. Da A’ eine o-Algebra ist, gilt o(A") = A’ und es
folgt mit Proposition 1.6, dass o(&’) C A'. ]

Proposition 1.16. Jede stetige Funktion f : R™ — R ist B" — B-messbar.

Beweis. Mit Proposition 1.15 klar, da unter einer stetigen Funktion das Urbild einer

offenen Menge offen ist. ]

Beispiel 1.17 (Zufallsvariable). In der Wahrscheinlichkeitstheorie ist eine reellwertige
Zufallsvariable eine Abbildung Y : Q — R, die F-B(R)-messbar ist, wobei B(R) die
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Borelsche-o-Algebra auf R bezeichnet. Eine Abbildung Y : Q — RU {—o0, 00} =: R, die
F-B-messbar ist, wird numerische Zufallsvariable genannt.

Im Fall, dass 2 tberabzahlbar ist, konnen i.A. nicht mehr allen Teilmengen von §2
eine Wahrscheinlichkeit zuordnen (wenn zudem das Wahrscheinlichkeitsmafl bestimmte
wiinschenswerte Eigenschaften haben soll, siehe etwas das Lebesgue-Maf$ in der Analy-
sis II, das die Gleichverteilung auf (0,1) modelliert und das nicht zu einem Maf auf der
gesamten Potenzmenge fortgesetzt werden kann). Fiir die Erfordernisse der stochastischen
Modellierung ist die Menge {Y~Y(B) | B € B} allerdings grof genug. Da sie die Menge

{Y <y | y € R} umfasst, scheint sie alle Informationen tiber Y zu liefern.

Satz 1.18 (Komposition messbarer Funktionen). Sei Q" ein weiterer Grundraum und
F' 2% eine weitere o-Algebra. Wenn die Abbildung f : Q — Q' F — F'-messbar und
die Abbildung g : ¥ — Q" F' — F"-messbar ist, dann ist die Komposition go f : Q — Q"
(d-h. (go f)w) =g(f(w))) F — F"-messbar.

Beweis. Fiir jede Menge B” € F” gilt
(go /)7H(B") = {weQ]g(flw)e B"}

= {weQ| flw)eg (B}
= [THg T (B"). (1.3)

Wegen der Messbarkeit von g gilt fiir alle B” € F”, dass B' := g~ *(B") € F'. Weiter gilt
f~YB') € F wegen der Messbarkeit von f. (1.3) ergibt dann die Behauptung. O]

Sei I # () eine beliebige Indexmenge und (f;);c; eine Familie reellwertiger Funktionen.

Mit
o(fi i€ 1):=0({f7(B) | BE€BR), i€}

wird die von den f;, i € I, erzeugte o-Algebra bezeichnet. o(f;, i € I) ist also die kleinste
o-Algebra auf €0, so dass alle Abbildungen f;, ¢ € I, messbar sind.
Offenbar ist

{f7'((a,b)) |a,bER, a<b, icI}

()
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ein Erzeuger von o(f;, ¢ € I). Dafiir reicht es aus zu zeigen, dass fiir festes ¢ € I gilt

(Ubung)
Proposition 1.19. Seien fi, fo,... F — B-messbare Funktionen, dann sind
fitfoo fi=foo fife, min{fi, fo}, max{fi, fo} (1.4)
inf f,, supf,, liminff,, limsup f,, und f mit
neN neN neN neN

lim,, o0 fr(w) wenn der punktweise Limes als Element von R existiert
flw) =

0 : sonst.

wiederum F — B-messbare Funktionen (wobei wir bei fi + fo und fi — fo zusditzlich vor-

aussetzen, dass fir kein w € ) der Ausdruck oo — oo auftritt). Des weiteren gilt

{h<hh{h=ALH A= e F. (1.5)

Beweis. Die Abbildung w — (f1(w), fo(w)) ist F-B*messbar. Fiir alle (ay,b1) X (ag, by)

gilt ndmlich

{(f1; f2) € (a1,b1) x (ag,b2)} = {f1 € (a1,b1)} N {fa € (az,b2)} € F,

wobei der Schnitt wiederum in F liegt, da F eine o-Algebra ist. Damit sind die Urbilder
von Erzeugermengen messbar und mit Proposition 1.15 alle Urbilder von B2

Da die Abbildungen (y1,y2) — y1 + y2 etc. stetig sind, folgt (1.4) aus Proposition 1.16
und Satz 1.18. Aus der Messbarkeit der Abbildung f; — fo folgt dann (1.5), da etwa

{fi < fo}y={fi — fo € [~00,0]} und [~o0,0] € B.

{[~00,a) | a € R} ist ein Erzeuger von B (Ubungsaufgabe) und es gilt

(inf fn> " (l—o0.a)) = U £ (—o0,a) € F, VaeR.

neN
neN
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Damit ist inf,cy f,, messbar. Messbarkeit von sup folgt analog mit (a, oc] und damit auch
die von liminf und lim sup. Bei fbeachte man, dass der punktweise Limes genau dann

existiert wenn lim inf = lim sup. Also gilt

{]?E B} = {liminf f,, = limsup f,} N {liminf f,, € B}, VB € B\ {0},

n—oo

woraus mit (1.5) die Messbarkeit von f folgt (die Herausnahme von {0} stért nicht, da

B\ {0} ein Erzeuger von B ist). O

Satz 1.20 (BildmaB). Seien F und F' o-Algebren auf Q bzw. ', f : Q — Q' eine
F — F'-messbare Abbildung und p ein Maf auf (0, F). Dann wird durch

v(A) = p(f7H(A)), VA eF
ein Maf$ auf (U, F') definiert. v wird Bildmaf$ genannt.

Beweis. Es sind lediglich die Eigenschaften (b.i) und (b.ii) in Definition 1.1 nachzuweisen.
Es gilt u(f~1(0)) = u(d) = 0. Fiir paarweise disjunkte Mengen A/, n = 1,2,... sind
auch die Urbilder f=1(A!) disjunkt und es gilt f~(UpenA,) = Unenf H(A,). Mit der
o-Additivitat von u folgt

(7 (UnenAr)) = p(Unenf 71 (A7) = D nlf (A7)
O

Fiir p(f~H(A")) bzw. p({w € Q| f(w) € A'}) schreibt man auch einfach u(f € A),
also z.B. p(f > 0) oder fiir f = (f1, f2) auch u(fy > f1).
Beispiel 1.21. Fiir eine Zufallvariable: Y : Q@ — R bezeichent Py das Bildmaf von P

under der Abbildung Y also Py (B) := P(Y € B) fiir alle B € B(R).

Definition 1.22 (Nullmenge). Fine Menge N € F heifst eine p-Nullmenge, wenn u(N) =
0.

Sei E eine Figenschaft, die in Abhdngigkeit von w wahr oder falsch ist. Wir sagen
E gilt p-fast iberall (abkiirzend P-f.i.), wenn die Menge {w € Q| E(w) ist falsch} eine
pw-Nullmenge ist.
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Gilt p(2) = 1 und interpretiert man g als Wahrscheinlichkeitsmaf}, sagt man auch,
dass eine Aussage ,,fast sicher” (f.s.) gilt, statt ,,fast tiberall” (f.ii.).

Definition 1.23 (Vollsténdigkeit). Fin Mafraum (Q,F, ) heifit vollstindig, wenn fir
alle Mengen A, B C Q) folgende Implikation gilt

ACB, Be F,u(B)=0=AeF (und damit wegen Monotonie auch u(A) = 0)

Vollstéandigkeit bedeutet also, dass Teilmengen von Nullmengen wiederum Nullmengen

sind.

Bemerkung 1.24 (Vervollstandigung eines Mafiraums). Jeder Mafraum lisst sich ver-
vollstindigen. Zu einem i.A. nicht vollstindigen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, p) defi-

niere man das Mengensystem
F={ACQ|3A, A € F mit Ay C AC Ay und u(As\ Ay) = 0}

und die Abbildung

i F =01, A p(Ar) = p(Ay).
Es ist zu zeigen
(i) F ist eine o-Algebra.

(i) 1 ist wohldefiniert, d.h. ﬁ(;[) hiingt zwar von der Menge A ab, nicht aber vom
Paar (A1, Ay) € F X F fir das Ay C AC Ay und pu(Ag \ Ay) =0 gilt.

(111) 11 ist ein Maf.

Zudem kann man zeigen, dass jede o-Algebra, die F umfasst und die bzgl. eines erweiteren
Mafes vollstindig ist, auch die o-Algebra F umfasst. Die Fortsetzung ist also minimal
(alles Ubung, man beachte, dass das Maf nicht endlich und schon nicht einmal o-endlich

sein muss, der Ausdruck u(As) — p(Ay) kann also undefiniert sein).

In der Wahrscheinlichkeitstheorie vervollstandigt man den Mafiraum (der dann Wahr-

scheinlichkeitsraum genannt wird) oft. Auch wenn das Ereignis {w € Q | E(w) ist falsch}
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nicht in F liegt (oder man dies zumindest nicht beweisen kann), so ist es im vervollstindig-
ten Raum bereits eine Nullmenge, wenn es Teilmenge einer Nullmenge im urspriinglichen
Raum ist.

Allerdings braucht man die Vollstdndigkeit des Mairaumes nur selten. Zumeist kann
man von Kandidaten fiir Nullmengen auch ihre Messbarkeit zeigen. In dieser Vorlesung
muss Vollstdndigkeit nicht gefordert werden. Trotzdem ist Bemerkung 1.24 von Interesse,

da es eine positive Antwort fiir eine einfache Fortsetzbarkeit eines Mafles gibt.

2 Das Integral

Zur Definition des Integrals beginnen wir mit sog. Elementarfunktionen, das sind reell-
wertige messbare Funktionen, die nur endlich viele verschiedene Werte annehmen. Zudem
sollen die Funktionen zunéchst nichtnegativ sein. Nichtnegative Elementarfunktionen sind

also Funktionen mit Darstellung
f= ZaklAk, neNay,...,ap e Ry, Aq,... A, € F. (2.1)
k=1

Man beachte, dass fiir eine F — B(R)-messbare Abbildung f und ein @ € R

{f=a}eF

gilt. Die Menge der Funktionen, die wie in (2.1) darstellbar sind, bezeichnen wir mit E*.
Die entsprechende Menge ohne die Einschréankung, dass o > 0 wird mit E bezeichnet.
Die rechte Seite von (2.1) nennt man eine Normaldarstellung von f, wenn die Mengen

Ay, Ag, ..., A, paarweise disjunkt sind.

Lemma 2.1. Seien f =Y} _  apla, und f = >, Bilp, zwei Normaldarstellungen von

f € EY und p ein Maf. Es gilt

> apu(Ar) =Y Biu(B).
P =1

Man beachte, dass pu(Ay) = oo nicht ausgeschlossen ist. Wegen der Nichnegativitét
der oy, sind die Summen aber stets wohldefiniert als Elemente in R. Man beachte zudem

die Konvention 0 - oo := 0.
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Beweis. Da die Mengen disjunkt sind, muss fiir alle Paare (k,[) mit u(A,NB;) > 0 gelten,
dass ap = f;. AuBlerdem gilt Ay C Uj—;
fiir alle [ mit 5; # 0. Es folgt

........

> (A =D (AN B) =YY Bu(AxnB) =Y Biu(By).
k=1 k=1 =1 =1 k=1 =1

]

Definition 2.2. Das Elementarintegral fiir nichtnegative Funktionen ist durch die Abbil-

dung I : ET — R, mit
I(f) =) opp(A) (2:2)
k=1

definiert, wobei f = ;_, ayla, eine Normaldarstellung von f € E* ist.
(Lemma 2.1 sichert die Wohldefiniertheit von I(f), d.h. die rechte Seite von (2.2)

hingt nicht von der konkreten Darstellung von f ab)

Eine Elementarfunktion besitzt immer eine kanonische Darstellung f = Y 21{5—.},
wobei die Summe iiber die endlich vielen Werte ldauft, die f annehmen kann. Alternativ
kann man das Elementarintegral direkt iiber die kanonische Darstellung definieren, was
Lemma 2.1 iiberfliissig machen wiirde. Die Einfithrung von f wie in (2.1) mag aber die
Notation etwas vereinfachen (etwa wenn man eine Darstellung fiir die Summe zweier

Elementarfunktionen aufschreibt, siche den Beweis des folgenden Lemmas).

Bemerkung 2.3. Man beachte, dass sich die Figenschaft ,,elementar” nur auf den Bild-
nicht aber auf den Urbildbereich der Funktion bezieht. Im Fall (Q, F) = (R, B(R)) miissen
die Mengen A; keine einfachen Intervalle sein. Die Menge der Punkte, die auf ein be-
stimmtes oy, abgebildet werden, kann eine komplizierte Borelmenge sein. Nur wegen den
Vorarbeiten aus der Majftheorie kénnen wir diesen komplizierten Mengen, eine Masse zu-
ordnen, etwa gemdf dem Lebesgue-Maf, wenn eine gleichmafige Gewichtung gewiinscht

15t.
Lemma 2.4. Fir f,g € EY und o, 8 € R, gilt

(1) I{af + Bg) = ol (f) + B1(g)
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(i) f<g = I(f) <1(g)

Beweis. Seien f =3, ayla, und g =", 51p,. Beide Aussagen rechnet man schnell
nach, indem man f, g und ggf. af + Bg tiber 14,05, k=1,...,n, L =1,...,m darstellt.
Man beachte, dass A, N By, und Ay, N By, fiir ky # ko oder l; # [y disjunkt sind.
Damit erhélt man wieder eine Normaldarstellung (An dieser Stelle wird klar, wieso man
bei der Normaldarstellung nicht gefordert hat, dass die Vorfaktoren c«y unterschiedlich
sind). Zunéchst setzen wir A, 11 1= (Ug=1, nAk)% Bmi1 = (Uk=1. mBr)¢ und oy =

Bm+1 = 0. Dies ist niitzlich, da die Mengen dann eine Partition von €2 bilden. Fiir diese

Normaldarstellung gilt

n+1 m+1 n+1 m+1
a Z arla, + 5 Z Bilp, = Z Z(Oé@k + 56/&)1,4,@31
=1 =1 k=1 I=1
und damit
n+1 m+1
I(af +Bg) = Z Z(Oéoék + BB)u(Ar N By)
o 1
= Z aap(Ag) + Z BBiu(By)
k=1 =1
= al(f)+BIl(g)

Ad (ii): Sei f < g. Fiir alle Paare (k,[) mit u(Ax N B;) > 0 gilt ax < G, und damit

n+1 n+1 m+1 n+1 m+1 m—+1

I(f) = Z app(Ax) = Z Z app(Ar N By) < Z Z Bin(Ar N By) = Z Bun(By) = 1(g)-
k=1 =1

k=1 i=1 k=1 I=1

]

Definition 2.5 (Integral fiir nichtnegative Funktionen). Sei f : Q@ — R, F — B(R,)-

messbar. Wir definieren das Integral von f bzgl. p durch

/fdu:zsup{](h) | he EY, h < f}

Bemerkung 2.6. Natirlich wiirde Definition 2.5 zundchst auch fiir nicht-messbare Funk-
tionen f Sinn ergeben. Einige der im folgenden hergeleiteten Eigenschaften des Integrals

wiirden jedoch verlorengehen.
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Bemerkung 2.7. Aus Lemma 2.4(ii) folgt, dass fiir nichtnegative Elementarfunktionen

das Integral in Definition 2.5 mit dem Elementarintegral ibereinstimmdt.
Satz 2.8. Fiir R, -wertige, messbare Funktionen f,qg und o, 8 € Ry gilt
(i) f<gp-fi.= [fdu< [gdu
(it) f=0 p-fi. < [fdu=0
(i) [ fdp<oo= f<oo p-fi.
(Man beachte die Konvention 0 - 0o :=0)

Beweis. Ad (i): Sei h > 0 eine Elementarfunktion mit A < f. Es folgt, dass b= hlgr<q)

ebenfalls eine Elementarfunktion ist, fiir die zudem gilt & < ¢ (ohne Ausnahmenullmenge).

Wegen u(f > g) = 0 gilt fiir die Elementarintegrale offensichtlich I(h) = I(h). (i) folgt
dann aus der Definition.

Ad (ii): Es gilt die Aquivalenz
/fduz()«:)(VheE+,h§f:>I(h)zo). (2.3)

Zudem ist fiir Elementarfunktionen h € E* klar, dass pu(h > 0) = 0 < I(h) = 0. Fur f mit
p(f > 0) = 0 ist die rechte Seite der Aquivalenz (2.3) damit offenbar erfiillt. Umgekehrt
kann man aus der rechten Seite der Aquivalenz (2.3) folgern, dass fiir jedes n € N gilt

p(f > 1/n) =0 (betrachte dazu die Elementarfunktion h = £1¢¢51/,3). Wegen

{f=1/n}1{f >0}, ntoo,

folgt die Behauptung mit der Stetigkeit von unten von u (Proposition 1.4(iii)).
Ad (iii): Betrachte die Elementarfunktionen nlgs—}, n € N.

Bemerkung 2.9. Nach Satz 2.8(ii) gilt [ coly du =0 fiir u(N) = 0.

Satz 2.10 (Satz von der monotonen Konvergenz, auch Satz von Beppo Levi genannt).

Sei (f,) eine Folge von R -wertigen messbaren Funktionen mit fi < fo < ... und f :=
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SUP,en fn = limy, oo fn (nach Proposition 1.19 ist die Ry -wertige Funktion f wiederum

messbar). Es gilt

lim | f,du= /fdu.

n—yoo
Beweis. Aus der Monotonie folgt die Existenz des Limes und lim,, o [ fodp < [ fdp.
Bleibt > 0 zu zeigen. Dazu nehme eine nichtnegative Elementarfunktion h mit h < f. Zu
festem € > 0 betrachte die Elementarfunktionen h,, := (h — )" 1 ~h_cy, wobei (h(w) —
e)* = max{h(w) — ¢, 0}. Es folgt h,, < f, und damit I(h,) < [ f,du. Andererseits gilt
wegen {f, > h—¢e} 1 Q fir n T oo (man beachte, dass Elementarfunktionen nur endliche
Werte annehmen konnen) und der Stetigkeit von unten von

I(h,) = Z(z — o) u(fu>h—e, h=2)"=" Z(z —e)tulh = 2)

und damit lim, o [ frodp > > (2 —e)Tu(h = 2). Zudem gilt Y (2 —e)Tp(h = 2) —
Yo.zu(h = z) = I(h) fur ¢ | 0 (im Fall z > 0 gilt (2 — &)™ > 0 fiir € klein genug
und im Fall z = 0 gilt (2 — &)™ = 0 fiir alle € > 0, man beachte, dass pu(h = z) = oo
moglich ist). Es folgt, dass lim, o [ f,du > I(h) (beachte, dass (f,)nen nicht von e > 0
abhéngt). Da h eine beliebige nichtnegative Elementarfunktion mit h < f war, folgt
limy, o0 [ fodp > [ fdp und damit die Behauptung. O

Lemma 2.11 (Lemma von Fatou). Sei (f,)nen eine Folge R, -wertiger messbarer Funk-

tionen. Es gilt

n—oo n—

/lim inf f,, dp < lim inf/fn dp.

Beispiel fiir ,,<”: f,, := nlj1/, und p Lebesgue-Ma$ auf [0,1]. Es gilt [ f, dp =1 fiir
alle n € N, aber [liminf, ,o f,dp = [ ool dp = 0.

Weiteres Beispiel: Verdoppelungsstrategien im Spielkasino.

Beweis. Definiere g,, := inf,,>,, fi. Die Folge (g, )nen ist monoton aufsteigend mit g, < f,,

und lim,, . g, = liminf,_, f,. Mit Satz 2.10 und Satz 2.8(i) folgt

/liminf fndp :/ lim g, dp = lim /gn dp < liminf/fn dpu.
n—oo n—oo n—oo n—oo
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Satz 2.12 (Linearitit). Fiir R, -wertige, messbare Funktionen f,g und o, B € R, gilt

Jtar+sgydn=a [ rau+s [gan
(Man beachte die Konvention 0-o00 :=0)

Beweis. Es gibt Folgen nichnegativer Elementarfunktionen, die monoton gegen f bzw. g
aufsteigen. Wahle etwa f,, := 27" 2"(fAn)], g, :==27"[2"(gAn)], wobei |z | := max{m €
Ny | m < z}. Offenbar sind auch af, + g, nichtnegative Elementarfunktionen und die

Folge steigt monoton gegen f 4 g auf. Mit Satz 2.10 und Lemma 2.4(i) folgt

a/fd,u+@/gdu Satz 2.10 a lim /fndu+6 lim /gnd,u

- gggo(a/fnduw/gndu)
Lemma 2.4(i)

22 ( / (afa+ Bn) du)
Satz:2.10 /(Ozf—i—ﬁg) dp.

]

Das Integral fiir beliebige messbare Funktionen kann auf das Integral aus Definiti-

on 2.5 fiir nichtnegative Funktionen zuriickgefithrt werden. Dazu definieren wir f*(w) :=

max{ f(w),0} und f~(w) := max{—f(w),0}.

Definition 2.13. Falls [ f*dp < oo oder [ f~du < oo, dann sei das Integral definiert

durch

[raw= [ rran= [ 1 a (2.4)
(mit den dblichen Konventionen oo — a := oo fiir alle a € R und a — oo := —o0 fiir alle
aeR)

Man beachte, dass fir f >0 gilt f+ = f und f~ =0. (2.4) ist also offensichtlich eine
Fortsetzung des Integrals fiir nichtnegative Funktionen, so dass auf ein neues Symbol fiir

das Integral verzichtet wird.
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[ heift p-integrierbar falls [ f*dp < oo und [ f~du < oo. Der Raum der messba-

ren, u-integrierbaren Funktionen wird mit LY(Q, F, i) bezeichnet .

Aus |f| = [T+ f~ und Satz 2.12 folgt

/!fldu—/f+du+/fdu. (2.5)

[ ist also genau dann integrierbar, wenn [ |f|dp < co.

Beispiel 2.14 (Summen als Integrale). Sei Q = N, F = 2 und u das Zahlmaf3, d.h.
w(A) = #A (Anzahl der Elemente der Menge A). Eine Folge (ay,)nen reeller Zahlen ldsst
sich als Abbildung f : N — R interpretieren, also

Fiir nichtnegative Folgen gilt dann
/f dp = Zl an (:= mh_rgo Zl ). (2.6)

Klar, die Elementarfunktionen f,, :== flg .
Y om anliny schreiben und besitzen das (Elementar-)Integral I(fu) = 0 | an. Mit fo, 1

n=1

.m} lassen sich in der Normaldarstellung f,, =

f fiirm 1 oo und dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt (2.6).
Bei Folgen, die positive und negative Folgenglieder besitzen, gilt (2.6) ebenso, so-
fern [ fdp im Sinne von Definition 2.13 existiert. f ist genau dann integriebar, wenn

> > lan| < 00. Man beachte jedoch, dass fir
1
frnd n — —1 n_
f(n) = a, = (~1)"

das Integral nicht erklirt ist, da [ f*dp= [ f~du = co. Anders als bei Reihen, die man
als Grenzwert der Partialsummen definiert, kann es beim Integral nicht darauf ankommen,
in welcher Reihenfolge, man die a, aufsummiert (Folge des Satzes von der monotonen
Konvergenz und der Konstruktion in Definition 2.18), so dass das Integral nur existieren

kann, wenn die Reihenfolge unerheblich ist.

Analog bezeichnet £P(Q, F, u) fiir p € [1,00) den Raum der messbaren Funktionen f,

s.d. | f|P p-integrierbar ist, also

LPQF, pu):={f:Q—=R| fist F — B(R) — messbar mit /|f|pd,u<oo}.
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L0(Q, F, 1) bezeichnet den Raum der R-wertigen messbaren Funktionen, also
LOQFopu):=1{f:Q—R| fist F— B(R) — messbar}.

L>2(Q, F, 1) bezeichnet den Raum der messbaren Funktionen f fiir die ein M € R,
existiert mit p(|f| > M) =0 (f heifit dann essentiell beschriankt), also

L F,pn) = {f:Q—=R| fist F — B(R) — messbar und es existiert

ein M € Ry, so dass u(|f| > M) = 0}.

(Manchmal werden in der Literatur bei £P(2, F, 1) auch Funktionen mit Werten in
R zugelassen. Wegen Satz 2.8(iii) kénnen die Werte oo und —oo jedoch nur auf einer
p-Nullmenge angenommen werden, so dass diese Erweiterung keinen entscheidenden Un-

terschied macht)

Mit LP(Q, F, p), p € [1,00), L°(Q, F, ) und L>=(Q, F, 1) bezeichnet man die entspre-
chenden Quotientenriume der Aquivalenzklassen, die entstehen, wenn Funktionen, die

pu-f.ii. iibereinstimmen miteinander identifiziert werden. Also
LP(Q, Fopu) =LY F, )N ={f =f+N| feLr}

etc., wobei N := {g € L%, F,pn) | ulg #0) =0} und f+ N ={g: Q=R | 3h e
Nmit g=f+h}={g: Q=R | gist F — B(R)—messbar und pu(f # g) = 0}.

Bemerkung 2.15. LP hat gegeniiber LP den Vorteil, dass zwischen Funktionen, die u-fast
tiberall tibereinstimmen, nicht mehr unterschieden wird. Es kommt oft vor, dass gewisse
Objekte durch ihre charakteristischen Figenschaften nur bis auf eine Nullmenge eindeutig
bestimmt sind (in dieser Vorlesung wir dies etwa die Radon-Nikodym-Ableitung sein).
Die Arbeit mit Aquivalenzklassen erlaubt es dann, von der Radon-Nikodym-Ableitung zu
sprechen. Da es aus der Aquivalenzklasse f + N i.A. keinen kanonischen Reprisentanten
gibt, ist dies praktisch. Man wendet dann Operationen auf die Aquivalenzklasse f+N an,
indem man Operationen auf Elemente g € f + N anwendet und zeigt, dass das Ergebnis

unabhdngig von der Wahl des Reprdsentanten ist.
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Auf LP(Q, F, ) definiert man die Norm

51l = ( [ 17 dn) v (27)

Auf L>*(Q, F, i) definiert man die Norm
[ lloo := inf{M =0 | p(|f] > M) = 0}. (2.8)

Das Infimum wird angenommen, d.h. u(|f| > [|f]le) = 0 (wieso ?)
(Strenggenommen ist also das f auf der linken Seite eine Aquivalenzklasse und auf der
rechten Seite ein Reprisentant aus dieser Aquivalenzklasse. Aus Satz 2.8(i) folgt dann,

dass [ |f[P du fiir alle Représentanten der gleichen Aquivalenzklasse iibereinstimmt)

Es muss noch gezeigt werden, dass ||f]], fiir alle p € [1,00] tatséchlich eine Norm
ist, was wir nach ein paar Vorarbeiten noch machen werden. Probleme bereitet nur die
Dreiecksungleichung. Die Eigenschaft einer Norm, dass ||f|[, = 0 = f = 0 gilt offenbar

wegen Satz 2.8(ii), wenn wir f als Aquivalenzklasse mit Nullelement N auffassen.

Es gelten folgende Eigenschaften des Integrals.

Satz 2.16. Seien f und g Funktionen s.d. die Integrale nach p (im Sinne von Definiti-
on 2.13) definiert sind.

(i) (Monotonie) Ist f < g p-f.i., soist [ fdu < [ gdpu.

(i) (Linearitit) Fir alle o, § € R und f, g integrierbar gilt [(af +pg)dp= o [ fdu+

8 [gdpu.
(i) (Dreiecksungleichung) Es gilt | [ fdu| < [|f]dp.
Beweis. Ad (i): Es folgt f* < ¢ und f~ < ¢~ p-f.ii. und damit mit Satz 2.8(1) [ f*dp <
JgTdpund [ f~du < [ g du. Es folgt die Behauptung.
Ad(ii) Nun wollen wir fiir beliebige f, g, a, § die Linearitit auf den nichtnegativen Fall

zuriickfithren, der ja schon gezeigt ist. Bekanntlich reicht es, Additivitdt und Homogenitét

getrennt zu zeigen. Es gilt

f+9) —(f+9) =f+g=f"—f"+g" -y (2.9)



2 DAS INTEGRAL 23

Aus der Additivitat in Satz 2.12 folgt

Jesartdus [raws [ du= [0 dus [rrans [oran 2a0)

und damit Additivitat (man beachte, dass wir bei (ii) zusétzlich Integrierbarkeit voraus-
gesetzt haben, weswegen alle in (2.10) auftretenden Summanden endlich sind). Fiir o > 0

folgt

/Ozfdu:/aerdu—/af_du:a/f+du—0z/f_du:a/fdu

aus der Homogenitit in Satz 2.12. Fiir o < 0 gilt (af)t = (—a)f~ und (af)” = (—a)f+

und damit folgt

/ozfduz/(—a)fdu—/(—&)ﬁdu: (—&)/fdu—(—a)/ﬁdu:a/fdu-

Ad (iii): Folgt sofort aus (2.5).
0

Proposition 2.17. Sei pu endlich und 1 < p; < py < 0o. Fiir alle messbaren Funktionen f

qilt die Implikation
Jisrdn<oo — [ 1P <oc.
Beweis. Es gilt
S [y 1) de= [ (57 1020) dos )
O

Fiir das Lebesgue-Mafi A auf R sieht man dagegen, dass £P* (R, B(R), ) ¢ £P*(R, B(R), \)
und LP*(R, B(R),\) ¢ LP*(R, B(R), A).

Satz 2.18 (Holder-Ungleichung). Seien p,q > 1 mit 1/p+ 1/q = 1 (p,q heiffen dann
konjugiert) und f € LP(Q, F, ), g € L1(Q, F, ). Die Funktion fg ist dann integrierbar

[ soanl < ([ 1) ” (191 "

Im Fall p = q = 2 wird dies auch die Cauchy-Schwarz-Ungleichung genannt.

und es gilt
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Beweis. Mit der Youngschen Ungleichung

1 1
ab < —a? + =b?, Va,b>0
p q

(die sich aus der Konkavitat der Logarithmusfunktion ergibt), folgt fiir alle Zahlen «, 5 > 0

1 |/11g] 17, gl 1 / 1 /
— du| < | —=du < | —+ —dpu=— Pdu+ — T dp.
aﬁl/fg u‘_/a g s | ot s = o £ nE G |9]* dp
Die Behauptung folgt mit der Wahl von « := (f | fIP du) Y2 und B = (f \g\qdu) Y ynter
Beachtung, dass der Fall u(f # 0) = 0 oder u(g # 0) = 0 trivial ist. O

Satz 2.19 (Minkowski-Ungleichung). Fiir p € [1, 00] und messbare Funktionen f,g gilt

1F 4 gllp < 1[f1lo + llgllp-

|| - ||, erfiillt also die Dreiecksungleichung. Damit ist gezeigt, dass es tatséchlich eine

Norm ist.

Beweis. Sei p € (1,00) (die anderen Falle folgen sofort). Mit ¢ := p/(p — 1) (d.h. 1/p+
1/qg=1) gilt

/!f+g|pdu < /|f\|f+9!p1du+/|g|\f+g!p1du

Held 1/p 1/p 1/q
e ((/Lﬂpdu) +(/!g!pdu) )(/!f+g|(p‘”qdu) |

Dies ergibt wegen (p — 1)g = p und 1 — 1/q = 1/p die Behauptung. ]

Wichtig fiir Anwendungen: Summen integrierbarer Funktionen sind inte-
grierbar, Produkte i.A. nicht. Sind die Funktionen quadratintegrierbar, so ist

das Produkt integrierbar.

Bemerkung 2.20. In der Stochastik wird der Erwartungswert einer reellwertigen Zu-
fallsvariablen Y : €0 — R bzgl. eines Wahrscheinlichkeitsmajffes P als Lebesqueintegral
[Y dP =: Ep(Y) definiert. Gegeniiber dem Riemann-Integral hat dies den Vorteil, dass
auf dem Grundraum ) keine topologische Struktur bendtigt wird (wie etwa die euklidische

Norm auf dem R"), um Zufallsvariablen etwa als stetige Abbildungen zu definieren.
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3 Einige Konvergenzbegriffe

Im Folgenden sei u ein o-endliches (aber i.A. nicht endliches) Ma8.
Definition 3.1. Sei (fy)nen C L2(Q, F, 1) und f € LO(Q, F, p).

(i) Die Folge (fn)nen konvergiert im Mafle u gegen f, wenn fir jedes € > 0 und jede
Menge A € F mit u(A) < oo gilt

p{|fo—fl>etNA) =0, n— oo

Wird p als Wahrscheinlichkeitsmaf interpretiert, dann spricht man von stochasti-

scher Konvergenz.

(Wenn p(2) < oo, kann der Schnitt mit den Mengen A von endlichem Maj$ auch

weggelassen werden, ohne dass sich irgendetwas dndert)

(i1) (fn)nen konvergiert u-fast tiberall gegen f, wenn u(f, /4 f, n — o00) = 0.

(111) Seip € [1,00). (fn)nen konvergiert in LP(u) gegen f, wenn
[15=frdu 0. 0o

Bemerkung 3.2. Ohne die o-Endlichkeit von p wére Definition 3.1(i) unsinnig, da man
dann mit Mengen von endlichem Maf$ den Gesamtraum nicht ausschopfen konnte. Fiir
das Maj$, das jede nichtleere Menge auf Unendlich abbildet, wiirde alles konvergieren, auch
wenn man bei einem grofen Maf eher Aquivalenz zur gleichmifigen Konvergenz erwarten

wiirde.

In der Literatur finden sich zwei verschiedene Definitionen der ,,Konvergenz im Ma-
fe”. Der Schnitt mit Mengen von endlichem Mafl wird manchmal auch weggelassen.
Im Falle p(2) < oo fallen die beiden Definitionen natirlich zusammen. Bei Definiti-
on 3.1(i) kénnte man auch von einer ,,lokalen Konvergenz im MafSe” sprechen. Ist p
das Lebesgue-Maf$ auf R, dann konvergiert die Folge f, := 1, n41) gegen f = 0. Obwohl
w(|fa — fl=1) =1 fiir alle n € N erscheint dies wiinschenswert, da f, punktweise gegen

f konvergiert und diese Konvergenz bei einem endlichen Maf stirker ist.
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Bemerkung 3.3. Es gilt {f, = f} = Nken Umen Musm{|fn — f| < 1/k}. Daher liegt die
Menge {f, /#~ f, n — oo} in F.

Die Implikation (i7i) = (i) folgt aus der Abschétzung
/|fn—f|pdﬂzétpu(]fn—f| e), Ve (3.1)
Die Implikation (i7) = (i) zeigen wir in Satz 3.5. Andere Implikationen gelten nicht.

Klassische Gegenbeispiele (mit Wahrscheinlichkeitsma$):

(17) # (iii). Wéhle Q = (0,1) und p = P das Lebesgue-Ma$ (Gleichverteilung) auf
(0,1). Setze f = 0 und f,(w) = n'P1 1/ (w). Fiir jedes w € (0,1) gilt f,(w) = f(w),

n — oo, also (ii). Es gilt aber

/|fn — fIPdP = (n'/7)"P((0,1/n)) = ”% =1

und damit liegt keine LP(P)-Konvergenz vor.

(17i) # (i1) Stelle n € N durch n = 2™ +k, m € Ny, £k = 0,...,2™ — 1 dar und

definiere
folw) = %7%](@ sowie wieder f =0. (3.2)
Es gilt
» 1
|\fn— fIPdP = P(f, =1) = o

Da mit n — oo auch m — oo folgt LP(P)-Konvergenz. Fiir jedes w € (0,1) gibt es aber
unendlich viele n mit f,(w) = 1. Damit gibt es keine punktweise Konvergenz ((ii) ist nicht

erfiillt).

Satz 3.4. Wenn eine Folge (f,)nen tm Mafle 1 sowohl gegen f als auch gegen g konver-
giert, dann gilt f = g p-f.1.
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Beweis. Seie > 0. Es gilt {|f —g| > e} C{|fu — f| > ¢/2} U{|f. — g] > ¢/2} und damit

plf =gl > e 0 A) < p{lfo = FI > /2 0V A) + p({{fn — gl > £/2} N A).

Fiir alle Mengen A € F mit u(A) < oo folgt mit der Konvergenz im MaBe p({|f — g| >
e}yNA) =0 Mit {|f—g|>1/m}NAT{|f—g| #0}NAund der Stetigkeit von unten
folgt u({|f —g| # 0} NA) = 0. Wegen der o-Endlichkeit und der o-Additivitat von u folgt

p({|f —gl #0}) =0. 0

Die schwachste Konvergenz, die wir hier betrachten liefert also bereits einen fast {iber-

all eindeutigen Limes.

Satz 3.5. Fine Folge (fn)nen, die u-f.i. gegen f konvergiert, konvergiert auch im Mafe

i gegen f.

Beweis. Es gilt {fm # f} = Uken Nnen Umsn{|fm — f| > 1/k}. Da die abzéhlbare
Vereinigung von Nullmengen eine Nullmenge ist, ist p-f.ii. Konvergenz dquivalent dazu,

dass fiir alle £ € N
w(Npend| fin — f| > 1/k fiir ein m > n}) = 0.
Dies impliziert, dass fiir alle A mit p(A) < oo
w{|fm — f| > 1/k fiir ein m > n} N A) | p(Naend{|fm — f| > 1/k fiir ein m >n}NA) =0,

n — oo, Vk € N (man beachte, dass die Stetigkeit von oben eine Folge von Mengen mit

endlichem Maf} voraussetzt)

Aus {|fn — f| > 1/k} C {|fm — f] > 1/k fiir ein m > n} folgt
W({1fo— 1> 1k} O A) < u({l o — f1 > 1/k fiir cin m > n} 1 A) L0

n — oo, Vk € N. Da dies fiir beliebige £ € N und beliebige Mengen A mit endlichem Maf3
gilt, konvergiert (f,)nen per definitionem im MaBle pu gegen f. ]

Lemma 3.6 (Erstes Borel-Cantelli-Lemma). Sei (A,)pen C F mit Yo, u(A,) < oo.
Dann gilt A = ( N u An) € F und u(A) = 0.

meNn>m
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In der Wahrscheinlichkeitstheorie ist A das Ereignis, dass A,, fiir unendlich viele n

eintritt. Es gilt

w e m U A, &VmIn>mwe A, & w e A, fir unendlich viele n € N.
meNn>m

A, tritt genau dann unendlich oft ein, wenn es nach jedem m nochmal eintritt.

Beweis. Sei m € N. Es gilt A C |J A, und damit

n>m

n(A) < M(U A,) < ZU(AH) — 0 fiir m — oo,

n>m n=m

da >>>°  u(A,) < oo. Folglich kann die rechte Seite durch Wahl eines groBen m beliebig

klein gemacht werden. Da die linke Seite nicht von m abhéngt, muss sie 0 sein. [

In Anwendungen des Lemmas auf nicht endliche Mafle kann man alle A,, mit Mengen
B von endlichem Maf} schneiden. Macht man dies fiir alle B = B,,,, wobei U,,,enB,, = €2
fithrt dies zu der schwécheren Bedingung >, u(A, N B,,) < oo fiir alle m € N, die
gleichwohl P ( N U An) = 0 liefert.
meNn>m
Die stochastische Konvergenz ist offenbar metrisierbar, d.h. es existiert eine Metrik

d:L°(Q, F,pu) x LO(Q, F, u) — R, so dass folgende Aquivalenz gilt
fo—=fin—=o00<d(fu f)— 0, n— oc.

Wahle dazu

159 = 3 g [ 1 0 sl d 3.3)

wobei (A, )nen eine Folge ist mit pu(A,) € (0,00) und U,enA, = €. Natiirlich gibt es
beliebig viele andere Metriken, die diese Aufgabe auch erfiillen wiirden.

d ist auf L°(Q, F,u) x L%(Q, F, n) und nicht auf £0(Q, F, u) x L°(Q, F, i) definiert.
Der Ubergang zu Aquivalenzklassen ist hier notwendig, da d(f,g) = 0 dazu #quivalent
ist, dass f = g p-f.ii. Es ist klar, dass es fiir d egal ist, welche Repréasentanten aus einer

Aquivalenzklasse eingesetzt werden.
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Proposition 3.7. Fir einen metrischen Raum (X, d) gilt das folgende Teilfolgenkrite-

rium. Fir alle Folgen (z,)neny C X und x € X gilt
d(zn,x) = 0, n — 00 & V(ng)renI(np, Jien mit d(zn, ,x) — 0, I — o0 (3.4)

d.h. wenn zu jeder Teilfolge eine konvergente Teilfolge mit dem gleichen Limes existiert,

dann st auch die Gesamifolge konvergent.

Beweis. = ist offensichtlich, da mit der Gesamtfolge auch jede Teilfolge gegen den Grenz-
wert konvergiert.

< Widerspruchsannahme: (z,,),eny konvergiere nicht gegen x. Man findet dann ein
e > 0 und eine Teilfolge (ny)gen s.d. d(z,,,z) > € fir alle & € N. Diese Teilfolge kann

dann auch keine Teilfolge besitzen, die gegen x konvergiert. O]

Satz 3.8. Seien (f)neny C L°(Q, F,p) und f € LY(Q, F,pn). Folgende Aussagen sind

aquivalent
(i) (fu)nen konvergiert im Mafle u gegen f.

(it) V(ny)en3(nr, )ien so dass (fo, )ien p-f-i. gegen f konvergiert.
Beweis. (i) = (i) Mit Satz 3.5 erfiillt (f,,)nen die rechte Seite von (3.4), wenn (3.3) als
Metrik gewahlt wird, und damit ist auch die linke Seite erfiillt.

(i) = (ii) Es geniigt zu zeigen, dass eine im Mafle konvergente Folge eine Teilfolge
besitzt, die f.ii. konvergiert. Wir wihlen die Folge von Mengen in (3.3) aufsteigend, d.h.
Ay C Ay C ... Wenn (f,,)nen im Mafle konvergiert, dann findet man eine Teilfolge (ny)ken
mit

w{|fn, — fI > 1/k} N AL <27F VEeN.

Aus der Monotonie der Folge (Ax)nen folgt fiir jedes N € N

Sl — F1> 1/RF 0 AN) < (N = Da(Ay 1) + 027 < oo,
k=1

k=N
Mit Lemma 3.6 folgt, dass u({|fn, — f| > 1/k} N Ay fiir unendlich viele k) = 0 dies

bedeutet, dass die Teilfolge auf Ay p-f.i. gegen f konvergiert. Da UyenyAny = 2 und die

abzéhlbare Vereinigung von Nullmengen eine Nullmenge ist, folgt p-f.ii. Konvergenz der

Teilfolge (f,, )ken auf €2 O
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Bemerkung 3.9. Die u-fast tiberall Konvergenz ist offenbar nicht metrisierbar. Nehme

dazu an, d sei eine Metrik, mit der man die p-fast iberall Konvergenz ableiten kann, d.h.

fo— fip-fs.n—o00<d(fn, f) =0, n— oco.

Fiir eine Folge (f,)nen, die im Mafle u gegen f konvergiert, existiert mit Satz 3.8 eine
p-f.i. konvergente Teilfolge. Damit wdre die rechte Seite von (3.4) fﬁr(z (fu)nen, f erfillt
und (fn)nen miisste bereits p-f.i. gegen [ konvergieren, was i.A. nicht der Fall zu sein

braucht (siehe etwa das Gegenbeispiel (3.2)).

Metrisierbarkeit einer Konvergenz ist in folgender Situation hilfreich. Nehme an, eine
Funktion g lisst sich durch eine Folge (g, )nen approximieren, d.h. g, — g fir n — oo.
Jedes Folgenglied g, ldsst sich wiederum durch eine Folge (gnm)men approzimieren, d.h.
Gnm — Gn flir m — oo und alle n € N. Ist die Konvergenz metrisierbar, dann ldsst sich
g durch g, approzimieren, in dem Sinne, dass man eine Folge (k,)nen findet, so dass

Gn.k, — g fiir n — oo und man kann die Folge (ky)nen mit Hilfe der Metrik konstruieren

(wie ?)

Bemerkung 3.10 (Cauchy-Folgen). (f,)nen nennt man eine Cauchy-Folge bzgl. d, wenn
fir alle e > 0 ein n. € N ezistiert, s.d. d(fn, fm) < € fiir alle n,m > n.. Wir schreiben
dafiir einfach

Hm d(fo, f) = 0. (3.5)

7,1M—+00

Offenbar ist (3.5) mit d aus (3.3) dazu dquivalent, dass fir alle Mengen A € F mit
wu(A) < oo und allee >0

w{|fo — fl >} NA)—0, n,m— occ.

Eine solche Folge nennt man dann Cauchy-Folge bzgl. der Konvergenz im Mafle.

Cauchy-Folgen werden gemeinhin nur fiir metrisierbare Konvergenzen betrachtet.

Definition 3.11 (Gleichgradige Integrierbarkeit). Eine Folge (fn)nen von messbaren

Funktionen heifit gleichgradig integrierbar, wenn

inf SU.IN)/ ‘fn|1{\fn\>g} d,u =0. (36)

0<geLY(Q,F 1) ne
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(3.6) bedeutet, dass es zu jedem & > 0 eine Funktion g > 0 mit [ gdp < co gibt, so
dass [ | fullqif,|>gy dp < € fiir alle n € N.
Die folgende Charakterisierung gleichgradiger Integrierbarkeit erweist sich als recht

nitzlich.

Satz 3.12. Sei h € LY(Q, F,u) mit h > 0 (d.h. {h > 0} = Q). Fine Folge (fy)nen ist

genau dann gleichgradig integrierbar, wenn die beiden folgenden Aussagen gelten
(i) SUDers [ |l dpt < 0.

(i1) Fir jedes € > 0 existiert ein § > 0, so dass fir alle A € F und n € N folgende

Implikation gilt

Ist (fn)nen gleichgradig integrierbar, dann wird das Infimum in (3.6) auch durch Vielfache

der Funktion h approximiert, also

lim sup/ |fn|1{|fn|>ah} dp = 0.

a— o0 neN
Bemerkung 3.13. Eine Funktion h € LY(Q,F,u) mit h > 0 ezistiert genau dann,
wenn pu o-endlich ist (wieso ?) Wenn u endlich ist, also z.B. ein Wahrscheinlichkeitsmay,
dann kann in Satz 3.12 h = 1 gewdhlt werden (konstante Funktionen sind in diesem Fall

integrierbar) und (3.6) ist dquivalent zu

Sug/ | falLgplmaey dpp — 0, M — oo.
ne

Bemerkung 3.14. Aus gleichgradiger Integrierbarkeit folgt also, dass alle f,, integrierbar
sind und die Erwartungswerte in n € N beschrdnkt sind. Zusdtzlich dirfen jedoch auch

die Spitzen mit wachsendem n nicht explodieren, was durch (ii) zum Ausdruck kommt.

Bemerkung 3.15. Man mache sich klar, dass (i) nicht aus (ii) folgen muss. Wenn es
ein wy € Q gibt mit {w1} € F und p({wi}) > 0, dann gilt fir die Folge f, = nly,y (i)
aber nicht (i). ,, Typischerweise” folgt jedoch (i) aus (ii). Die o-Algebra F darf nur keine
Atome haben (eine Menge wie oben, die positive Masse hat und nicht mehr teilbar ist).
Dann ldsst sich zu festem 6 > 0 der Gesamtraum in endlich viele disjunkte Teilmengen

A mit [ hladp <§ zerlegen (man beachte, dass [ hdp < o).
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Beweis. Schritt 1: Wir zeigen zunéchst die zweite Aussage des Satzes. Sei (fy,)nen gleich-
gradig integrierbar, & > 0 und g > 0 eine Funktion mit sup,cy [ |fall{jf =g die < €/2.
Fiir alle a > 0 gilt

/|fn!1{fn>ah} dp < /\fnll{fn>g} d/H/!fn|1{|fn|Sg}m{|fn|>ah} dp
< /‘fn,l{fn>g} du+/91{g>ah} dp. (3.7)

Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz gilt [ glgz<any dp 1 [ g dp fiir a 1 0o und
wegen [ gdp < oo und Linearitit des Integrals [ glgg=an dpe — 0. Also existiert ein «, so
dass [ gligsany dp < e/2. Mit (3.7) folgt [ |full{fmi>any di < € fiir alle n € N und damit
die zweite Aussage des Satzes.

Schritt 2: Sei (fn)nen gleichgradig integrierbar. Wir wollen nun zeigen, dass (i) und
(ii) gelten. Fiir allen € N, A € F und a > 0 gilt

/‘fn’lAd,u = /‘fn’l{fn>ah}nAd,u+/’fn|1{|fn|gah}m4du
< /|fn’1{fn>ah} du+a/h1A dp. (3.8)

Aus Schritt 1 folgt die Existenz eines o mit [ |f,|1qp.j>anydpe < 1 fiir alle n € N.
Eigenschaft (i) ergibt sich dann mit der Integrierbarkeit von h bei Betrachtung der
Abschétzung (3.8) fir A = Q.

Sei e > 0. Wiederum aus Schritt 1 folgt die Existenz von a mit [ | f |15, >any dp < €/2
fiir alle n € N. Mit (3.8) folgt Eigenschaft (ii) fiir § := 5.

Schritt 3: Nehme nun an, dass (i) und (ii) gelten. Fiir alle « > 0 und n € N gilt

1
/h1{|fn|>ah} dp < a/|fn‘dﬂ (3.9)

(wobei 1/0 := 00). Sei € > 0 und ein entsprechendes 6 > 0 so gewahlt, dass die Implikation
in (ii) gilt. Wéhle nun

L SupneNf ’fn| d:u
o = 5

(was wegen Bedingung (i) endlich ist). Mit (3.9) folgt fiir obiges «, dass [ hl{s,san} dp <
¢ fiir alle n € N. (ii) angewandt auf die Mengen A,, = {|f,.| > ah} liefert [ |fn|1qs,1>any At <
¢ fiir alle n € N und damit gleichgradige Integrierbarkeit. O
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Korollar 3.16. Wenn die Folgen ( f)nen und (gn)nen gleichgradig integrierbar sind, dann
ist auch die Folge (af, + Bgn)nen mit a, 5 € R gleichgradig integrierbar.

Beweis. Folgt aus der Charakterisierung gleichgradiger Integrierbarkeit durch (i) und (ii)
in Satz 3.12. O

Wichtig fiir Anwendungen ist der folgende Satz.

Satz 3.17. Sei p € [1,00). Eine Folge (fu)nen C LY, F, 1), die im Mafe p gegen ein
f e LY, F,n) konvergiert und bei der die Folge (| fulP)nen gleichgradig integrierbar ist,
die konvergiert auch in LP(u) gegen f (und es gilt im, oo [ |ful? dp = [|f|P dp < 0).

Die Umkehrung des Satzes gilt auch. Mit der Umkehrung wir dies dann in Satz 3.21

formuliert und bewiesen.

Beweis. Schritt 1: Unter Konvergenz im Mafle und der gleichgradigen Integrierbarkeit
der Folge (|fu|P)nen folgere man mit Hilfe einer Teilfolge (ny)ren, auf der fast iiberall

Konvergenz gilt (Satz 3.8), die Integrierbarkeit von |f|P. Es gilt ndmlich

Fatou
/|f]p dp = /liminf |[fr P dp < liminf/ | fo P dpp < 00 (3.10)
k—ro0 k—o0
(< oo folgt aus Bedingung (i) in Satz 3.12). Wegen (3.10), der Abschéitzung

o = 17 < (Iful + D)7 < 2max{[fal, [} < 271 fnl” + 2°1fIP

und Korollar 3.16 zieht die gleichgradige Integrierbarkeit von (|f,|P),en die gleichgradige
Integrierbarkeit von (| f,, — f|?)nen nach sich.

Schritt 2: Da die LP(u)-Konvergenz metrisierbar ist, reicht es aus, LP(u)-Konvergenz
gegen f auf einer Teilfolge zu zeigen (Wieso ?)

Wir argumentieren wieder mit einer Teilfolge (ny)ken, auf der f, — f, p-f.i, k — oo.

Sei € > 0. Mit Schritt 1 gibt es ein g € £}(, F, ) mit g > 0, so dass

/‘fﬂk — f|p1{\fnk—f|p>g} du <e, VkeN. (3.11)

Definiere

9 = |frw = IV uy— 11 <g}-
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Es gilt g — 0 fast iiberall fiir £k — oo und g — g5 > 0 fiir alle £ € N. Mit dem Lemma

von Fatou, angewandt auf die nichtnegative Folge (¢ — gk )ren, folgt
limsup/gkdu = /gdu—li}gninf/(g—gk)du
—00

k—o00
< /gdu—/<lilggg}f(g—gk)> dp
0

Mit [fo, — fIP = [for = FIPL{f0, —sir>gy + gr folgt aus (3.11)

lim Sup/ | fr, — fIP dp < lim SUP/ | fue = FIPL{ g~ p gy dpt =+ 1illf€n sup/gk dp < e.
—00

k—o0

Da zwar ¢ nicht aber die Teilfolge (ny)ren von € abhéngt und letzteres beliebig gewéhlt

ist, folgt limy_yeo [ |fn, — fIP dpu = 0.

Bleibt die Aussage in Klammern zu zeigen. Aus der Minkowski-Ungleichung (Satz 2.19)

(Jisran) "< (fisvan) "+ (f1o-sran)”
(/Wdu)l/p : (/’fn\pdu>l/p+ (/Ifn—f\pdu>l/p.

Wegen f, € LP(Q, F, u) folgt
1/p
§</|fn—f|pd,u> —0, n— oo.

‘(/Ifnl”dﬂ)l/p— (/|f|pdu> "

folgt

und

O

Korollar 3.18 (Satz von der majorisierten Konvergenz). Sei (f,,)nen eine Folge, die im
Mafe p gegen f konvergiert. Wenn es ein g € LY(Q, F,u) gibt mit |f,|P < g fiir alle
n € N, konvergiert (f,)nen auch in LP(Q, F, p) gegen f.

Beweis. Setzt man die Majorante ¢ in (3.6) ein, sieht man sofort, dass (| f,|?)nen gleich-

gradig integrierbar ist und das Korollar folgt aus Satz 3.17. ]
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Eine wichtige Eigenschaft von Rdumen ist die Vollstandigkeit.

Satz 3.19. Der Raum L°(Q, F, 1) ausgestattet mit der Metrik d aus (3.3) ist vollstindig,
d.h. jede Cauchy-Folge konvergiert (also: aus imy, p oo d(fn, fr) = 0 folgt die Existenz
von f € LY(Q, F, p) mit lim, o d(fn, f) =0).

Beweis. Der Beweis verlduft dahnlich wie der von (i) = (ii) in Satz 3.8.
Wir wihlen die Folge von Mengen Ay in (3.3) mit u(Ay) < oo aufsteigend, d.h. A; C

Ay C ... Wenn limy, ;5,00 d( fr, frn) = 0, dann findet man eine Teilfolge (ng)gen mit
1{| faner — funl > 273N A) <27% VEeN

(Definiere dazu, nj rekursiv als die kleinste natiirliche Zahl > nj_1, so dass fir alle
n,m > ny, gilt p({|fn — fin] > 27N A) <27F)
Aus der Monotonie der Folge (Ay)yen folgt fiir jedes N € N
S i s = ful > 270 AN) < (N = Dp(Ay ) + 327 < 0.
k=1 k=N

Mit Lemma 3.6 folgt, dass
1({| farsy — fal > 275} N Ay fiir unendlich viele k) =0, VN €N
und damit wegen UyenAny = 2
1({| fansy = far| > 27F fiir unendlich viele k}) = 0. (3.12)

Definiere nun

hmk—)oo fnk (W) : ﬁir w € ﬁmEN Ukzm {’fnk+1 - fnk‘ > 2_k}
fw) =
0 : sonst .
Diese Definition ist moglich, da fiir w & Nyen Uksm {|faees — far| > 27F} die Folge reeller
Zahlen (f,, (w))nen eine Cauchy-Folge ist und damit wegen der Vollstandkeit von R einen
Grenzwert limy_,o fn, (w) besitzt. Fir diese w konvergiert (f,, (w))ren also punktweise

gegen f(w). Aus (3.12) folgt, dass in obiger Definition von f die Definition mit dem
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Limes auflerhalb einer p-Nullmenge greift, die Teilfolge (f,, )ken konvergiert damit p-f.ii.
gegen f. Aus Proposition 1.19 folgt die Messbarkeit von f. Sei nun A € F mit pu(A) < oc.
Aus Satz 3.5 folgt

p{lfn = F1>e0A) =0, k=00

und zusammen mit u({|f, — fin| > €}NA) — 0 fiir n, m — oo und der Dreiecksungleichung

folgt

p{lfn = fl>e3nA) =0, n— oo,
d.h. nicht nur die Teilfolge sondern auch die Gesamtfolge konvergiert im Mafle gegen
f. O

Der Beweis beruht natiirlich auf der Vollstéindigkeit von R. Es ginge genauso mit
Funktionen, die in andere vollstéindige Rdume abbilden. Man beachte jedoch, dass die
Vollstandigkeit des Mafiraums (,,jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge”)
hier nicht gebraucht wird, da das konstruierte f in jedem Fall messbar ist.

Weifl man von einer Funktion dagegen nur, dass sie aulerhalb einer Nullmenge der
punktweise Limes messbarer Funktionen ist, dann braucht man die Vollstédndigkeit des

Mafliraums um auf die Messbarkeit der Funktion zu schlieflen.

Satz 3.20 (Fischer-Riesz). Seip € [1,00) und sei (fn)nen C LP(Q, F, ) eine Cauchy-
Folge bzgl. der Norm || - ||, (vgl. (2.7)), d.h.

lim ||fn — fmllp =0. (3.13)
n,m—00
Dann gibt es ein f € LP(Q2, F, ) mit
Tim [ fn = fll, = 0.

Beweis. Schritt 1: Wir zeigen zunéchst, dass aus (3.13) die gleichgradige Integrierbarkeit
von (|ful?)nen folgt. Dazu verifizieren wir (i) und (ii) in Satz 3.12. Aus (3.13) folgt

Ve > 0dnz e N /|fn — falPdp <€ Vn>mne (3.14)
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Zunéchst wenden wir (3.14) fiir £ =1 an und schlieflen zusammen mit

[inldu<z [Qfp+ v lful)du+2 [1fa= fuPde Ve,

auf

sup/\fn]pdu§QP/(\f1]p+...+]fn1|p)du—|—2p<oo, (3.15)

neN
und damit (i).
Nun wollen wir (ii) zeigen. Sei dazu ¢ > 0. Wende (3.14) auf

~ 9
8.—%

an. Mit dem entsprechenden nz schéitzen wir nun ab. Fiir alle n € N und A € F gilt die

Abschétzung
Jranpan < 2 [uln e [15,- fopds
< 2 [ a2 (1= e G16)
Zudem gilt mit (3.14)
2p/ fo — Ful?dp < % Vn > ne. (3.17)

22 (|fi]P + ... + | faz]?) ist eine integrierbare Zufallsvariable. Da eine einzelne integrierbare
Zufallsvariable (als konstante Folge betrachtet) gleichgradig integrierbar ist, folgt mit
Satz 3.12 die Existenz eines 6 > 0, so dass fiir alle A € F die Implikation

/mA dp <5 = 2?/1A(|f1|p ) du < 22, (3.18)

gilt. Aus (3.16), (3.17) und (3.18) mit dem dortigen ¢ folgt die Implikation

/hlA dp <6 = sup/ Lalfal? dp < e.

neN
Da € > 0 beliebig war, folgt (ii) und damit insgesamt die gleichgradige Integrierbarkeit

von (| ful?)nen

Schritt 2: Aus (3.13) folgt mit der Abschétzung

1
:u(|fn - fm| > 5) = “(|fn - fm|p > gp) S 5_10 / |fn - fmlpvd,u (Markov—Ungleichung),
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dass (fn)nen auch eine Cauchy Folge im Mafle u ist und wegen Satz 3.19 im Mafle p
gegen ein f € L°(Q, F, 1) konvergiert. Mit Schritt 1 und Satz 3.17 folgt somit die LP(u)-
Konvergenz gegen dieses f und damit die Behauptung (man beachte, dass im dortigen
Beweis bereits gezeigt wurde, dass die gleichgradige Integrierbarkeit von (|f,|P)nen die

Integrierbarkeit von |f|P impliziert). O

Satz 3.21 (Konvergenzsatz von Vitali). Sei (f,)nen C LP(Q, F, pu) und f € LO(Q, F, ).

Folgende Aussagen sind dquivalent

(1) (fu)nen konvergiert gegen f in LP(u).

(1) (fn)nen konvergiert gegen f im Mafe p und (| fn|P)nen ist gleichgradig integrierbar.
(Zudem gilt f € LP(Q, F, 1), wenn (i) bzw. (i) erfillt ist)

Beweis. (ii) = (i) ist Satz 3.17.
Ad (i) = (ii) Die Konvergenz im Mafle folgt mit (3.1). Zudem gilt wegen der
Dreiecksungleichung (3.13). Mit Schritt 1 des Beweises von Satz 3.20 folgt die gleichgradige

Integrierbarkeit von (| f,,|P)nen-

4 Mehrfachintegrale und Produktmafle

4.1 Dynkinscher m-\-Satz

Wir werden zunéchst einen Satz beweisen, mit dem in der Maf3- und Wahrscheinlichkeits-

theorie sehr oft argumentiert wird.

Definition 4.1. Ein Mengensystem A C 22 wird Dynkinsystem genannt, wenn
(1) Qe A
(2) Ac A —= A€ A

(3) fiir jede Folge (Ay)nen paarweise disjunkter Mengen aus A gilt J, oy An € A
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Bemerkung 4.2. Der Unterschied zu einer o-Algebra besteht darin, dass (3) nur fir
eine disjunkte Folge gelten muss. Daher kann man mit AN B = (A°U B°)¢ nicht mehr

folgern, dass der Schnitt zweier Mengen aus dem Mengensystem wieder drin ist.
Bemerkung 4.3. In der Definition kénnte man (2) durch

(22) ABe Amit ACB = B\AcA

ersetzen. Es gilt namlich B\ A = (AU B¢, und die Mengen A, B® sind disjunkt.

Satz 4.4 (Erzeugung von Dynkin-Systemen). Sei & C 2% Es existiert ein kleinstes

Dynkin-System 6(E), das & umfasst, namlich

5(E) = N A (4.1)
Ac292, A ist Dynkin-System mit ecA
= {AC Q| Ae AVDynkinsysteme A mit E C A}. (4.2)

“Kleinstes” bedeutet, dass jedes andere Dynkin-System, das € umfasst, auch §(E) umfasst.

Beweis. Die Aussage ist vollig analog zur Erzeugung von o-Algebren in Satz 1.5. Ana-
log zum dortigen Beweis folgt, dass beliegige Schnitte von Dynkin-Systemen wiederum

Dynkin-Systeme sind, was die Behauptung ergibt. O

Satz 4.5 (Dynkinscher m-\-Satz*). Sei & C 2. Wenn £ durchschnittsstabil ist, d.h.
A Ay el = AiNAye &, dann gilt 6(E) = o(E).

Bemerkung 4.6. Der Satz ist fiir Anwendungen sehr nitzlich. Hdufig kann man von
einem Mengensystem zwar zeigen, dass es ein Dynkinsystem ist, nicht aber, dass es auch
eine o-Algebra ist. Dies liegt daran, dass man bei einem Dynkinsystem nur abzdhlbare Ver-
einigungen von disjunkten Mengen aus dem Mengensystem betrachten muss. Es miissen
also keine Uberlappungen beriicksichtigt werden. Fine Anwendung von Satz 4.5 wird auch

Dynkin-Argument genannt.

*Ein durchschnittsstabiles Mengensystem wird manchmal auch 7-System genannt und ein Dynkinsy-

stem \-System.
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Beweis von Satz 4.5. Da jede o-Algebra ein Dynkin-System ist, gilt 6(€) C o(&). Es
bleibt zu zeigen, dass §(€) eine o-Algebra ist. Da §(€) ein Dynkin-System ist, also ins-
besondere (3) mit disjunkten Mengen erfiillt, muss nur noch gezeigt werden, dass §(&)
durchschnittsstabil ist. In diesem Fall kann ndmlich eine abzdhlbare Vereinigung beliebi-
ger Mengen aus 0(&) auf eine abzihlbare Vereinigung disjunkter Mengen aus §(&) zuriick-
gefithrt werden (setze dazu A; := A; und A, := A, NASN...NAS_, € A fiir n > 2. Es
gilt U,en An = Upen A, € Aund die A, sind disjunkt). Um Durchschnittsstabilitéit von
d(&) zu zeigen, definiere man fiir jedes D € §(€) die Menge

Dp:={Qc2?|QnNDeciE)}
(i) Man rechnet leicht nach, dass auch Dp fiir jedes D € §(€) ein Dynkinsystem ist.
(ii)) Wegen der Durchschnittsstabilitat von & gilt fir jedes F € &, dass £ C Dg.

(iii) Aus (i) und der Minimalitét des erzeugten Dynkinsystems folgt, dass §(€) C Dg
fiir alle ¥ € £.

(iv) Mit (iii) gilt fur jedes D € §(€) und jedes F € &, dass EN D € §(E). Dies bedeutet
aber, dass & C Dp fiir alle D € 6(€). Wegen (i) zieht dies §(€) C Dp fiir alle
D € §(€) nach sich. D.h. fiir alle D, D’ € §(€) gilt DN D" € 6(E).

Wichtige Folge von Satz 4.5 ist der folgende

Satz 4.7. Seien p und v Mafe auf (2, F) und £ ein durchschnittstabiler Erzeuger von
F (d.h. 0(E) = F und es gilt die Implikation Ey,Ey € & = E1NEy € &). Wenn

(i) W(E) =v(E) fir ale E € £ und
(ii) es gibt eine Folge (Ep)neny C € mit E, T Q und p(E,) < oo fir alle n € N,

dann gilt p = v (d.h. p(A) = v(A) fir alle A € F). Sind pu und v Wahrscheinlichkeits-

mafe, dann kann auf Bedingung (ii) verzichtet werden.
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(Man beachte, dass (ii) zwar die o-Endlichkeit von p impliziert, jedoch stérker ist, da
fur die o-Endlichkeit die die Gesamtmenge approximierenden Mengen aus ¢(€) und 1.A.

nicht aus £ sind)

Beweis. Definiere fiir ein festes n € N das Mengensystem
A, ={Ae F|uAnNE,) =v(ANE,)}

Offenbar gilt & C A,,. Zudem ist A,, ein Dynkin-System. Wegen der o-Additivitit von
1 und v ist ndmlich die abzdhlbare Vereinigung disjunkter Mengen aus A, wieder-
um in A,. Zudem stellt der Schnitt mit der Menge F,, von endlichem Maf sicher, dass
die Gesamtmenge und die entsprechenden Komplemente drin sind, da dann die Diffe-
renzen p(E,) — p(AN E,) und v(E,) — v(A N E,) erklart sind und mit p(A° N E,)
bzw. v(A° N E,) iibereinstimmen. Mit Satz 4.5 folgt A, D 0(€) = o(€) = F, d.h
wWANE,) =v(ANE,) fir alle A € F. Aus der Stetigkeit von unten von g und v
folgt p(A) = limy, oo (AN E,) =lim, o V(AN E,) = v(A) fir alle A € F.

Wenn p und v Wahrscheinlichkeitsmafe sind, gilt u(Q2) = v(Q2) = 1. Man betrachte
nun den Erzeuger € := £ U {Q}. Mit € ist auch € durchschnittsstabil und erfiillt (i).
Zudem ist fiir € Bedingung (ii) mit E, = Q fiir alle n € N automatisch erfiillt.

[

Beispiel 4.8. Sei Y eine reellwertige Zufallsvariable. Offenbar ist das Bildmafl Py (B) :=
P(Y € B), B € B(R) (vgl. Beispiel 1.21) durch die Werte fiir die Mengen B = (—o0,y],
wobei y alle reellen Zahlen durchliuft, bereits eindeutig bestimmt. {(—oo,y] | y € R} ist
ndamlich durchschnittsstabil und erzeugt B(R).

Die Funktion Fy(y) = Py((—o0,y]) = P(Y < y), y € R nennt man Verteilungs-

funktion der Zufallsvariablen Y .

Folgendes Beispiel zeigt, dass Bedingung (ii) nicht weggelassen werden kann, wenn
und v statt Wahrscheinlichkeitsmafle (mit gleicher Gesamtmasse) nur endliche Mafie sein

missen.
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Beispiel 4.9. Q = {1,2}, € = {{1}}. Definiere u({1}) = v({1}) = p({2}) = 1 und
v({2}) = 2.

Das Beispiel basiert also darauf, dass die Gesamtmasse durch die Erzeugermengen
nicht eindeutig festgelegt sein muss. Dieses Problem entfillt, wenn man nur Wahrschein-

lichkeitsmafle betrachtet. Fiir Wahrscheinlichkeitsmafle zeigen wir nun, dass auf die Durch-

schnittsstabilitat nicht verzichtet werden kann

Beispiel 4.10. Q = {1,2,3,4}, £ = {{1,2},{2,3}}. Es gibt mehrere Wahrscheinlich-

keitsmafe, die auf & mit der Gleichverteilung tibereinstimmen (welche ?).

4.2 Produktmaf} und Satz von Fubini

Seien (€, Fi, p1) und (g, Fo, o) MaBraume. Auf dem kartesischen Produkt € x Qs :=
{(wi,ws) | w1 € @, wy € Qy} wollen wir eine o-Algebra und ein Maf definieren, so
dass das Maf jeder Rechteckmenge A; X Ay = {(w1,ws) | w1 € A1, wy € Ay} die Zahl

w1 (Ay)pa(As) zuordnet. Die Menge aller Rechteckmengen bezeichnen wir mit
Fix Fo:={A; x Ay | Ay € Fi, Ay € Fo}
und die von ihr auf der Grundmenge 2, x s erzeugte o-Algebra mit
F1 @ Fy :=0(F X Fa).

Fi x Fo ist (wenn Fj # {0, Q1} und Fy # {0, Q2}) keine o-Algebra und damit F; x Fo C
Fi1@ Fo.

Da bei o-Algebren auch die Schnitte wieder drin sind, ist F; ® J» auch die kleinste
o-Algebra auf dem Produktraum ; x €y, die die sog. Zylindermengen A; x Qy, A} € Fy
und Q; x Ay, Ay € F5 enthélt.

Diesen Sachverhalt kann man auch mit den Projektionsabbildungen
pi U X Qy = Qy, (w1, w2) = w;, i=1,2,
ausdriicken. Es gilt

Fi1® Fp = U(plap2) = U(pfl(A1)>p2_1(A2)7A1 € Fi, Az € -7:2)- (4-3)
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F1 ® Fo ist also die kleinste o-Algebra auf dem Produktraum €2; x €25, so dass die Pro-
jektionsabbildungen p; (F; ® F2) — F;-messbar sind.

Satz 4.11. Sei fiir beide i 0(&;) = F; und es existieren Folgen (E; ,)neny C & mit E; , T €

fiir n T oo. Dann gilt
]:1 ®]:2 = 0'(51 X 52)

Beweis. F1 @ Fy = o(Fy X Fo) D (&1 x &) ist klar.

Ad FL @ Fy C o(& x &). Wegen (4.3) muss fiir i € {1,2} gezeigt werden, dass
pH(A;) € o(& x &) fiir alle A; € F;. Wegen Proposition 1.15 reicht es aus p~*(E;) €
o(& x &) fir alle E; € & zu zeigen. Sei Fy € & (der Fall i = 2 unterscheidet sich nur

etwas im Aufschrieb). Es gilt

pl_l(El) = El X QQ = El X (UnENE2,n) = UneN (El X EQ’n) - 0(51 X 52)
—_——

€& xE2, VneN

]

Bemerkung 4.12. Auf die Bedingung, dass €y und $2o durch Erzeugermengen appro-
ximierbar sind, kann nicht verzichtet werden. Betrachte dazu das Beispiel 1 = Qy =
{1,2} und & = & = {{1}}. F1 ® F» ist dann die Potenzmenge von €y x Qo, wihrend
o(& x &) ={{(1,1)},{(1,2),(2,1),(2,2)},0,91 x Qs}.

Korollar 4.13. Es gilt
B(R) ® B(R) = B(R?)
(fiir die Definition von B(R) und B(R?) siche Definition 1.8).

Beweis. Sei & = & = {(a,b) | a,b € R,a < b}, wobei mit (a,b) an dieser Stelle das offene
Intervall mit Endpunkten a und b gemeint ist. Gemafl Satz 1.10 gilt B(R) = o(&;) und
B(R?) = o(&; x &). Mit Satz 4.11 folgt die Behauptung. O

Fiir eine Menge A € F; ® F; definiere man die w;- und ws-Schnitte als

Awl = {Wg € QQ | (Ml,CUQ) € A}, \V/Cdl € Ql



4 MEHRFACHINTEGRALE UND PRODUKTMASSE 44

und
A2 i={w; € Q| (wy,wq) € A}, Vwy € Q.
Fiir eine Funktion f : €2y x Q9 — R definiert man, die w;-Schnitte als die Abbildungen
for i = R, wy > fw,ws)
und die wy-Schnitte als die Abbildungen

20 =R, w > flw,ws).
Lemma 4.14. Seien puy und po o-endlich und f : Q; x Qy — Ry eine (F, @ F) —
B(R,)—messbare Abbildung (eine solche Abbildung nennt man auch produktmessbar).
Dann gilt

(i) Die Abbildungen f.,, sind fiir alle w; € Q) Fo—B(R,)—messbar und die Abbildungen
f2 sind fiir alle wy € Qy Fy — B(R)—messbar.

(ii) Die Abbildung wy v [ f., dus ist Fy — B(R,)—messbar und die Abbildung wy
[ f<2 dpy ist Fo — B(Ry)—messbar.

Bemerkung 4.15. Fir A C Q0 x Qy gilt
(1a)wy = 1a,, und (14)* = 14w,
Aus Lemma 4.14(i) folgt also die Implikation
Ae FLF = A, € Fy Yw; € 1 und A*? € F Yw, € Q. (4.4)

Die Umkehrung von (4.4) gilt aber i.A. nicht. Betrachte als Beispiel 1 = Fo = B(R) und
die Menge

A = {(UJl;UJ?) S RZ | w1 € M Und w1 = (JJ2}’

wobei M & B(R). Definiere die Abbildung d : R — R? x + (x,x). Es gilt d"'(A) = M.
Wegen d=1(A; x As) = Ay N Ay fiir alle Ay, Ay € B(R) und Proposition 1.15 ist d jedoch
B(R) — (B(R) ® B(R))-messbar, also kann A nicht in B(R) @ B(R) liegen. Andererseits
bestehen in diesem Beispiel alle Schnitte Ay, und A*? aus mazximal einem Punkt, ndmlich

hochstens aus wy bzw. wo. Damit gilt A,,, A € B(R) fir alle wy,ws € R.
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Beweis. Beide Aussagen kann man mit einem Dynkin-Argument beweisen. Alternativ
wollen wir bei Aussage (i) mit einer Spur-o-Algebra argumentieren. Natiirlich reicht es
aus, den ersten Teil von (i) zu zeigen. Fiir festes wy betrachte die Spur-o-Algebra ({w;} X
Qo) N (FL®F,). Mit Aufgabe 1(ii) folgt, dass diese o-Algebra vom Mengensystem ({w; } x
o) N (F1 x Fy) erzeugt wird (schneide {w;} x Q9 mit allen Erzeugermengen). Zudem gilt

({wl} XQQ)Q(.Fl XfQ):({wl}xQQ)ﬂ(Ql X.FQ):{C/Dl}X.FQ,
wobei letzteres offensichtlich bereits eine o-Algebra auf {w;} x Q5 ist. Damit gilt
({wl} X Qg) N (]'—1®]:2) = {wl} X ]:2.

Somit ist f eingeschriankt auf die Menge {w;} x Qy ({wi} x F,) — B(R,)—messbar (eine
eingeschrinkte messbare Abbildung ist messbar bzgl. der entsprechenden Spur-o-Algebra,
dies ergibt sich sofort aus den Definitionen). Dies ist offenbar dquivalent zu (i).

Ad (ii) Diese Aussage beweisen wir nun mit einem Dynkin-Argument. Natiirlich reicht
es aus, den ersten Teil von (ii) zu zeigen. Zunéchst betrachten wir nur den Fall, dass ps

endlich ist. Sei
D:={AeFL®@F | f =1, erfiillt ersten Teil von Bedingung (ii)}

Da [(1a,x4s)w dptz = 1a, (w1)pa(As) fiir alle Ay € Fy, Ay € F, gilt offensichtlich Fy x
Fo C D. Des weiteren ist D ein Dynkinsystem, da fiir disjunkte Mengen Ay, Ay, As, ... €
F1 ® Fo auch die wi-Schnitte disjunkt sind,

[ Qi s = Ve An)) = 3 (A = Y- [ (L

gilt und Summen sowie Limiten messbarer Funktionen messbar sind (zudem gilt [(14c)w, dus =

112(Q22) — [(1a)wy dpiz)-

Mit der Durchschnittsstabilitét des Erzeugers F; x F» und Satz 4.5 folgt D D §(F;
Fo) = o(F1 x Fa) = F; @ Fa, d.h. der erste Teil von (ii) ist fiir alle f =14, A € F; ® F
und g5 endlich gezeigt. Sei nun f eine beliebige (F; ® F») — B(R)—messbare Funktion.

Definiere
2"n
k—1
f(”) = Z 1{(k—1)2*”§f<k2*”}'

2n
k=1
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Es gilt ff,’f) = ZZ %1{(;6_1)27% fu,<k2-n}. Wegen der Linearitét des Integrals gilt der
erste Teil von (ii) fiir alle f. Die Folgen ( fo(d?))neN sind offenbar nichtfallend und kon-
vergieren punktweise gegen f. Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz und der
Tatsache, dass das Supremum von messbaren Funktionen messbar ist, folgt der erste Teil
von (ii) auch fur f.

Sei o nun ein o-endliches Mafl und (A, )n,en C Fo eine Folge mit A, 1 Q2 fir n 1 oo
und p2(A,) < oo fiir alle n € N. u(- N A,) bezeichne das endliche Maf§ A — u(AN A,)

auf F;. Es gilt

[ it = [ fota diat [ i ntoc

wobei letzteres aus dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt. Da das Supremum

von messbaren Funktionen messbar ist, folgt (ii). O

Wegen (14)w, = 14, und Lemma 4.14(i) gilt A,, € F2 und entsprechend A“? € F;.

w1

Fiir jede Menge A € F; ® F» definiere man

H(A) = / / 1w, w2) 1z (s oy ) = / o (A i (). (4.5)

GeméB Lemma 4.14 ist das iterierte Integral in (4.5) erkldrt (wegen der F,-Messbarkeit
von (14),, zunéchst die inneren Integrale und dann wegen der F;-Messbarkeit von w; +—

pa(A,,) das dufere Integral).

Satz 4.16. Das in (4.5) definierte p ist ein Mafs. Wenn py und py o-endlich sind, ist p
auch o-endlich und es ist das einzige Maf$ auf F1 ® Fo, das den Rechteckmengen Ay X Ay
mit Ay € Fy und Ay € Fy den Wert g (Ay)pe(As) zuordnet. In diesem Fall gilt zudem

//1A(w1aw2)ul(dw1)ﬂ2(dw2) ://1A(w1,w2)ﬂ2(dw2)m(dwl)> VAe F1® F.

Definition 4.17. Seien puy und py o-endlich. Das in (4.5) definierte Maf p auf F; @ Fo

nennt man das Produktmaf$ von py und po und bezeichnet es mit j13 & ps.

Beweis von Satz 4.16. Es gilt p(0) = 0 und fiir eine disjunkte Folge (A, )neny C F1 @ Fo
sind auch die wi-Schnitte disjunkt mit (UpenAn)w; = Unen(An)w, - Aus der o-Additivitét
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von s folgt

Z ,UQ((ATL)M) = N2<<Un€NAn)w1)

fiir alle w; € 4, was mit der Additivitéit des Integrals und dem Satz von der monotonen

Konvergenz

> nl,) - > [ (A
Add S on KON 5™ (A (o)

_ / 2 ((Unen Ay ) )i (deoy)

= H(UnENAn)

nach sich zieht. p ist also ein Maf}. Zudem gilt

i x 4s) = [ [ 1 (0L waldinndon) = m(A)ms(A). (49

Wenn 11 und p2 o-endlich sind, kénnen wir Satz 4.7 auf den durchschnittsstabilen Erzeu-
ger £ = F1 X Fo = {A; x Ay | Ay € F1, Ay € F>} anwenden (man beachte, dass dann
auch die dortige Bedingung (ii) erfiillt ist). Es folgt die Eindeutigkeit. Zudem iibertragt
sich die o-Endlichkeit von gy und po auf p.

Hétten wir in (4.5) die umgekehrte Integrationsreihenfolge gew#hlt, wére fiir die Recht-
eckmengen A = A; X A, offenbar das gleiche herausgekommen. p wire wiederum ein Mafl
gewesen. Da Mafle durch ihre Werte auf einem durchschnittsstabilen Erzeuger eindeutig
bestimmt sind (Satz 4.7), wiirde es fiir alle Mengen aus F; ® F, mit dem tatséchlichen p

iibereinstimmen. O

Bemerkung 4.18 (11 ® po-Nullmengen). Offenbar ist eine Menge A € Fy ® Fy genau
dann eine py @ pa-Nullmenge, wenn A, fir pi-fast alle wy eine ps-Nullmenge ist (bzw.
dquivalent, wenn A“? fir po-fast alle wy eine py-Nullmenge ist). Dies ergibt sich direkt
aus der Definition in (4.5), unter Beachtung, dass das duflere Integral bzgl. 1 genau dann

verschwindet, wenn der Integrand p-fast iiberall verschwindet.

Fiir Indikatorfunktionen 1, spielt die Integrationsreihenfolge in (4.5) offenbar keine

Rolle. Diesen Sachverhalt wollen wir fiir beliebige F; ® JFs-messbare Funktionen, fiir die
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das Integral bzgl. p; ® s erklért ist, verallgemeinern. Wie iiblich in der Integrationstheorie
ist es zweckméfig, mit nichtnegativen Funktionen zu beginnen, da dann alle auftretenden

Integrale erklért sind.

Satz 4.19 (Satz von Fubini fiir nichtnegative Funktionen). Seien (21, F1, p1) und (Q2, Fa, ii2)
o-endliche Mafsrdume und sei f : € X Qg — RJF eine F1 @ Fa-messbare Funktion. Dann

sind die Funktionen

Wy > /fw2 d,LLl bzw. Wy /fwl d,LLQ

Fo- bzw. Fi-messbar und es gilt

[ramenm = [ [ fenmmds)
= //f(whwz)/iz(dw)ul(dwl)

Beweis. Man beachte, dass obige Messbarkeiten bereits in Lemma 4.14(ii) gezeigt wurden.

Fir f =14 mit A € F; ® F, ist die Aussage bereits in Satz 4.16 gezeigt worden (die
Gleichheit mit [ 14 d(p1 ® po) folgt unmittelbar aus der Definition von (1 ® ps)(A)).

Sei nun f eine nichtnegative Elementarfunktion, d.h. f = Y7 ayla,, an € R4
Wegen fu, = > i arlia,),, bzw. f<2 = 370 aplia,~ folgen die Aussagen aus der
Linearitat der Integrale (bei den iterierten Integralen jeweils zuerst auf das innere und
dann auf das duBere Integral angewandt).

Sei nun f eine beliebige (F; ® F») — B(R,)—messbare Funktion. Die Folge

2np
f=3" el Ly—1)2-n<fako—ny + nl{r=oc)

2n
k=1

ist offenbar nicht-fallend und konvergiert punktweise gegen f. Selbiges gilt auch fiir die
entsprechenden w;-Schnitte. Damit folgen die Aussagen fiir f aus dem Satz von der mo-

notonen Konvergenz, fiir die iterierten Integrale wiederum zweimal angewandt, also

//f(w1,w2)u1(dwl)u2(dwz) = /hm/f(n)(whWz)ﬁbl(dwl)m(dwz)

n—oo

= lim//f(n)(wl’w2)/~01(dw1)ﬂ2(dw2)-

n—oo
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Man beachte, dass auch wenn das Integral nach p; ® us endlich ist, das innere Integral
[ f(wi,wa)p2(dws) auf einer yii-Nullmenge trotzdem den Wert oo annehmen kann. Diese
Beobachtung bereitet etwas Probleme, wenn wir wie bisher das Integral fiir allgemeine f
mit der Zerlegung f = f* — f~ auf den nichtnegativen Fall zuriickfiihren wollen. Auch
wenn [T und f~ beide beziiglich des Produktintegrals integrierbar wéren, konnte bei der
Differenz der inneren Integrale [ f*(wy,wo)pr(dwi) — [ f~ (wi, w2)p1(dw:) trotzdem der
undefinierte Ausdruck oo — oo auftreten. Da dies aber nur auf pus-Nullmengen passieren
kann (bzw. auf p;-Nullmengen bei der umgekehrten Integrationsreihenfolge), kann man
fiir eine leicht abgewandelte Funktion fdie Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge

zeigen.

Satz 4.20 (Satz von Fubini). Seien (Qq, Fi, p1) und (Qa, Fa, pi2) o-endliche Mafrdiume
und sei f € LY X Qy, F1 @ Fy, i1 @ p12). Dann existiert eine Fy @ Fo-messbare Funktion
]? mat f: f (1 ® po)-foi., so dass alle fwl po-integrierbar, alle f“Z p1-integrierbar und

[ ran @) = [ Fiwmen) = [ [ Fonwm(dond)
= //J?(wbwz)m(dw)m(dwl)'

In der obigen Aussage kann die Bedingung f € LY(puy @ po) durch f € LO(uy @ pz) und
die Endlichkeit eines der beiden iterierten Integrale von |f| ersetzt werden (in diesem
Fall existiert das andere iterierte Integral also auch, ggf. nach einer Abwandlung der

Funktion f auf einer (u; @ po)-Nullmenge).

Beweis. Sei f € LY x Qa, Fi @ Fo, i1 @ pz). Definiere

flwr,wa) wenn [ |fu, | dpe < oo und [ |f¥2|du; < oo

f(wl,wg) =

0 : sonst .

Wegen Lemma 4.14(ii) ist 7 (F1® Fz)-messbar und die Konstruktion stellt sicher, dass

/|fw2|du1 < oo und /|ﬁ)1\ dus < 00, Vwy,ws.



4 MEHRFACHINTEGRALE UND PRODUKTMASSE 20

Da n({wr | [1funlduz = 00}) = pa({ws | [1funldpn = 00}) = 0, gilt zudem f = f
(1 ® pg)-f.ii. und damit J?E LY x Qo, Fi @ Fo, j11 @ p12). Wende nun Satz 4.19 auf f*
und ff an. Es folgt

/fd(m@m) = /f+d(M1®M2 /f d(p1 @ piz)

— //f wi, wa) fha(dws ) iy (dewr ) — //f wr, wa) o (dwsa ) pr (dwr )
= /(/f+(w1’w2)ﬂ2(dw2) —/f_(wl,wz)ug(dwz)) pi1(dwr)

— [ [P - T @ wpaldonn(da)
— //f(wl,wz)m(dm)m(dwl)

und selbiges gilt fiir das iterierte Integral . .. i (dwy)u2(dws). Man beachte, dass in obigen

Gleichungen wegen

/f+(wlawz)ﬂz(dw2)a/J?_(wlaw)m(dwz) < /Iﬂ(wl,wQ)uQ(dqu) <00

der Ausdruck oo — oo nicht auftreten kann.

Setze nun [ [ |f (w1, ws)|pe(dws)p (dwy) < oo voraus. Aus Satz 4.19 (Satz von Fubini
fiir nichtnegative Funktionen) angewandt auf die Funktion | f] folgt f € £1(Q) x Qy, F1 ®
Fo, 1 @ pa). [

Korollar 4.21 (Umordnung von Reihen). Sei (a, men) eine doppelt induzierte Folge mit

> 3 anm| < oo (oder dquivalent Y ° S aym| < 00). Dann gilt

o o oo o
DD tan =D )

n=1m=1 m=1n=1
Beweis. Wihle Q; = N, F; = 2¥ und p; das Zihlma$ fiir 4 = 1, 2. Die Aussage folgt dann
unmittelbar aus Satz 4.20 unter Beachtung, dass ]?: f gelten muss (da in diesem Beispiel

die einzige Nullmenge von p; ® ps die leere Menge ist). O]

Eine Anwendung;:

Wir wollen das uneigentliche Integral

/_OO exp(—2?) dz

o0
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berechnen. Ein analytischer Ausdruck fiir die Stammfunktion exp(—2?) ist nicht bekannt.
Wir betrachten die zweidimensionale Hilfsfunktion f(z,y) := exp(—(1 + 2?)y?)y und
berechnen die iterierten Integrale ... dydz und ...dxdy. Wir erhalten

oo oo [e'e} 1 Yy=00
exp(—(1 4+ 22y ydydx = / {——ex —(1 + 2212 dx
| [ e+ atmtay s et
& 1
= —d
/0 21+ 22) "
1 =00
= {5 arctan x} L

s
4

und

/000 /OOO exp(—(1+2%)y*)ydedy = /OOO exp(—y?) /Ooo exp(—(zy)?)y dx dy
= /000 eXp(—QZ)/OOO exp(—22) dz dy

- ( / " exp(—2%) dz)2

(fiir die 2. Gleichheit benutzt man die Substitution z := yx und damit dz = ydx). Mit dem
Satz von Fubini fiir nichtnegative Funktionen (Satz 4.19) kann man die beiden Integrale
gleichsetzen (Satz angewandt auf B(R) ® B(R) = B(R?), was mit Proposition 1.16 die
Messbarkeit von f sichert, und auf puy = ps gleich dem Lebesgue-Mafl auf R, das o-endlich
ist) und es folgt
/ exp(—2%)dz = 2/ exp(—2%)dz = 2@ = /.
—o0 0
Dies zeigt, dass die Dichte der Normalverteilung mit Erwartungswert p und Standardab-

weichung o > 0

- e (E20) e

tatsichlich eine Dichte ist, also ffooo f(z)dz =1 gilt. Beachte jedoch, dass sich die Vertei-

lungsfunktion F(y) = [?_ f(z)dz damit nicht ausrechnen lésst.
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Vollig analog zu oben lassen sich Produktraume von endlich vielen Mafirdumen kon-

struieren. Man definiere einfach

@ ... ® pp(A) = /.../1A(w1, coswp) i (dwr) g (dwy), VAEF ®...Q F,.
Definition 4.22. Das n-dimensionale Lebesque-MafS \™ auf dem R™ ist definiert als

ANM=A®... @\
———

n-mal

wobei A das Lebesgue-Maf auf R bezeichnet (man beachte, dass A o-endlich ist).

Selbst zu einer iiberabzahlbaren Familie von Mafiraumen existieren Produktmafe. De-
ren Existenz ldsst sich durch einen abstrakteren Fortsetzungssatz beweisen, was nicht

Gegenstand dieser Vorlesung ist.

5 Satz von Radon-Nikodym

Definition 5.1 (Absolutstetigkeit, Aquivalenz und Singularitit). Seien pu und v Mafe
auf einer o-Algebra F. v heifit absolutstetig bzgl. 1, geschrieben v < i, wenn

WA =0 = v(A) =0, VAeF.

Ist v absolutstetig bzgl. p und p absolutstetig bzgl. v, dann heiffen v und p dquivalent,
geschrieben v ~ L.
w und v heiflen zueinander singuldr, geschrieben i L v, wenn es eine Menge A € F

gibt mit p(A) =0 und v(A°) = 0.

Offenbar gilt 11 L v genau dann wenn v L p. Anschaulich bedeutet Aquivalenz, dass
die Masse unter beiden Maflen im ,,gleichen Bereich” liegt, wiahrend sie bei zueinander
singuldren Maflen in véllig unterschiedlichen Bereichen liegt. Auf R sind z.B. das Lebesgue-
MafB und das Z&hlma8, das nur die ganzen Zahlen zihlt, zueinander singuldr (als A kann

die Menge der ganzen Zahlen gewahlt werden, die eine Lebesgue-Nullmenge ist).

Satz 5.2 (Satz von Radon-Nikodym). Seien p und v o-endliche Mafe auf einer o-Algebra

F. Dann sind dquivalent
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(i) v<p

(i) Es existiert eine R, -wertige messbare Funktion h mit v(A) = [1ahdp fir alle
AcF.

(Umgekehrt induziert in (i) jede R -wertige, messbare Funktion h zusammen mit ei-

nem gegebenem p ein neues Mafi v)

Die Funktion h (Radon-Nikodym-Ableitung von v bzgl. u genannt) ist dann p-fast

tiberall endlich und bis auf eine pu-Nullmenge eindeutiq.

Beweis der Implikation (ii) = (i). Die Implikation (ii) = (i) folgt sofort aus der
Implikation = in Satz 2.8(ii) (fiir jede p-Nullmenge A gilt ndmlich 14h = 0 p-f.i. und
damit [ hlsdp = 0).

Zudem kann mit jeder R -wertigen, messbaren Funktion h iiber v(A) := [ 14hdu ein
neues Maf} v definiert werden (die o-Addivitdt von v folgt aus dem Satz von der monoto-
nen Konvergenz und der Additivitit des Integrals, also [ 1y, a,hdp= [>00 14, hdpu =
My, oo [ Do Ia,hdp = limy, oo > o) [1a,hdp =2 > 07 [ 14, hdp fiir alle disjunk-
ten Folgen (A, )nen). Hierfiir wird die o-Endlichkeit von g nicht gebraucht. Wenn p je-
doch o-endlich ist und p(h = c0) = 0, dann ist auch v g-endlich (beachte hierzu, dass

Upen{h <} = {h < 00}, O

Der interessante Teil des Satzes ist natiirlich die umgekehrte Richtung. Dafiir brin-
gen wir hier einen maftheoretischen Beweis, der auf der sog. Hahnzerlegung beruht, die
von unabhéngigen Interesse ist (und fiir sog. signierte Mafle spiter auch zum Beweis von
Satz 5.7, der Jordanzerlegung fiir signierte Mafle, benutzt wird). Ein funktionalanalyti-

scher Beweis findet sich z.B. im Lehrbuch von Klenke [3].

Bemerkung 5.3. Man kann auf die o-Endlichkeit von u verzichten, auf die o-Endlichkeit
von v bei der Implikation (i) = (ii) aber nicht (siehe hierzu Aufgabe 9.2 in Brokate
und Kersting [2]). In Bauer [1] auf den Seiten 117 und 118 wird gezeigt, wie der Fall
fiir ein beliebiges p auf den Fall, dass p o-endlich ist, zurickgefihrt werden kann. In
Anwendungen sind aber eigentlich alle Mafe o-endlich, so dass wir auf diese Feinheiten

hier verzichten wollen.
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Bemerkung 5.4. Betrachte den Fall, dass ) abzihlbar ist. In diesem Fall existiert eine

abzihlbare Familie (A;)icr von Atomen von F, d.h. A; N A; =0 firi # j und

F={Ae2® | A=|]JA firen JCI}. (5.1)

ieJ

Wenn v < p, dann erfillt die Abbildung

)= 3 ”E;“lg ne (5.2)

i€l, u(A;)>0

offenbar Bedingung (ii) aus Satz 5.2. Es gilt namlich

/1Ajhdu :/1,4].:&; du=v(4;), VjelI (5.3)

(man beachte, dass wegen v < v (5.3) auch fir Atome A; mit p(A;) = 0 gilt). Da sich

jedes A€ F als A=J,.; A; fir ein J C I schreiben lisst und die A; disjunkt sind, folgt

jeJ
aus der Additivitdt und dem Satz von der monotonen Konvergenz
/1Ahdu => / Lahdp =Y " v(A) = v(A).
jet jeJ
h ist also eine Version der Radon-Nikodym-Ableitung von v bzgl. . Wenn wir zusdtzlich
voraussetzen, dass p(A;) > 0 fir allei € I , dann gibt es sogar nur eine Radon-Nikodym-

Ableitung, da die leere Menge in diesem Fall die einzige pi-Nullmenge ist.

Die o-Algebra B(R) besitzt jedoch keine abzéhlbare Familie von Atomen. Sie wird
zwar (auch) von allen Intervallen (a,b) mit rationalen Endpunkten erzeugt (also einem
abzidhlbaren Mengensystem), jedes Intervall (a,b) ldsst sich aber weiter teilen. Die Ein-

punktmengen {a} sind zwar Atome, allerdings gibt es iiberabzéhlbar viele davon. Die

TSei Q = {wy,wa,ws, ... }. Wir wollen zeigen, dass es zu der o-Algebra F eine abzihlbare Familie von

Atomen gibt. Definiere A; := N B. A; lasst sich als abzdhlbarer Schnitt schreiben, indem man
BeF, wi€B
alle w = wo,ws, ... durchlduft und schaut, ob man sie von w; trennen kann, d.h. ob es ein B € F gibt mit

w1 € B aber w ¢ B. Damit folgt A; € F. Wenn A; = Q, sind wir fertig (In diesem Fall muss F jedoch
trivial sein. Fiir jedes B € F gilt ndmlich A; C B oder A; C B¢). Ansonsten sei n die kleinste natiirliche

Zahl > 1 mit w, & A;. Setze Ay := N B. Es gilt wieder Ay € F. Aulerdem A; N Ay = 0 (sei
BeF, wp€B

w € A1 N Ay, es gilt fiir alle B € F die Aquivalent w; € B & w € B < w,, € B. Dies wiire aber ein
Widerspruch zu w,, € A;). Fihrt man so fort, so konstruiert man die Familie von Atomen (Eigenschaft

(5.1) lisst sich leicht zeigen).
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spezielle Konstruktion der Radon-Nikodym-Ableitung in (5.2) beruht jedoch offenbar auf
der Abzdhlbarkeit der Atome (somit lassen sich Summen bilden und Atome von Masse
Null spielen keine Rolle). Trotzdem kann auch im allgemeinen Fall die Existenz einer
Radon-Nikodym-Ableitung gezeigt werden. Anschaulich kann man sich A fiir Mafle auf
B(R) @hnlich wie in (5.2) vorstellen, wobei A; sehr kleine Intervalle sind. h ist dann der in

einem gewissen Sinne existierende Limes, wenn die Lénge der Intervalle gegen Null geht.

Satz 5.5 (Hahnzerlegung). Seien v und p endliche Mafe auf der o-Algebra F. Dann gibt
es eine Menge A< € F mit Komplement As == Q\ A<, so dass

v(A) < p(A) YAe AcNF (5.4)
v(A) > p(A) VYAe A-NF (5.5)
(A< N F und As N F bezeichnen die Spur-o-Algebren, vgl. (1.2))
Beweis von Satz 5.5. Setze
d:=v—p

(eine Mengenfunktion, die sich als Differenz zweier endlicher Mafle schreiben lésst, ist ein
endliches signiertes Maf}, siche Definition 5.6). Wir nennen eine Menge N € F negativ,
wenn §(A) < 0 fur alle A € N N F, also fiir alle messbaren Teilmengen von N (selbst
wenn 0(§2) < 0 ist es nicht von vorneherein klar, dass es eine nichtleere negative Menge
gibt).

Schritt 1: Wir zeigen nun folgende Aussage. Zu jeder Menge A € F gibt es eine
negative Menge N € AN F, fiir die §(N) < 6(A) gilt (und damit auch §(A\ N) > 0).

Man kann vom Fall §(A) < 0 ausgehen, da der Fall 6(A) > 0 trivialerweise mit
N = () erfiillt ist. Wir konstruieren N durch sukzessives Herausnehmen von Teilmen-
gen By, By, Bs,... aus A mit nichtnegativer Masse. Definiere By := (). Sind B, ... , By

bereits definiert setze
sp:=sup{d(B) | Be F, BCA\ (BiUByU...UBy)}.

Es gilt s, > §(0) = 0. Wihle nun eine Menge By,; C A\ (B U By U ... U By) und
w(Bii1) > si/2. Setze

N:=A \ UkzeNBk~



5 SATZ VON RADON-NIKODYM o6

Es gilt 6(A\ N) = >27,6(By) und damit wegen 6(By) > 0 und N C A die eine zu

zeigende Bedingung
(A) = d(N)=06(A\N)>0. (5.6)

Es folgt zudem 0(By) — 0 fiir & — oo. Also auch s, — 0. Sei nun B C N C A und
k € N. N ist disjunkt zu By, ... , By und damit gilt B C A\ (BiUByU...U By). Mit der
Definition von sy, folgt 6(B) < si. Da dies fiir beliebige & € N gilt folgt §(B) < 0. Also
ist N eine negative Menge und zusammen mit (5.6) ist die Zwischenaussage bewiesen.
Schritt 2: Sei nun a = inf{d6(A) | A € F} und (Ap)ken C F mit 6(Ax) — o fiir
k — oo. Mit Schritt 1 existiert eine Folge (Ng)ren negativer Mengen mit 6(N;) — « fiir

k — oo. Setze
Ao = UpenNy und As :=Q\ Ac.

Da die abzéhlbare Vereinigung negativer Mengen offenbar wieder eine negative Menge ist

(wieso 7), ist A< negativ, also
d(A) <0 VAe AN F. (5.7)
Damit ist (5.4) also schonmal gezeigt. Zudem folgt

I(A<) = 0(A<\ Ng)  +3(NVg) < 5(NVy), VYVkeN,
<0, da A< negativ

und damit §(A<) = a. Sei nun A C As. Es gilt
J(A)=0(AUA<) —0(A<) >a—a=0. (5.8)
und damit ist auch (5.5) erfiillt und insgesamt folgt die Behauptung,. O

Beweis des Satzes von Radon-Nikodym. Implikation (i) = (ii):

Schritt 1: Seien sowohl v also auch p endliche Mafle. Definiere

G :={g:Q— R, F-messbar |/glA du <wv(A), VA € F}.



5 SATZ VON RADON-NIKODYM o7

Die Nullfunktion ist Element von G, was folglich nichtleer ist. Zudem ist G maximums-

stabil, d.h. 1,90 € G = ¢1 V g2 € G. Dies folgt aus {g1 > g2} € G und damit

/(91 Vga)ladp = /gll{g1>gg}1A dp + /ng{gl<g2}1A dp
< v(AN{g = g2}) +v(AN{g1 < g2})
= v(A), VAeF.
Setze
v f o
Aus der Definition des Supremums folgt die Existenz einer Folge (gn)neny € G mit
SUPpen J gn dpe = . Wegen der Maximumsstabilitét sind g, == g1V g2V ... Vg, € G
fir alle n € N. Da zudem [ g,du > [ g,du approximiert auch die Folge (gn)nen das
Supremum. Die Folge (¢, )neny kann also 0.B.d.A. von vorneherein aufsteigend gewéhlt
werden (aufsteigend wird hier immer im Sinne von nichtfallend benutzt). Setze
= o
g ist als punktweises Supremum von abzihlbar vielen F-messbaren Funktionen wiederum

F-messbart. Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt v = sup,,cy [ gndp =

[ g dp. Definiere

5my:mm_/mMWVAeﬁ

Wiederum wegen monotoner Konvergenz gilt [gladu = sup,cy [ gnladp < v(A) fiir
alle A € F und damit g € G. Es folgt

B(A) >0, VA € F. (5.9)

19 wird auch das essentielle Supremum von G bzgl. des Mafies 1 genannt. Es ist die kleinste messbare
Funktion, die jede Funktion aus G p-f.ii. dominiert. Das essentielle Supremum ist bis auf eine u-Nullmenge
eindeutig bestimmt. In der stochastischen Modellierung erweist sich das essentielle Supremum als der
geeignete Supremumsbegriff fiir {iberabzihlbare Mengen von Funktionen (Zufallsvariablen). Gegeniiber
dem punktweisen Supremum sup{f(w) | f € G} besteht der Vorteil, dass das essentielle Supremum
per Konstruktion messbar ist und sich bei einer Abwandlung jedes f € G auf einer von f abhéngigen

Nullmenge nicht veradndert.
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Wir wollen zeigen, dass 5(€2) = 0. Aus 5(2) = B(A) + B(A°) wiirde dann Gleichheit in
(5.9) fiir alle A folgen und wir hétten gezeigt, dass g eine Radon-Nikodym-Dichte von v
bzgl. p wire.

Sei ¢ > 0. Vermoge p(A) := [(§+ €)ladp fiir alle A € F definiere man ein neues
endliches Ma8, das nach (ii) = (i) bzgl. u absolutstetig ist, d.h. p < p.

Die Hahnzerlegung von v und p liefert die Existenz einer Menge A< (und As = Q\ A<),

so dass

v(A) <p(A) VAe AcnF
v(A) > p(A) VAe A-NF

Fiir alle A € F folgt
V(A) =v(ANA) +v(ANAs) > /§1A0A< du+/(§+5)1A0A> dp = /(§+51A>)1Ad,u

und damit (§+¢ela,) € G. Es gilt [(§+ela.)du = v+ep(As). Da  nicht iiberschritten
werden kann, folgt u(As) = 0. Aus v < p und p < p folgt v(As) = p(As) = 0 und

damit
B(Q) —en() = v(Q) —p(Q) =v(A<) — p(A<) <0 (5.10)

(man beachte, dass alle Mafle endlich sind). Da (5.10) fiir beliebige € > 0 gilt und § und
w nicht von € abhéngen, folgt 5(2) < 0. Da B(€2) > 0 schon gezeigt war, folgt 3(Q2) = 0
und die Behauptung.

Schritt 2: Seinen v und p o-endliche Mafle. Es existiert dann eine disjunkte Fol-
ge (Ap)neny mit UpenA, = Q sowie v(A,) < oo und u(A,) < oo fiir alle n € N. Mit Schritt
1 erhalten wir nichtnegative Funktionen h,, mit h,14c = 0 und (AN A,) = [ h,1ap fiir
alle A € F. Mit der Additivitét des Integrals und monotoner Konvergenz ist h := >~ h,,
dann eine Radon-Nikodym-Ableitung von v bzgl. u.

Schritt 3: Seien h und h Radon-N ikodym-Ableitungen. Wegen {h < TL} e F gilt fiir

allen € N

/hlAnm{Mﬁ} dp = /zlAnm{h{ﬁ} du=v(A,N{h < }L/}) < 00.
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Es folgt [(h — M1, A<y A = 0, was wegen (h — M1y A<y =0 pw({h>h}NA,) =0
impliziert. Analog folgt ,u({ﬁ < h}NA,) =0und damit wegen U,enA, = Q h = h, p-ti.
Wegen [ hla, dp = v(A,) < oo fiir alle n € N und Upen4, = Q, gilt zudem p(h =

o0) = 0.
[

Definition 5.6. [Endliches signiertes Maf] Eine Abbildung 0 : F — R, die o-additiv ist,

in dem Sinne, dass

(UnenAn) = Z d(A,) fir alle Folgen disjunkter Mengen Ay, As, ... | (5.11)

n=1
fiir die der Limes Y~ 0(A,) existiert, wird endliches signiertes Majf§ genannt.

Aus der o-Additivitiat und der Endlichkeit folgt 6()) = 0. Geht man den Beweis
der Hahnzerlegung mit der Konstruktion von negativen Mengen durch, dann sieht man,
dass es reicht, (5.11) zunéchst nur fiir solche disjunkte Folgen (A, )nen zu fordern, fiir
die (0(A,))nen absolut summierbar ist, um daraus bereits die absolute Summierbarkeit
der Mafle fiir alle disjunkte Folgen zu folgern (die schwéchere Bedingung liefert namlich
bereits eine Hahnzerlegung (A<, A>) fiir 6 und 0 und mit 0(A<),0(A>) € R folgt die
absolute Summierbarkeit der Mafle fiir beliebige disjunkte Mengen).

Alternativ konnte also in obiger Definition gefordert werden, dass (6(A,,))nen fiir alle

disjunkten Folgen absolut summierbar ist, ohne dass sich im Ergebnis etwas &ndern wiirde.

Satz 5.7 (Jordanzerlegung fiir endliche signierte Mafie). Sei & ein endliches signiertes
Maj3. Dann gibt es zwei endliche Mafe 6t und 6~ mit 6 = 0T — 6~ und 6 L 6. Durch

diese Eigenschaften sind die Majfle eindeutig bestimmt und es gilt

+ . — _ .
I (A) —BG;?%CA(S(B) und 6~ (A) = BE}’nchA(S(B). (5.12)

Beweis. Schritt 1: Satz 5.5 ist zwar auf v = § und p = 0 nicht anwendbar, da ¢ i.A. nicht
R, -wertig ist. Geht man jedoch durch den Beweis, so sieht man, dass alle Schritte ohne
Verdanderungen durchgehen.

Schritt 2: Sei also (A<, As) die Hahnzerlegung von 6 und 0, d.h. §(A) < 0 VA €
AcNFund 6(A) >0 VAe A.NF. Setze nun

0T(A):=0(A>sNA) und § (A):=—-5(A<NA).
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Offensichtlich erfiillen dann 6% und 4~ die Bedingungen 67,0~ > 0, § = 6t — 6~ und
ot Lo,
Um die Eindeutigkeit der Zerlegung und (5.12) zu zeigen, betrachte man zwei endliche

MaBe ;4 und ¥ mit 6 = 4 — v und p L v. Fiir messbare Mengen B C A folgt
8(B) < u(B) < u(A). (5.13)

Zudem existiert wegen der Singularitdt von p und v eine messbare Menge C' mit v(C) =

u(C) = 0. Es folgt
S(ANC)=uwANC) = pu(A). (5.14)
(5.13) und (5.14) ergeben zusammen

u(A) = sup 46(B).

BEF, BCA
Analog folgt
A= e e
und damit die Behauptung. O]
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