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Das Skript orientiert sich in weiten Teilen an den Skripten der Professoren Bieri und
Weidmann zur Elementarmathematik I1. Es soll bei der Nachbereitung der Vorlesung und
der Klausurvorbereitung helfen. Es kann aber natiirlich den aufmerksamen Vorlesungsbe-
such nicht ersetzen. Aus Zeitgriinden tauchen z.B. nicht alle Zeichnungen und graphische
Veranschaulichungen aus der Vorlesung hier auf.

Das Skript wird fortlaufend aktualisiert und soll der Vorlesung immer etwas voraus
sein. Dabei soll aber ein einmal ins Netz gestellter Abschnitt bis auf Fehlerkorrekturen
nach Moglichkeit nicht mehr verédndert werden.

1 Geometrie

1.1 Satz des Pythagoras
Satz 1.1 (Winkelsummensatz). Die Winkel eines Dreiecks addieren sich zu 180°.
Beweis. Der Beweis ergibt sich aus Abbildung 1. O

Satz 1.2 (Satz des Pythagoras). In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Summe der Qua-
drate tber den Katheten gleich dem Quadrat tiber der Hypotenuse. Mit den Bezeichnungen
aus Abbildung 2 bedeutet dies a® + b* = .

Beweis. Der Beweis ergibt sich aus Abbildung 2. Auf dem &ufleren Quadrat mit Sei-
tenlinge a + b werden zunéchst Strecken der Lénge a und b abgetragen. Wegen des
Winkelsummensatzes besitzt das bei der Konstruktion entstehende innere Viereck rechte
Winkel. Das innere Viereck ist also ein Quadrat mit Seitenldnge ¢ und besitzt damit den
Flicheninhalt ¢2. Aus zwei verschiedenen Berechnungen des Flicheninhalts des duferen
Quadrats folgt nun die Gleichheit

b
(a +b)? 202+4% = c* + 2ab
und damit wegen (a + b)* = a® + 2ab + b* die Behauptung, dass a® + b* = 2. O

Satz 1.3. Mit den Bezeichnungen aus Abbildung 3 gilt
pc="b" (bzw. qc = a®) Kathetensatz
und
h? =pq Héhensatz
Beweis. Der Satz des Pythagoras liefert uns die folgenden Gleichungen

b +a* = (p+q)°
P>+ h* =1 (1.1)
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Abbildung 1: Beweis von o + 3 + 6 = 180°.

Abbildung 2: Beweis von a? + b = c2.



Abbildung 3: c:=p+q.

P+ h? = a?
Daraus folgt

PP 20 =0 ta’ = (p+q)" =p +2pg+q°
und damit der Hohensatz

h* = pq.

Setzt man dies in (1.1) ein, dann folgt zudem p? + pg = b*> und damit wegen p +¢q = ¢
und ¢® = b* + a? auch der Kathetensatz. O

Satz 1.4 (Satz des Thales). Der Peripheriewinkel iber einem Halbkreis betrdgt 90°. Mit
den Bezeichnungen aus Abbildung 4 bedeutet dies ZC'BA = 90°, wobei ZCBA den Winkel
des Dreiecks ABC am Punkt C' bezeichnet.

Beweis. Der Beweis ergibt sich aus Abbildung 4. Wir bezeichnen den Winkel bei C' des
Dreiecks ACM, also ZCMA, mit a. Da die Léingen AM und CM {ibereinstimmten, be-
tragt dann aus Symmetriegriinden auch der Winkel bei A des Dreiecks ACM «.. Man sagt,
dass AMC ein gleichschenkliges Dreieck ist, da es zwei gleich lange Seiten besitzt. Analog
bezeichnen wir den Winkel bei C' des Dreiecks MBC mit 5 und aus Symmetriegriinden
betragt der Winkel bei B des Dreiecks MBC ebenso . Da sich Winkel von Dreiecken
zu 180° addieren folgt ¢ = 180° — 2a und ¥ = 180° — 25. Aus ¢ + ¢ = 180° folgt
LCBA =a+ 8 =90°. O

Anwendung: Wurzelziehen mit Zirkel und Lineal.

Man konstruiere einen Kreis mit Durchmesser ¢ > 1. Mit den Bezeichnungen aus
Abbildung 3 wéhlt man p = 1. Der Punkt zwischen den Seiten der Lénge b und a liegt

5



also auf dem Kreis. Aus dem Satz des Thales folgt, dass der Winkel zwischen den Seiten
der Linge b und a 90° betrigt. Damit ist der Kathetensatz anwendbar und es folgt b? =

1-c=¢, also b=/c.

Abbildung 4: Beweis des Satzes von Thales

1.2 Die Kreiszahl 7«

Die Zahl 7 ist definiert als der halbe Umfang des Kreises mit Radius 1. Fiir jeden
Kreis (unabhéngig vom Radius) betridgt der Quotient aus Umfang und Durchmesser 7
(der Quotient ist ist also unabhéingig vom Radius).

Wie misst man den Umfang eines Kreises mit Radius 1 (Einheitskreis) 7

Wir approximieren einen Kreis durch regelméflige Vielecke, die wir in den Kreis ein-
schreiben. Dazu tragen wir auf dem Kreis Punkte mit gleichem Abstand ab, vgl. D, B,
E, ... in Abbildung 6. Wenn die Punkte immer dichter beieinander liegen, , konvergiert”
die Summe der Abstédnde gegen den Umfang des Kreises.

Als Anzahl der Punkte des Vielecks betrachten wir nur die Zweierpotenzen 4, 8, 16, 32, . . .,
weil dies die Rechnung vereinfachen wird. Es geht also um 2"-Ecken mit n > 2. Bezeichne
son die Seitenldnge des gleichméfBigen 2"-Ecks. Fiir ,,grofle” n gilt

e Umfang des 2"-Ecks = 2"s9» &~ Umfang des Einheitskreises



e Fliche des 2"-Ecks = 2"% ~ Flache des Einheitskreises

Dabei bezeichnet hon die Hohe des Dreiecks, das aus zwei benachbarten Ecken des 2"-
Ecks und dem Mittelpunkt des Kreises gebildet wird. Wenn in Abbildung 6 D und E
zwei benachtbarte Punkte sind, d.h. DE = son, dann ist hen = MC. Man beachte, dass
hon < 1 aber fiir groe n gilt hon =~ 1.

Der Umfang des 2"-Ecks ist fiir grofle n als ndherungsweise doppelt so grof} ist wie
sein Fldcheninhalt. Damit muss der Umfang des Kreises genau doppelt so grofl sein wie
sein Flacheninhalt. Der Fldacheninhalt des Einheitskreises betréigt also .

Abbildung 5 zeigt den Fall eines reguldren 4-Ecks. Nach dem Satz von Pythagoras
besitzen die Strecken AB, BC, CD und DA in Abbildung 5 alle die Linge v/2. Es gilt
némlich (v2)? + (v2)? = 22 = AC". Also s, = v/2. Der Umfang des 4-Ecks betriigt also

42 ~ 5.66.

Zudem gilt hy = g (in Abbildung 5 ist hy die Entfernung zwischen dem Mittelpunkt des
Kreises und dem Mittelpunkt der Strecke BC, diese ist offenbar die Hilfte von AB). Der
Flacheninhalt betragt also

84h4_4\/§\/§/2_
2 2 N

4 2.

Nun wollen wir rekursiv die Anzahl der Punkte des Ecks in jedem Iterationsschritt
verdoppeln. Wir betrachten also den Ubergang von einem 2"-Eck zu einem 2"'-Eck. Dies
ist in Abbildung 6 dargestellt. Sei in Abbildung 6 DE die Seitenlinge eines reguliren 2"-
Ecks, dann sind DB und BE die Seitenlingen regulirer 2" !-Ecken. Wir wollen nun einen
Zusammenhang zwischen den Lingen ssn := DFE und soni1 := DB = BE herstellen.
Dazu betrachten wir den Flicheninhalt des Dreiecks ADB. Wegen AB = 2 (Kreis ist
Einheitskreis) und der Tatsache, dass der Winkel bei D 90° betrégt, folgt mit dem Satz

von Pythagoras AD = \/4 — 55..1. Ebenso wegen ZDBA = 90° folgt

1
Fliche des Dreiecks ADB = 5521y [4— 52,1

Andererseits gilt

Flache des Dreiecks ADB = iﬁ .DE = %SQn.

und damit

Son+14/ 4 — S%n-H = Son. (]_2)

Nun méchte man natiirlich gegeben s2 die Zahl s3,,, ausrechnen. Also muss (1.2) nach
son+1 aufgelost werden. Quadriert man beide Seiten von (1.2) erhédlt man

2 2 2
32n+1 (4 - 32n+1) - 32n
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bzw.
4 2 2
32n+1 - 432n+1 _'_ SQn - O,

also eine quadratische Gleichung in s3,,,. Da s3,,, < 2 gelten muss, ist die eindeutige
Losung gegeben durch

s%nﬂ =2—4/4—s3, firallen>2

bzw.

Son+1 = /2 — /4 — 53, fiir alle n > 2.
Es gilt also

Sy = ,s&—¢2— z_Jz— V2, &NZVQ—M4—@—V6%:V2—V2+¢§

3322\/2—\/2+\/2+\/§
sgn:\/Z—\/2+...+\/§ mit n — 3 Pluszeichen

Man berechnet damit z.B.

s¢4 = 0.098135. ..
also gilt fiir den Umfang Ugy = 64 x 0.098135... = 6.28066 . .. also
T~ 3.14033
7 ist eine irrationale Zahl, fiir deren ersten zehn Nachkommastellen gilt
T = 3,1415926535 . ..

(keine Rundung). Wir haben uns 7 von unten angenédhert, indem wir 2"-Ecken in den
Einheitskreis einbeschrieben haben. Ahnlich kann man den Kreis mit regelméfiigen Viel-
ecken umschreiben, und erhélt einen Ndherungswert oberhalb von 7.

Andere (aus der Differential- und Integralrechnung stammenden) Moglichkeiten 7 zu
approximieren sind

Ty b 11

4 3 5 7 o
7T2—1+1+1+1+
6 32



Bemerkung 1.5. Allgemein ist bei der Berechnung von Ldngen durch Approximationen
jedoch Vorsicht geboten. Sei in Abbildung 7 AB = BC = 1. Aus dem Satz von Pythagoras
folgt, dass AC = \/2. Der kiirzeste Weg von A nach C hat also etwa die Linge 1.4142.
Wiirde man jedoch, um von A nach C zu kommen, entlang der eingezeichneten Treppe
laufen, dann wdre die Weglinge stets 2, egal wie fein die Treppenstufen gewdhlt wiirden.
Die Treppe ist bei immer kleiner werdenden Stufen beliebig nah an der Diagonalen, aber
die Lingen der Treppe und der Diagonalen unterscheiden sich signifikant voneinander.

Abbildung 5: Reguldres 4-Eck

1.3 Trigonometrische Funktionen

In der Analysis stellt es sich oft als zweckméflig heraus, Winkel nicht in Grad sondern
im Bogenmafl zu gemessen. Das Bogenmaf} eines Winkels ist die Lénge des Bogens, der
von dem entsprechenden Winkel auf dem Einheitskreis erzeugt wird. Wir werden sehen,
dass die Ableitung der Sinusfunktion die Cosinusfunktion ist, wenn man das Bogenmaf}
eines Winkels in die beiden Funktionen einsetzt. Bei einer anderen Skalierung wiirde ein
zusitzlicher Vorfaktor ins Spiel kommen.

Es gelten z.B. folgende Umrechungen

360° entspricht 2w
180° entspricht =
90°  entspricht /2
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Abbildung 6: Zusammenhang zwischen son und sgn+1

AN

A —

Abbildung 7: Approximation des kiirzesten Weges von A nach C' ?

Die Umrechnung von Grad in Bogenmafl und umgekehrt ist also

o

Q@ entspricht a1z Einheiten im Bogenmall
¢ Einheiten im Bogenma$l entsprechen (gpm)o

™

In einem rechtwinkligen Dreick ist der Sinus eines Winkels o (angegeben im Bogen-
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maf}) definiert als der Quotient
Gegenkathete  die a gegeniiberliegende Kathete

Hypotenuse Hypotenuse

Die abkiirzende Schreibweise lautet sin(c).
Der Cosinus eines Winkels « (angegeben im Bogenmaf) ist definiert als der Quotient

Ankathete  die a anliegende Kathete
Hypotenuse Hypotenuse '

Die abkiirzende Schreibweise lautet cos(«).
Der Tangens eines Winkels « ist definiert als

Gegenkathete
Ankathete

Die abkiirzende Schreibweise lautet tan(«).

Mit den Bezeichnungen aus Abbildung 8 folgt aus dem Strahlensatz

BA —
0A 0C
und damit C'D = tan(a). Also
tan(a) = sm(a)'
cos()

Offenbar lassen sich sin, cos, tan nicht nur fir Winkel zwischen 0 und 7/2 (d.h. zwischen
0° und 90°), sondern zunéchst fiir alle Winkel bis 27 (also 360°) definieren. Bei Winkeln
grofler als 27 durchléduft man den Einheitskreis einfach mehrfach. Sinus und Cosinus sind
daher 2m-periodisch, d.h.

sin(a + 27) = sin(a) und  cos(a + 27) = cos(a) Va € R.
Allgemein heifit eine Funktion f p-periodisch fiir p € R, wenn
f(x+p)=f(z) VreR.
Fiir eine p-periodisch Funktion gilt damit
flx+np)=f(z) VeeR, nelZ.
Des weiteren gilt sin(0) = 0, sin(r/2) = 1,
sin(—a) = —sin(a) und cos(—a) = cos(a) Va € R.

Die Cosinusfunktion geht aus der Sinusfunktion hervor, indem man diese um 7/2
verschiebt, d.h.

cos(a) = sin(a + 7/2).
Aus dem Satz des Pythagoras folgt
sin?(a) + cos®*(a) = 1. (1.3)
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sinus(a)| |\ tan(a)

0 cos(a) A [C

Abbildung 8: Sinus, Cosinus und Tangens

Satz 1.6 (Cosinussatz). Mit den Bezeichnungen aus Abbildung 9 gilt
& = a® + b* — 2abcos(7)

(Da es sich um ein beliebiges Dreieck handelt, diirfen die Bezeichnungen vertauscht wer-
den, und es muss entsprechend b? = a® + ¢* — 2accos(B) und a®> = b* + ¢* — 2bccos(a)
gelten,).

Beweis. Wir werden hier nur den Fall v < 90° beweisen. Der Fall v > 90° ist dhnlich und
wird in den Ubungen behandelt. Wie in Abbildung 9 ist A das Lot vom Punkt B auf die
Strecke b (h steht also senkrecht auf b). In der Abbildung ist v < 90°. Der Fall v = 90°
ist der Satz des Pythagoras und damit bereits bewiesen. Es gilt by = a cos(vy). Aus dem
Satz des Pythagoras folgt

A =b2+h?
und

h* = a* — b3
Alles zusammen ergibt

A = b+ A
= (b—by)? +a® — b
b* — 2bby + by + a® — b}
b* — 2bby + a®
= a? 4+ b* — 2abcos(y).
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Abbildung 9: Beweis des Sinus- und des Cosinussatzes

Satz 1.7 (Sinussatz). Mit den Bezeichnungen aus Abbildung 9 gilt

sin(a) _ sin(f) _ sin(7)
a b c

Beweis. Wie in Abbildung 9 ist A das Lot vom Punkt B auf die Strecke b. h steht also
senkrecht auf b. Es gilt h = c¢sin(«). Damit ist der Fldcheninhalt des Dreiecks

1 1

§bh = §bcsin(a).
Nun kann man den Fléacheninheit des Dreiecks analog ausrechnen, indem man A auf a
oder C' auf ¢ projeziert, was u.a. zu den Ausdriicken zabsin(y) und scasin(f) fiihrt. Es
muss daher

1. 1 . 1
ébcsm(a) = éabsm(v) = 5ca sin(5)
gelten. Teilt man nun durch das Produkt abc folgt die Behauptung. O
Satz 1.8 (Additionstheoreme). Fiir alle Winkel o, B gilt
sin(a + ) = sin(«) cos(f) + cos(a) sin(S) (1.4)
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und
cos(a + ) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(5). (1.5)
Auflerdem gelten die Halbwinkelformeln
1 —cos(a) = 2sin*(a/2) und 1+ cos(a) = 2cos?(a/2).

Beweis. Der Beweis ergibt sich aus Abbildung 10. Der Punkt B auf der Strecke 0C ist
dadurch definiert, dass die Strecken 0C' und @B senkrecht aufeinander stehen. Daraus
folgt, dass die beiden mit o bezeichneten Winkel tatsdchlich miteinander iibereinstimmen.
Da sich die Winkel jedes Dreiecks zu 180° addieren gilt ndmlich

B+ (v+a)+90° = 180°
und
(v +B) +~v+90° = 180°,

was & = « nach sich zieht (dabei wird der neben v liegende Winkel zunéchst mit a be-
zeichnet).

Es gilt nun

sinfa + 8) = QR = QA+ AR.
Fiir die Léngen der Teilstrecken QA und AR gilt
QA = cos(a)QB = cos(a) sin(B)
und
AR = BS = sin(a)0B = sin(a) cos(f).
Insgesamt folgt
sin(a + ) = cos(a) sin(B) + sin(a) cos(B).
Des weiteren gilt
cos(a + ) = 0R
und
0S = cos(a)0B = cos(a) cos(B)
sowie
RS = AB = sin(a)QB = sin(a) sin(B).
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Insgeamt folgt
cos(a + ) = cos(a) cos(f) — sin(a) sin(53).

Schliefllich folgen aus (1.5) und (1.3) die Halbwinkelformeln. Setzt man fiir o und S
in (1.5) jeweils /2 ein, dann gilt ndmlich

2 sin?(ar/2) = sin(a/2) + 1 — cos®(a/2) Wy cos(a/2 4+ a/2) =1 — cos(a)

und

2 cos?(a/2) (L) cos?(a/2) 4+ 1 — sin®*(a/2) (L) cos(a/2 +a/2)+1 =1+ cos(a).

P

Abbildung 10: Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus

2 Folgen und Reihen

Definition 2.1. Unter einer Folge reeller Zahlen versteht man eine Abbildung N — R,
die jedem n € N ein a, € R zuordnet. Wir schreiben (a,)nen. an werden Folgeglieder
genannt.

Beispiele 2.2. a, = %, n €N, d.h. (ay)neny = (1, %, %, .. )

ap=(—1)", neN, d.h. (ap)peny = (—1,1,—1,...).

Rekursiv definierte Folgen: Folge der Fibonacci-Zahlen, a; := 0, as := 1 und a,, :=
Ap_1 + an_o fiir n > 3. Dies ergibt (ay)nen = (0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,...). Benannt ist

sie nach Leonardo Fibonacct, der damit 1202 das Wachstum einer Kaninchenpopulation
beschrieb.

15



Definition 2.3. Fine Folge (a,)nen heifit konvergent gegen a, wenn sich die Folgeglie-
der a,, fir ,,grofie” n , kaum” noch von a unterscheiden. Mathematisch:

Zu jeder vorgegebenen Fehlerschranke ¢ > 0 existiert ein n. € N, so dass fiir alle
n > ne gilt la, — a| < e. Dabei ist der Absolutbetrag einer reellen Zahl x definiert als

o] o= x  firx>0
|l -z firz <0

Oder aquivalent: Fiir jedes € > 0 gilt
la, —a| < e fir alle n bis auf hochstens endlich viele.
Wir schreiben dann

a, —>a, n—o0o oder lima,=a
n—oo

Wenn es ein a € R gibt, so dass die Folge (a,)nen gegen a konvergiert, nennt man die
Folge konvergent, andernfalls divergent. Die Zahl a wird Grenzwert der Folge (a,)nen
genannt.

n. darf offenbar von der Wahl von € > 0 abhéngen. I.d.R. muss man n. immer gréfer
wihlen, wenn die erlaubte Abweichung ¢ immer kleiner wird.
Fiir alle reellen Zahlen a, b gilt die Dreiecksungleichung

la+ b < la|] + |b|. (2.1)

Satz 2.4 (Eindeutigkeit des Grenzwertes). Wenn eine Folge (a,)nen sowohl gegen a € R
als auch gegen b € R konvergiert, dann gilt a = b.

Bemerkung 2.5. Satz 2.4 rechifertigt erst die Schreibweise lim,, . a, = a.

Beweis von Satz 2.4. Seien a,b € R Grenzwerte, gegen die die Folge (a,),en im Sinne von
Definition 2.3 konvergiert. Wir werden nun durch Erzeugung eines Widerspruch beweisen,
dass a und b gleich sein miissen.

Annahme: a # b. Definiere € := @ Es gilt € > 0 und nach Voraussetzung existieren
natiirliche Zahlen mq, ms, so dass

la, —al < e fiir alle n > my und la, —b] < e fiir alle n > ms.

Fiir m := max(mi, mz) gilt also sowohl |a,, —a| < € als auch |a,, — b < e. Mit der
Dreiecksungleichung (sieche Ubungsaufgabe 3) folgt
|b—al>0

2
|b—a|§\am—a\+\b—am|§5+5:25:§\b—a\ < |b—al,

was offenbar ein Widerspruch ist. O
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Definition 2.6 (Bestimmte Divergenz gegen +00). Fine Folge (a,)nen heift bestimmt
divergent gegen +o0o, wenn zu jedem K € R ein ng € N existiert, so dass fiir alle
n > ng gilt a, > K (oft schreibt man einfach oo statt +00).

Analog heifit (a,)neny bestimmt divergent gegen —oo, wenn zu jedem K € R ein
nx € N existiert, so dass fir alle n > ng gilt a, < K.

Wir schreiben

a, — +0o0, n—oo oder lim a, = -+00
n—oo

bzw.

a, — —00, n — oo oder lim a, = —00
n—oo

Bemerkung 2.7. FEine ,,bestimmt divergente” Folge wird manchmal auch ,,uneigentlich
konvergent” genannt.

Definition 2.8. Eine Folge (a,)nen heifit nach oben beschrinkt, wenn ein K € R
exisitert mit a, < K fir alle n € N und nach unten beschrénkt, wenn entsprechend
an > K fiir ein K € R und alle n € N. Eine Folge, die sowohl nach oben als auch nach
unten beschrdankt ist, heifst beschrankt.

Satz 2.9. Seien (ay)nen und (by,)nen konvergente Folgen. Dann gilt folgendes
(i) Auch die Folge (¢p)neny mit ¢, := ap + by, ist konvergent und es gilt

lim (a, + b,) = lim a, + lim b,.

n—oo n—oo n—oo

(ii) Auch die Folge (¢p)nen mit ¢, := ayb, ist konvergent und es gilt

lim (a,b,) = (lim an> (lim bn> )

n—o0 n—o0 n—0o0

(iii) Wenn b, # 0 und lim,_, b, # 0, dann ist auch die Folge (c,)nen mit ¢, := .
konvergent und es gilt

n LMy, o0 an

Beweis. Zu (i): Bezeichne a den Grenzwert der Folge (a,)neny und b den Grenzwert der
Folge (b,)nen. Wir geben uns eine Fehlerschranke € > 0 vor und méochten zeigen, dass fiir
,,grofie” n gilt |a, + b, — (a+b)| < e. Damit wire dann gezeigt, dass a + b der Grenzwert
der Folge (a, + by )nen ist.

Nun wissen wir aber aus der Konvergenz von (a,)neny gegen a und (b,),en gegen b,
dass es n./; und n. /o gibt mit

la, —al < fiir alle n > n. /s (2.2)

€
2
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und

|b, — b| < fiir alle n > n./s. (2.3)

N ™

Aus (2.2), (2.3) und der Dreiecksungleichung (2.1) folgt

(2.1)
la, + b, — (a+b)| < |a,—a|+|b,—b < % + % = ¢ fiir alle n > max (ney2, niej2) -
(ii) und (iii): Ubungsaufgabe. O

Man kann konvergenzartiges Verhalten einer Folge auch ohne Zuhilfenahme eines
Grenzwertes formulieren. Hierfiir fithren wir den Begriff der Cauchy-Folge ein.

Definition 2.10. Eine Folge (a,)nen heifit Cauchy-Folge, wenn sich die Folgeglieder a,,
fir ,,grofie” n , kaum” noch voneinander unterscheiden. Mathematisch:

Zu jedem € > 0 ezistiert ein n. € N, so dass fir alle n,m > n. gilt |a, — ap| < e.
Satz 2.11. Konvergiert die Folge (a,)nen gegen ein a, dann ist (a,)nen €ine Cauchy-Folge.

Beweis. Sei ¢ > 0. Nach Voraussetzung existiert zu § > 0 ein n = n(e/2) € N mit

lan, — a| < £ fiir alle n > 7. Damit folgt wieder aus der Dreiecksungleichung

3

£
|an_QM|§|an_a|+|a_QM|§§+2

=g, firallen,m >n.

Also ist (ay)nen eine Cauchy-Folge. O

Die Umkehrung des Satzes, also die Aussage ,.jede Cauchy-Folge konvergierte
gegen eine Zahl”, erscheint auch plausibel: fiir grofle n héiufen sich die Folgeglieder a,,
mit m > n in immer kleineren Intervallen. Die Umkehrung beruht jedoch darauf, dass
der Zahlenbereich, anschaulich gesprochen, keine ,,Liicken” hat. In der Elementarmathe-
matik I wurde eine Definition der Menge der reellen Zahlen R angegeben und es konnte
gezeigt werden, dass R keine Liicken hat, d.h. in R gibt es zu jeder Cauchy-Folge einen
Grenzwert. Diese wichtige Eigenschaft nennt man im Fachjargon Vollstandigkeit. Wir
werden die Vollstéandigkeit von R im Folgenden &fters benutzen.

Definition 2.12 (Intervalle). Sei a < b. Intervalle sind definiert als folgende Mengen

[a,b] ;={x € R | a<x<b} abgeschlossenes Intervall
(a,b) :={reR | a<z<b} offenes Intervall

[a,b) ={z €R | a<z<b}

(a,b] = {zreR|a<az<b} } halboffene Intervalle
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Definition 2.13. Sei (a,)nen eine Folge und
ny <ng <ng<...
eine aufsteigende Folge natirlicher Zahlen. Dann heifit die Folge

(ank)keN = (anla Apyy Qpgy - - - )
Teilfolge der Folge (a,)nen-

Eine Teilfolge entsteht also aus einer Ausdiinnung der urspriinglichen Folge, bei der
unendlich viele Folgeglieder iibrig bleiben.

Beispiel 2.14.

1 1 1 1 1 1
(17_71717_717_7171717_717171717_71717171717_7"')
2 3 4 5 6 7

111111
Teilfolge = (=, =, =, =, =, = .
ezfoge (273747576777 )
Definition 2.15 (monotone Folgen von reellen Zahlen).

a; <as <az <... monoton wachsende Folge

a < as < ag < strikt monoton wachsende Folge
ay > as > asz > ... monoton fallende Folge

a; > as > as > strikt monoton fallende Folge

Satz 2.16. Jede monoton wachsende (oder monoton fallende) und beschrinkte Folge ist
konvergent.

Beweis. Sei (a,)nen €ine monoton wachsende und beschriankte Folge. Wir mochten zeigen,
dass eine solche Folge eine Cauchy-Folge (vgl. Definition 2.10) sein muss. Wegen der
Vollstédndigkeit von R wiirde dann ein a € R existieren, gegen das die Folge konvergiert.

Widerspruchsannahme: (a,),cn ist keine Cauchy-Folge.

Damit gibt es ein € > 0, so dass es fiir jedes n; ein Paar (nq, ng) gibt mit n; < ny < ng
und |an, — an,| > €. Aus der Monotonie folgt a,, > a,, +¢ > a,, + . Damit lasst sich
sukzessive eine Teilfolge (a,, )ren konstruieren mit my := 1 und a,,, > am, + € fiir
alle k € N. Es folgt a,,,,, > a1 + ke fiir alle £ € N. Dies ist aber ein Widerspruch zur
Beschranktheit von (a,)nen. Es folgt, dass (a,).en eine Cauchy-Folge sein muss.

Fiir monoton fallende Folgen geht der Beweis vollig analog. Es wird dann im Wider-
spruchsbeweis eine Teilfolge konstruiert mit a,, ,, < dm, — €. O

Beispiel 2.17 (Darstellung von Zahlen am Computer). Sei 21, 22, 23, . . . eine Ziffernfolge
mit z; € {0,1,...,9} und 29 € Ny. 21, 29, 23, ... geben die Nachkommastellen einer reellen
Zahl an. Wir betrachten die Folge von Dezimalbriichen

Ay = Z20,R172223 ...2p ‘= 20 + Z zk107k7 <24>
k=1
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die durch Abbruch nach der n-ten Nachkommastelle enstehen. Offenbar ist die Folge (ay,)nen
in (2.4) monoton wachsend und durch zo + 1 beschrankt (es gilt namlich a, < zo +
0.999...9). Aus Satz 2.16 folgt die Existenz eines Limes lim, . a, in der Menge der

n mal
reellen Zahlen. Diesen Limes schreibt man als zy, z12923 ... (nicht abbrechend).

2.1 Reihen
Folgen sind oft durch Summen gegeben, d.h.

n
= § Tk,
k=1

Solche Folgen nennt man Reihen. Fiir festes n € N heifit ) ,_, x; eine Partialsumme.
Wenn die Reihe Y7, zy, fiir n — oo konvergiert oder bestimmt divergiert dann bezeichnen
wir den Grenzwert mit Y, | g 1= lim, 00 Yy Tk

Satz 2.18 (Notwenige Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe). Wenn (3_;_; 1), cn
fiir n — oo konvergent ist, dann muss x,, — 0 fiir n — oo gelten.

Beweis. Wenn die Partialsummen )}, fiir n — oo konvergieren, miissen sie nach
Satz 2.11 eine Cauchy-Folge bilden. Dies impliziert, dass fiir jedes € > 0 ein n. € N
existiert, so dass fiir alle n > n. gilt

n+1

|Z{L‘k—2l‘k| <€

Wegen ZZ:} Tk — Y p_y Tp = Tny1 bedeutet dies aber, dass die Folge (2, )nen gegen Null
konvergiert. O

Bemerkung 2.19. Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht, d.h. im Allgemeinen

n
anO#Zxk%xfdreianR.

k=1
Dies zeigt Beispiel 2.22.
Beispiel 2.20 (Geometrische Reihe). Sei ¢ € (0,1). Es gilt

1—
Zq 1=¢"™ , VneN, (2.5)

und die Reihe (3" 5_o q")nen konvergiert mit

f:qk = 1% (2.6)

k=0 q
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(2.5) konnte man mit vollstindiger Induktion beweisen. Man sieht aber auch direkt, dass
A+g+@+ .+ - =1-q¢g+q-+ -+ .+ =" =1-¢""
Aus (2.5) folgt (2.6), da fiir q € (0,1) der Ausdruck ¢" fiir n — oo gegen Null geht.
Beispiel 2.21 (Renten). Wir betrachten eine n-jihrige Rente, die in m Jahren beginnt
und die am 1. Januar jedes Jahres X FEUR auszahlt. Sei i der jihrliche risikolose Zinssatz,
also z.B. i = 0.03 bei einer dreiprozentigen Verzinsung. Setze v := 1/(1414). Wie hoch ist

die Einmalzahlung B, die heute geleistet werden miisste, um die Rente zu erwerben ¢ Es
qgilt

m+n—1 1 m+n—1
B = — X = kX
LTt

Die Multiplikation mit v* nennt man Diskontierung der Auszahlung X auf den Zeitpunkt
0. Wiirde man den Betrag Xv* zum Zeitpunkt 0 anlegen, dann hitte man zum Zeitpunkt
k gerade den Betrag X. Mit (2.5) kann man schlieflen

1—o"

1—v

n—1
B = vaka =X
k=0

B wird als Barwert (zum Zeitpunkt 0) der Rentenzahlung bezeichnet.

Beispiel 2.22 (Harmonische Reihe). Die harmonische Reihe Y _ ¢ divergiert be-
stimmt gegen oo, d.h.

S
;= o0
k=1
Fiir jedes n € N gilt ndamlich
P DY SIS UL UL I
—~k ~k nt+tl n+2 2n = 2n
Also gilt
w2
k=1 k=1
—— =
=a2n =an
Es folgt

1
2 2 2 2
Damit divergiert die Teilfolge (agm )men bestimmt gegen 0o. Da (ay,)neny monoton wachsend
ist, gilt

1 1 1 m
QQmZCLQm—1+§Za2m—2+—+ >...2a+m-—=1+—, VmeN.

Gy > agm  fiir alle n > 2™.

Damit folgt, dass auch a, — oo fiir n — oo.
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Satz 2.23. Seir € R. Fiir r > 1 konvergiert die Reihe (3_;_, 7= )nen, d.h.
T
kr
k=1
Beweis Wir beweisen die Konvergenz indem wir zeigen, dass die Partialsummen durch
= beschréinkt sind (man beachte, dass 7 = 1 ausgeschlossen ist !). Sei N € N beliebig

vorgegeben. Es existiert ein m € N mit N < 2™+ — 1. Damit gilt mit der Zusammenfas-
sung der Summanden bis zu néchsten Zweierpotenz

am+l_q 1
ay < =
k=1
am+l_j
1 1 1

- 1 R ] il

+<2r+3r)+ +<n¥n n)
= —

1=0 n=2°

IN

2.
—
2| =
~—

3

A
5
|

(2.6) 1

Fiir die zweite Ungleichung wird jede Teilsumme durch das Produkt aus der Anzahl der
Summanden der Teilsumme und dem grofiten Summanden der Teilsumme nach oben
abgeschétzt. O

2.2 Mittelbildungen und gerechte Noten

Seien x1,Ts, ... ,x, reelle Zahlen — etwa Noten eines Schiilers aus verschiedenen Klausu-
ren. Es gibt verschiedene Moglichkeiten, diese Zahlen zu mitteln
Arithmetisches Mittel A(zy,...,z,) = IR ]

Fiir zq,... ,x, > 0 definiert man

Geometrisches Mittel G(zy,...,2,) = {/x1-... 2,
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Das geometrische Mittel ist eine addquate Mittelung von Wachstumsfaktoren. Neh-
me an, ein Bestand vermehrt sich im k-ten Jahr um den Faktor xp — 1, d.h. der Wachs-
tumsfaktor im k-ten Jahr betriagt x;. Nach n Jahren ist der Bestand dann genauso stark
gewachsen als wenn er sich jedes Jahr um den Faktor G(z1,... ,z,) — 1 gewachsen wire,
d.h. der jéhrliche Wachstumsfaktor jedes Jahr G(xzy,... ,x,) betragen hitte.

1

) )
n ZZ:I zr
Das harmonische Mittel ist z.B. bei Geschwindigkeiten ein sinnvoller Durschnittswert.
Nehme etwa an, ein Auto hat n Streckenstiicke der Lange s zu iiberwinden und féhrt im
k-ten Streckenstiick mit der Geschwindigkeit zj. Die Durchschnittsbeschwindigkeit der
Fahrt betrégt dann H (1, ... ,x,). Fir das k-te Streckenstiick braucht das Auto namlich
ty = s/xy Zeiteinheiten, da die Geschwindigkeit als x = s/t definiert ist. Damit braucht
das Auto fiir die Gesamtstrecke, die die Lange n - s hat, Y ;_, s/x, = s> ;1 1/xy Zeit-
einheiten.

Harmonisches Mittel H(zy,...,x,):= fir zq,...,x, > 0.

Alle drei Mittel haben die Eigenschaft, dass sie zwischen dem kleinsten und dem
grofiten xy, liegen (die Mittel sind monoton wachsend in jedem x und setzt man n-mal
die gleiche Zahl ein, kommt diese Zahl wieder heraus).

Satz 2.24. Fiir xq,... ,x, >0 gilt
Gy, xn) < Az, ..., 2p). (2.7)
Gleichheit in (2.7) gilt genau dann, wenn x1 = T3 = ... = x,.

Beweis. 1. Schritt: Zunéchst beweisen wir eine verwandte Aussage. Fiir alle n € N und

x1,...,T, > 0 gelten die beiden Implikationen
T+ ...ty =n — x1-...-x, <1 (2.8)
und
(x1 4+ ...+ 2, =nund z; # 1 fiir mindestens ein z;) = x1-... -z, < 1. (2.9)

Wir méchten die Aussage A(n)
(2.8) und (2.9) gelten fiir alle zq,... ,2, >0

durch vollstindige Induktion beweisen.
Induktions-Anfang n = 1: Fiir n = 1 ist die Aussage offensichtlich. Man beachte, dass

die linke Seite von (2.9) gar nicht auftreten kann. Damit ist die Implikation in jedem Fall
richtig !
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Induktions-Schritt: n ~ n + 1. Die Induktionsvoraussetzung ist, dass (2.8) und (2.9)
fir alle xy,...,z, gelten. Wir miissen zeigen, dass die Aussagen (2.8)/(2.9) fiir alle
Ti,...,Tpe1 gelten (man beachte, dass die Induktion nicht entlang einer festen Folge
X1, T, T3, ... durchgefithrt wird).

Seien xy, ..., T, > 0 mit
1+ ...+ T =n+1 (2.10)

1. Fall: Alle x; = 1. Hier ist 1 - ... - 2,41 < 1 offensichtlich, wihrend fiir (2.9) nichts
gezeigt werden muss.

2. Fall: x; # 1 fiir mindestens ein ¢ = 1,... ,n + 1. Nun muss ein z; strikt grofler
1 und ein anderes strikt kleiner 1 sein. Wir kénnen 0.B.d.A. (,,0hne Beschrankung der
Allgemeinheit”) annehmen, dass z,, = 1 + o und z,,1 = 1 — f mit a > 0, § € (0,1] (da
die Anordnung keine Rolle spielt). Definiere 7, := 1+ a — 8. Es gilt 7, > 1 — 5 > 0 und

(2.10)

T+ T+, =+ttt —1 =" n. (2.11)
Nun wenden wir die Induktionsvoraussetzung auf die n nichtnegativen Zahlen x+, ... ,z,_1, %,
an. Aus der Induktionsvoraussetzung und (2.11) folgt
Tl oo Tpy - Ty < 1. (2.12)
Des weiteren gilt
Tn=1l4+a—-p>1+a—-F—-af=(1+a)(l—p)=z,2,:1. (2.13)
Nimmt man (2.13) und (2.12) zusammen folgt
X1 e Ty Ty Tpg] <T1* e Tpo1-Tp <1 wenn xy >0,29>0,...,2,1>0
bzw.
T+ ee Tpq Tp-Tp1=0<1 wenna; =0fireinie {l,...,n—1}.
Damit sind (2.8) und (2.9) fiir alle n € N bewiesen.
2. Schritt: Seien xy,...,x, > 0. Fir z; = 29 = ... = z,, = 0 ist (2.7) mit Gleichheit

offensichtlich. Wenn die z; nicht alle verschwinden, gilt aber z; + ... + z,, > 0. (2.8)
angewandt auf x,..., 7T, mit

ergibt

Ty T, <1 (2.14)



Aus (2.14) folgt

Loy < (u)
n

und damit (2.7). Wenn die z; nicht alle gleich sind, gilt ; # 1 fiir mindestens ein i =
1,...,n. (2.9) angewandt auf 7y, ... , T, ergibt

Ty Ty <1

und damit

(x1+...+xn>n
Ty < | —mMmM—=) .
n

Satz 2.25. Fiir xy,... ,x, >0 qilt
H(zy, ... xn) <Gy, ... xn) < Alxy, ..., 1). (2.15)
Gleichheit in (2.25) gilt genau dann, wenn x1 = T3 = ... = x,.

Beweis. Wegen Satz 2.24 miissen wir nur noch die erste Ungleichung in (2.15) zeigen.
Wenden wir Satz 2.24 nun auf die Zahlen

1 1 1
1 T In
an, dann folgt
v it D OP R (R
H(xy, ,Tg) M i’ 1 Ty,
und damit
1
H(xy, ,Tg) < - = = vy - x, = G(xy, , Tp,)
z1 Zn

Wenn es ¢, j gibt mit z; # x;, dann gilt auch mi #+ l% und mit Satz 2.24 folgt
i J

11 1 1
SN s
nk:lxk T Tn
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3 Stetige Funktionen

Wir betrachten im folgenden Abbildungen f : D — R mit D C R (d.h. jedes Element von
D ist auch Element von R). Solche Abbildungen nennt man auch Funktionen. D heifit
der Definitionsbereich von f. Oft stimmt er mit ganz R iiberein. Manchmal kénnen
Funktionen aber nicht iiberall definiert werden. Eine Funktion f wird oft auch mit x —
f(x) symbolisiert. Insbesondere wenn der Definitionsbereich der Funktion offensichtlich
oder nicht so wichtig ist. Zum Beispiel bezeichnet x — 2? die Funktion, die jeder Zahl ihr
Quadrat zuordnet.

Beispiel 3.1. D =R\ {0} und z — f(x) =1/z.

Definition 3.2. Fine Funktion f: D — R heifst injektiv, wenn fir alle x1, 1o € D mit
x1 # xo gilt, dass auch f(x1) # f(x9). [ heifit surjektiv, wenn es fir jedes y € R ein
x € D gibt mit f(x) =vy. f heifit bijektiv, wenn f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Definition 3.3. Sei A C D. Die Menge f(A) :={y € R | Es gibt ein x € A mit f(z) =y.}
bezeichnet man als das Bild der Menge A unter der Abbildung f.

Wenn f injektiv ist, kann man auf f(D) eine Umkehrabbildung f~!, wie folgt
definieren:

f1f(D) =D ywx, wobeix €D eindeutige Lisung der Gleichung f(x) =y ist.

Wenn f auch noch surjektiv, also insgesamt bijektiv ist, gilt f(D) =R, d.h. die Umkehr-
abbildung ist auf ganz R definiert.

Vorsicht: Man verwechsle die Umkehrfunktion nicht mit der Funktion z — ﬁ

Definition 3.4. Eine Funktion [ heifst

monoton wachsend, wenn f(x1) < f(xe) fiir alle z1 < x4
strikt monoton wachsend, wenn f(z1) < f(xe) fiir alle xy < xo
monoton fallend, wenn f(z1) > f(xe) fir alle x; < xo
strikt monoton fallend, wenn f(x1) > f(xe) fir alle x; < xo

Bemerkung 3.5. Eine strikt monton wachsende oder strikt monoton fallende Funktion
ist offenbar injektiv.

Definition 3.6 (Stetigkeit). Fine Funktion f : D — R ist im Punkt zo € D stetig,
wenn fir jede Folge (r,)neny aus D mit x, — x9, n — 00, auch die entsprechenden
Funktionswerte konvergieren, d.h.

f(zn) = f(xg), n — 0. (3.1)

f heifit stetig, wenn es in jedem Punkt xq € D stetig ist.
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Interpretation: Fiir alle z € D, die hinreichend nahe bei x liegen, miissen die Funkti-
onswerte f(x) beliebig nahe bei f(zg) liegen.

Man wire geneigt zu sagen: ,,Eine Funktion ist stetig, wenn man sie zeichnen kann,
ohne dabei den Stift absetzen zu miissen.” Bei den meisten Funktionen, denen man so
begegnet, ist diese Beschreibung von Stetigkeit sicher zutreffend. Allerdings gibt es auch
stetige Funktionen (im Sinne von Definition 3.6), die man {iberhaupt nicht zeichnen kann,
so dass diese Beschreibung als Grundlage einer formalen Definition von Stetigkeit unge-
eignet, ist.

Bemerkung 3.7. Mit Satz 2.9 wissen wir bereits, dass die Summe und das Produkt zweier
stetiger Funktionen wieder stetige Funktionen sind. Zudem sind alle Polynome f(x) =

Sl aga® stetig.

3.1 Zwischenwerte und Fixpunkte

Satz 3.8 (Zwischenwertsatz). Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann gibt es zu
jedem z zwischen f(a) und f(b), d.h. fir f(a) < z < f(b) bzw. f(b) < z < f(a), ein
xo € [a,b] mit f(xg) = .

Beweis. Der Beweis beruht auf einer sukzessiven Intervallhalbierung. Das Startintervall
ist [a1,b1] mit a; := @ und by :=b. O.B.d.A. f(a) < f(b), also z € [f(a), f(b)]. Ausgehend
vom n-ten Intervall [a,, b,] wird das néchste Intervall [a, 1, b,11] wie folgt definiert.

an+bn an+bn <
an+1::{ g wenn [ (50) < 2

a, sonst

und

by = { by, wenn f (W) <z

antbn  gongt
2

(@n)nen und (by,)nen sind so konstruiert, dass

flan) <z < f(b,), VYneN. (3.2)

Des weiteren gilt

IN

a; < azx < as
und
by >by>bs > ... .

Da zudem die Folgen nach unten durch a und nach oben durch b beschréinkt sind, folgt mit
Satz 2.16, dass die Limiten lim,,_,. a, und lim, _,. b, existieren. Des weiteren folgt aus
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bps1—ani1 = 2(bp—ay) = 1(by_1—an_1) = ... = 27"(b—a), dass die Differenzenfolge (b,—
an)nen gegen 0 konvergiert. Mit Satz 2.9 folgt

lim b, = lim (a, + b, — a,) = lim a, + lim (b, — a,) = lim a,,
n—o00 n—o00 n—o00 n—00 n—oo

d.h. die Folgen (a,)neny und (b, ),en konvergieren gegen ein gemeinsames xg € [a, b]. Wegen
der Stetigkeit von f zieht dies

flan) = f(xo) und f(bn) — f (o) (3-3)

nach sich. (3.2) impliziert jedoch, dass lim, , f(a,) < z und lim, o f(b,) > z, was
zusammen mit (3.3)

flxo) =2
ergibt. O

Satz 3.9 (Fixpunktsatz). Jede stetige Abbildung f : [a,b] — [a,b] eines abgeschlossenen
Intervalls in sich selber besitzt einen Fixpunkt, d.h. ein xq € [a,b] mit f(zo) = xq.

Beweis. Wir betrachten die Funktion ¢ : [a,b] — R mit g(x) := f(z) — z. g ist stetig und
wegen f(z) € [a,b] fir z € {a,b} gilt

g(a) = f(a) =a =0

und

g(b) = f(b) =b <0.

0 liegt also zwischen g(a) und ¢(b) (nicht notwendigerweise strikt dazwischen; der Fall,
dass g(a) = g(b) = 0 ist nicht ausgeschlossen). Eine Anwendung des Zwischenwertsatzes
liefert die Existenz eines zg € [a, b] mit g(zo) = 0 und damit f(zq) = . O

Bemerkung 3.10. Fizpunkte von Abbildungen spielen in der Mathematik eine wichtige
Rolle. Man stelle sich etwa eine Folge (ay,)nen vor, die rekursiv durch die Vorschrift
ant1 = f(an)

(und einem Startwert a; ) gegeben ist. Wenn die Folge gegen eine Zahl a konvergiert
und die Abbildung f stetig ist, dann muss a ein Fixpunkt von f sein, d.h.
f(a) = a. Dies sieht man daran, dass bei Stetigkeit von f und Konvergenz von (an)nen
auch die Folge (f(ay))nen konvergiert und den Grenzwert

lim f(a,) = f(lim a,) = f(a)

n—o0 n—oo

besitzt. Andererseits konvergiert die Folge (f(an))nen wegen f(a,) = an+1 auch gegen a
(eine um eine Periode verschobene Folge behdlt ihren Grenzwert) und es folgt f(a) = a.
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Die Fixpunkte sind also die Gleichgewichtspunkte, bei denen die Bewegung des Systems
zum Erliegen kommt.

Allerdings folgt aus der Existenz eines Fizpunktes einer (stetigen) Funktion f noch
nicht, dass die Folge ani1 := f(ay) tatsichlich konvergiert (wenn nicht schon der Start-
wert ay ein Fizpunkt ist). Betrachte etwa f(x) = 1 — z. Fir jeden Startwert ay ist die
Folge gegeben durch

(a1,1 —ay,a1,1 —aq,...)

Diese Folge konvergiert dann und nur dann, wenn 1 — ay; = ay, also a; = % Auflerdem
beachte man, dass eine Funktion auch mehrere Fizpunkte haben kann.

Bemerkung 3.11. Offenbar kann in Satz 3.9 das abgeschlossene Intervall [a,b] nicht
einfach durch ein offenes Intervall (a,b) ersetzt werden. Die Abbildung f: (0,1) — (0,1)
mit f(x) = x? ist stetig, besitzt aber keinen Fizpunkt. x> = x ist ndmlich dquivalent
2u v = 0 oder x = 1 und die Randpunkte sollen nicht mehr zum Definitionsbereich der
Abbildung gehoren.

3.2 Berechnung der Quadratwurzel

Fiir eine reelle Zahl x > 0 ist die Quadratwurzel \/z := ¥z als die eindeutige positive
Losung der Gleichung

v =z (3.4)

definiert. /7 ist also die Zahl, die mit sich selber multipliziert werden muss, um den Wert
x zu ergeben. Nach dem Zwischenwertsatz angewandt auf die stetige Abbildung y + y?
existiert eine solche Zahl. Wegen 2% — y? = (2 4+ y)(z — y) kann es nicht zwei positive
Losungen z # y von Gleichung (3.4) geben (also Eindeutigkeit).

Wie kann man /z berechnen ? Eine Moglichkeit soll hier beschrieben werden. Offenbar
ist a genau dann die Quadratwurzel von z > 0, wenn a = £. Fiir a # £ liegt /z stets
zwischen a und 7. Fir a < 7 gilt @ < /& und damit § > 2= = /z. Fiir a > 7 gilt
entspﬁechend a > +/r und damit £ < % = /. Es liegt also nahe, dass das arithmetische
Mitte

a = L (a+x>
2 a

eine bessere Ndherung fiir \/x ist. Durch hiufiges Wiederholen dieser Prozedure kann man
also hoffen, die Quadratwurzel von x ndherungsweise berechnen zu kénnen. Dass dies in
der Tat so ist, besagt der folgende Satz.

Satz 3.12. Seien x > 0 und a; > 0 reelle Zahlen. Die Folge (a,)nen sei durch

1
An+1 ::_(an+£)a TLGN,

2 an

rekursiv definiert. Dann gilt a,, — \/x fiir n — oo.
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Beweis. 1. Schritt: Zunéchst mache man sich klar, dass a,, > 0 fiir alle n. Man teilt also
niemals durch die Null. Das arithmetische Mittel zweier echt positiver Zahlen ist echt
positiv. Damit folgt die Aussage aus einer Induktion nach n.

2. Schritt: a,1 ist das arithmetische Mittel von a,, und . Dieses ist nach Satz 2.24
grofler als das geometrische Mittel dieser beiden Zahlen. Letzteres ist aber

,/ani =z
Qp,

al, >z Yné€N (3.5)

Also gilt a1 > v/x bzw.

(also spétestens ab dem zweiten Folgeglied ist die Folge oberhalb von /).

3. Schritt: Es gilt

1 1 1 (3.5)
Unt1 = 5 (an+ﬁn) =ant 3 (—an+ax—n) :an+%(—ai+x) < a,, Vn>2.
Die Folge ist also spétestens ab n = 2 monoton fallend. Da sie nach unten durch 0

beschrankt ist, ist sie wegen Satz 2.16 konvergent. Der Grenzwert lim,,_,. a, =: a muss
nach Bemerkung 3.10 ein Fixpunkt der Rekursion sein, also

1( +x)
a=-la+—
2 a

Dies ist aber dazu dquivalent, dass a = /z. O

3.3 Exponential- und Logarithmusfunktion

Fiir ein beliebiges a € R und n € N definiert man

a*:=g-a-...-q (3.6)

n mal

Fiir a # 0 und n € Z definieren wir

a"  fiir n > 1 wie in (3.6)
firn =20
fiir n < —1 Nenner wie in (3.6)

Q
S

i

—_

a‘n‘

Fir a > 0 und ¢ € Q mit ¢ = n/m, n € Z, m € N, wobei n und m teilerfremd,
definiert man dann

a? = Va" := (a”)l/m = eindeutige positive Losung y der Gleichung y™ =
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a™™ ist also die Zahl, die man m-mal mit sich selber multiplizieren muss, um den Wert

a™ zu erhalten.

Damit sind Potenzen fiir alle rationale Exponenten definiert. Nun miisste man nur
noch die auf QQ definierte Abbildung ¢ — a? auf ganz R , fortsetzen”. Da jede reelle
Zahl r ein Grenzwert einer Folge (g,)nen rationaler Zahlen ist und a? bereits definiert
ist, erscheint dies machbar zu sein. Wie das genau geht, ist in Abschnitt B.2 beschrieben.
Aus Zeitgriinden werden wir das aber in dieser Vorlesung nicht machen.

Es reicht also vollsténdig aus, sich a” fiir rationale Exponenten x vorzustellen und
anzunehmen, dass die ,,Liicken” stetig geschlossen werden.

Definition 3.13 (Exponentialfunktion). Sei a > 0. Die Exponentialfunktion exp, ist
definiert durch

xT

exp, : R = R, z +— exp,(z) = a”.

Sei a > 0 und a # 1. Die Funktion exp, : R — R, = + a” ist fiir @ > 1 streng monoton
wachsend und fiir @ < 1 streng monoton fallend. Damit ist sie injektiv. Jeder Wert strikt
zwischen 0 und oo kann angenommen werden. exp, besitzt also eine Umkehrabbildung
auf Rug:={z € R |z > 0}.

Es gelten die Potenzgesetze
a* =a"a?, o =(a")’ und (ab)® =a"b*, Va,b€ R.g,z,y €R.

Definition 3.14 (Logarithmusfunktion). Sei a > 0 und a # 1. Die Funktion log, ist
definiert als die Umkehrabbildung der Funktion exp,. Also:

log, : Rog = R, z —log,(z) =y mity € R eindeutige Lisung der Gleichung exp,(y) = x

log, (x) wird Logarithmus von x zur Basis a genannt.
log,(x) ist also die Zahl, mit der man a hochnehmen muss, um x zu erhalten.

Satz 3.15. Seien a,b,z,y > 0 und a,b # 1. Es gilt
log,(xy) = log,(x) +log,(y) und log,(z") = ylog,(z).
Die Potenzgesetze drehen sich also gerade um.

Beweis. Es gilt
aloga(:v) — 1+ und ak’ga(y) =. (37)

Mit den Potenzgesetzen folgt

Ty = 1084 (@) jloga(y) — loga(z)+log,(y)
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Also ist log,(z) + log,(y) die Zahl, mit der man a hochnehmen muss, um xy zu erhalten,
d.h. log,(z) + log,(y) = log,(zy).

Aus (3.7) und den Potenzgesetzen folgt

¥ — (aloga(r))y — q¥1oga(2)

Also log,(zY) = ylog,(x). O

Basiswechsel:

Nehme an, wir haben die Zahl log, (x) berechnet und wollen daraus log,(x) bestimmen
(Basiswechsel). Es gilt

log,(r) = 1Ogb(a10ga(ar)) SatZ:3_15

log, (x) logy(a).

Die Funktionen x — log,(x) und x — log,(z) unterscheiden sich also ,,nur” um eine
Konstante. Deshalb spricht man auch oft von der Logarithmusfunktion, obwohl man ei-
gentlich zu jeder Basis eine andere Funktion erhélt. Eine in der Praxis wichtige Basis ist
10. Es gibt die Bezeichnung lg := log,,. Es gilt z.B. 1g(1000) = 3. lg gibt also etwa die
Vorkommaziffern einer Zahl im Dezimalsystem an. Eine in der Theorie wichtige Basis ist
die Eulersche Zahl e, die wir spéater kennenlernen werden.

Wenn beide Basen a und b strikt gréfer als 1 sind, dann ist der Umrechnungsfak-
tor log,(a) positiv. Die iiblichen Basen (10 und e) sind strikt grofler als 1.

3.4 Die geheimnisvolle Sparkasse ¢

Das Kapital K > 0 werde festverzinslich zum Jahreszinssatz p > 0 bei einer Bank angelegt.
p = 0.04 wiirde bedeuten, dass die Zinszahlung nach einem Jahr 4% des eingesetzen
Kapitals betrédgt. Nach einem Jahr betrigt also das Guthaben

K (1+p)

Bei einer anderen Bank bekomme man stattdessen einen halbjéhrlichen Zinssatz von p/2
Prozent auf das gesparte Kapital. Nach einem Jahr betrigt das Kapital dann

P\ 2
“(1+3)
* 2
(Das Gutachten nach einem halben Jahr betrégt K (14p/2) und wird im zweiten Halbjahr
nochmal mit p/2 verzinst). Offenbar ist das Angebot der zweiten Bank lukrativer, da der
Zinsgewinn K% aus dem ersten Halbjahr im zweiten Halbjahr verzinst wird. Der Zinsge-

winn aus der ersten Jahreshélfte tragt also zum Zinsgewinn in der zweiten Jahreshélfte
bei. Dies nennt man Zinseszinseffekt. Bei einer jahrlichen Verzinsung wird dagegen nur
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das Startkapital K verzinst. Allgmein: bei n unterjahrlichen Verzinsungen, jeweils zum
Zinssatz p/n, betragt das Guthaben zum Jahresende

K(1+2) (3.8)
n
(n = 12 monatliche Verzinsung, n = 365 téglich, n = 525600 miniitlich). Wegen des
Zinseszinseffektes ist das Guthaben (3.8) offenbar strikt monoton wachsend in n. Um dies
allgemein zu beweisen, muss man etwas rechnen. Betrachtet man nur alle Zweierpotenzen
n=1,2,4,8,... ist die Aussage recht offensichtlich. Fiir n € N gilt ndmlich

P\ p\2\" p . p*\" p\"
(+2n ( + o ) <+n+4n2) > (14

Des weiteren wollen wir zeigen, dass die Folge (3.8) nach oben beschrinkt ist (was erst-
mal nicht offensichtlich ist). Dazu fiihren wir zunéchst die sog. Binomialkoeffizienten
ein. Man definiert 0! := 1 und fiir l € N

I':=1-2-...-1, Sprechweise: ,,l Fakultit”.
Firn e Nund £ =0,1,...,n definiert man
! n—1)-...-(n—k+1
(Z) = k!(nn— Al _n (n 1). 5 (nk +1) Binomialkoeffizienten.

Sprechweise: ,,n iiber k” oder ,,k aus n” wie beim Lotto 6 aus 49. Insbesondere gilt (g) =1.

Interpretation: (Z) ist die Anzahl der Moglichkeiten, aus n Elementen k Elemente
auszuwahlen, wobei es innerhalb der ausgewéihlten Elemente keine Hierarchie geben soll.
Bei ,,6 aus 49” kann man diese Anzahl so ermitteln: Bei der Auswahl der ersten Kugel gibt
es 49 Moglichkeiten. Bei der zweiten Kugel gibt es noch 48 Moglichkeiten (da die gezogene
Kugel nicht zuriickgelegt wird). Insgesamt gibt es also 49 - 48 - ... - 44 Moglichkeiten.
Allerdings hat man bei dieser Zéhlweise den Fall, dass erst die 3 und dann die 7 gezogen
wird und den Fall, dass erst die 7 und dann die 3 gezogen wird, getrennt erfasst. Wenn
es aber auf die Reihenfolge der Ziehung nicht ankommen soll (es geht nur darum, welche
Zahlen gezogen werden), fallen immer 1-2-...-6 = 6! Félle zu einem Fall zusammen. 6! ist
namlich die Anzahl der moglichen Reihenfolgen, in denen man die Elemente 1,2,3,4,5,6
anordnen kann. Beim Lotto ,,6 aus 49” gibt es also

49-48-...-44 (49
1-2-...-6  \6

Moglichkeiten.
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Nun wollen wir die Folge (3.8) nach oben abschétzen. Es gilt

ln
(1+3)
n
1+n1+n1+n1++n1
1/n 2 ) n? 3)n3 n/) nm

1 1—-1/n 1—-1/n)(1—-2/n 1—-1/n)(1—-2/n)-...-(1—=(n—1)/n
Ll imUyn A-ym-2m Q- n(-2/m)- (1= (= D/n)
1! 21 3! nl
<1 1 1 1 1
S +ﬁ+i+§+”'+ﬁ
1 1 1 1
<l4+ =4+ =+ + ...+

1! 22—1 23—1 2n—1

<irids(14ieie)=3
< 5 sty ) =3

Aus ,,wachsend” und ,,nach oben beschréinkt” folgt die Existenz von lim,,_, (1 + 2)".
Der Limes wird mit e bezeichnet, d.h.

n—o0

1 n
e := lim (1 + —) = 2,7182818... , Eulersche Zahl”
n

Die Zahl hat ihren Namen nach dem Schweizer Mathematiker Leonhard Euler (1707-
1783). Die Eulersche Zahl ist keine rationale Zahl.

Der Logarithmus von = zur Basis e wird als natiirlicher Logarithmus In(z) (loga-
rithmus naturalis) bezeichnet.

y=In(z) e =z

Satz 3.16. Fiir alle x € R gilt

lim (1 + E) =",
n—o00 n

Plausibilititserkldrung. 1. Fall: x = 0 ist klar, da 1" = 1 = €° fiir alle n € N.

(1+3) = (1 + n_}x)n/xr
nf

Mit n geht auch n/x gegen unendlich. Also konvergiert (1 + nL/x> gegen e. Wegen der

2. Fall: x > 0. Es gilt

n/z]*
Stetigkeit der Potenzfunktion konvergiert damit [(1 + %) } gegen €7,
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3. Fall: z < 0. Der Fall x < 0 kann mit der Approximation (1 + %)n R~ (H;)n auf

n

den Fall x > 0 zuriickgefiihrt werden. Da —z > 0 folgt aus Fall 2, dass (1 + %x)n —e "
fiir n — oo und damit

O

Satz 3.16 besagt, dass e* das Ergebnis zum Zeitpunkt 1 eines stetigen (kontinuierli-
chen) Wachstums mit ”"Rate” z ist. Rate = bedeutet, dass das proportionale Wachstum
in einer Zeiteinheit der Lénge % gerade ¥ betrigt.

Beispiel 3.17 (Stetige Verzinsung). Rechnet man einen jihrlichen Zinssatz von 4% li-
near in eine unterjihrliche Verzinsung um, d.h. bei n Verzinsungen betrigt der Zinssatz
bei jeder Verzinsung %22, so betrigt das Guthaben am Jahresende

(1 ; %)" (3.9)

n

was mit Satz 3.16 vm Grenzfall n — oo
e’ &~ 1.040811

ergibt. Im Grenzfall n — oo spricht man auch von stetiger Verzinsung. Die effektive
jahrliche Verzinsung wdre also etwa 4.0811% statt 4% ohne Zinseszinseffekt. Wegen der
Monotonie der Folge ((1 + %)n)neN ist der Effekt in (3.9) sogar noch kleiner als im
Grenzfall. Fiir n = 12, was einer monatlichen Verzinsung entspricht, gilt etwa

0.04\ 2
1+ —) =~ 1.0407.

Selbst bei einem Jahreszins von 10% wire wegen e®* = 1.105171 der Effekt noch gering.
Bei einem Zinsatz von 2% widre der Effekt, auch proportional zur Zinszahlung, noch viel
geringer: €%%% — 1 = 0.020201. Die Verzinsung von bereits erzielten Zinsgewinnen fillt
also im Vergleich zur Verzinsung des Startkapitals kaum ins Gewicht.

Die Umrechnung des Jahreszinses p in den gleich attraktiven Monatszins
&% scheint also eine recht gute Niherung zu sein.

Zinseszinseffekte fallen nur bei langfristigen Investments ins Gewicht (dort aber um
so drastischer !) oder bei unrealistisch hohen Zinssditzen: bei 100 % pro Jahr betrige die
effektive jihrliche Verzinsung bei stetiger Verzinsung bereits 171,82818% ).
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4 Differentialrechnung

Sei f: (a,b) - R, x € (a,b) und h > 0 mit = + h € (a,b). Ein Ma8 fiir das Wachstum
der Funktion f auf dem Intervall [z,z + h], ist das Verhéltnis aus dem Zuwachs des
Funktionswertes und der Lénge des Intervalls, also der Quotient

flx+h) = fx)
h

= ,,Steigung”.

Was ist aber das Wachstum, oder besser die Wachstumsrate, der Funktion ,,in” oder ,,bei”
x 7 Dazu lassen wir h, die Lange des Intervalls, gegen Null laufen.

Definition 4.1 (Differenzierbarkeit). f heifst differenzierbar in x, wenn

o f@+h) - f@)

h—0, hs£0 h

(4.1)

existiert — genauer: fir jede Folge (hy)nen mit hy, # 0 fir alle n € N aber lim,, o0 hy, = 0
konvergiert die Folge w (der Grenzwert hangt dann offenbar nicht von der kon-

kreten Folge (hy)nen ab, wieso ?).

f heifit differenzierbar, wenn es in jedem x differenzierbar ist. In diesem Fall nennt
man die Abbildung

i) 5 R oo lm flx+ h})l — f(x)

die Ableitung von f.

Bemerkung 4.2. Der Hinweis, dass in (4.1) h # 0 wird oft weggelassen, weil er selbst-
verstandlich erscheint. Der Quotient 0/0 ist namlich nicht definiert.

Ableitungen spielen im alltédglichen Leben eine wichtige Rolle

(1) Momentangeschwindigkeit: wenn x die Zeit ist und f(x) die bis zum Zeitpunkt =
zuriickgelegte Strecke.

(2) Grenzsteuersatz: wenn x das zu versteuernde Einkommen ist und f(z) die zu
zahlenden Steuern beim Einkommen z.

(3) Arbeitsproduktivitit: wenn x die geleisteten Arbeitsstunden sind und f(z) die
in den ersten x Arbeitsstunden produzierte Stiickzahl eines Gutes.

Fiir jedes = € (a,b) und m € R kann man durch die Gleichung
flx+h)= f(x)+m-h+ o(h) (4.2)

eine Funktion ¢ : (a,b) — R definieren. ¢ ist der Fehler der entsteht, wenn wir die
Funktion f durch die affin lineare Funktion h +— f(z) + m - h approximieren.
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Definition 4.3. f heifit linear approximierbar im Punkt xz, wenn es ein m € R gibt,
so dass fir die Funktion ¢ aus (4.2) gilt

tim 28 g, (4.3)

h—0 h

Der Approximationsfehler ist also fiir A nahe bei Null kleiner als |A].

Satz 4.4. f ist genau dann differenzierbar in x, wenn f in x linear approrimierbar ist.
Die lineare Approximation funktioniert (nur) mit m = f'(z).

Beweis. Bedingung (4.3) bedeutet, dass der Ausdruck
f(x+h) = f(x)

. -m
fir h — 0 gegen Null konvergiert. Dies ist dazu dquivalent, dass w gegen m
konvergiert. Letzteres bedeutet, dass f in z differenzierbar ist mit Ableitung f'(z) =
m. U
Satz 4.5. Fiir die Potenzfunktion f(z) := 2™ mitn € N gilt f'(z) = na"L.
Beweis. Fiir v € R und h # 0 gilt
O D » N ()
h h
(1 ek h
= h
> (1)
k=1
= na"t hz ") gy
k
k=2 )
—0 fiir -0
—0 na"? fir h -0
(mit der iiblichen Konvention (7) := 1). O

Satz 4.6. exp := exp, ist differenzierbar mit Ableitung exp’ = exp.

Beweis. 1. Schritt: Zunachst untersuchen wir die Differenzierbarkeit der Funktion im Null-
punkt, d.h. wir schauen uns den Ausdruck
exp(0 4+ h) —exp(0) _ exp(h) —1
h N h

(4.4)

fiir 4 nahe bei Null an. Fiir alle & > 0 gilt (1 +2)" =37 (1)1"* (%)k > 140k =1+h
und damit

n—00 n

exp(h) = lim (1+ﬁ) >1+h
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(wenn exp in 0 differenzierbar ist, muss die Ableitung dort also mindestens 1 sein). Fiir
die umgekehrte Abschitzung von (4.4), erstmal ja nur fir h > 0, benutzen wir, dass fiir
allen € Nund h € (0,1) gilt

A k(25)1—h”Jrl 1
CHEMIBIOIE <
k=0

und damit
h\" 1
exp(h) = lim (1 * g) 1o
Es folgt
(1+h)—1 <exp(h)—1 < = —1
h - h ~ h
bzw.
1<exp(h) 1< ﬁ—lz 1
- h - h 1—nh
Also
, exp(h) =1 ,
hal(},rrfl»o . =1 (rechter Limes). (4.5)
Mit der Beziehung
(-h)= — (4.6)
exp(—h) = :
P exp(h)

kann man den linken Limes im Nullpunkt auf den rechten Limes im Nullpunkt zuriickfiihren.
Es gilt ndmlich

e =1 we 1 — exp(—h)
h—}é?/lxo h - h—)lol,]:rfll<0 exp(h) h
B . exp(—h) — 1
= e P T
B , exp(h) — 1
N hﬁl(},nlll>0 exp(=h) h
B . exp(h) — 1
= exp(0) h—}(%,nll»o h
@
Zusammen mit (4.5) folgt
iy SR L
h—0, h=0 h



exp ist also im Nullpunkt differenzierbar mit exp’(0) = 1.

2. Schritt: Sei x € R beliebig. Aus exp(x + h) = exp(x) exp(h) folgt

h) — h)—1
lim exp(@ + ) — exp(z) = lim exp(x)ieXp( )
h—0, h=0 h h—0, h#£0 h
_ exp(h) — 1
— 1 it 0 S
exp(r), fm —
1. Schritt
= exp(x).
O
Bemerkung 4.7. Aus ™" = a®a" und a" = "™ folgt, dass
. a*th — ¢® . a — 1
lim —— = a im
h—0, h#£0 h h—0, h#0 h
' ehln(a) -1
= a® lim
h—0, h#£0 h
ehln(a) -1

= @),

e —1
= | li
a*In(a) h%é,n’]ll;ﬁo h

Satz 4.6 a®lIn(a).

Die Funktion f(x) = a® hat also die Ableitung f'(x) = In(a)a”. Dies belegt nochmals die
besondere Bedeutung der Basis e bei der Exponentialfunktion, da bei a = e der Vorfaktor
gerade verschwindet.

Bemerkung 4.8. Die Exponentialfunktion hat also die Figenschaft, dass die Zuwdchse
proportional zum aktuellen Wert der Funktion sind. Das Wachstum ist also um so stdrker
je grofler der Ausgangswert. Viele reale Phdnomene besitzen diese Eigenschaft. Etwa das
Bevilkerungswachstum, die Ausbreitung einer Infektionskrankheit, Vermehrung des Gut-
habens bei festen Zinsen, . ..

Satz 4.9. Die Funktionen sin und cos sind differenzierbar mit
. / .
sin' =cos wund cos = —sin.

Beweis. 1. Schritt: Zunéchst zeigen wir, dass sin und cos im Nullpunkt differenzierbar sind
mit Ableitungen 1 und 0. Geometrische Uberlegungen am Einheitskreis (vgl. Abbildung 8)
liefern die Ungleichungen |sin(h)| < |h| und |tan(h)| > |h|. Es folgt

tan(h)
h

sin(h) — sin(0) <1

h) <
cos(h) < - <

cos(h) =
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Da cos(h) — 1 fir h — 0, folgt

d.h. sin ist im Nullpunkt differenzierbar mit sin’(0) = 1 = cos(0). Fiir den Cosinus liefern
geometrische Uberlegungen am Einheitskreis (vgl. Ubungsaufgabe 6) die Abschétzungen

0 < (1 —cos(h))? +sin®(h) < h?, fiir alle h € (—7/2,7/2).
Es folgt 1 > cos(h) > 1 — %2 und damit

S osth) =1 b fiir alle 1 € (0,7/2)

0> ) -
- h -2
bzw.
h)—1 h
0 cos(”) < ——, firalle h € (—7/2,0).
h 2
Dies ergibt
. cos(h) —cos(0)
i S — =9

d.h. cos ist im Nullpunkt differenzierbar mit cos’(0) = 0 = —sin(0).

2. Schritt: Die allgemeine Aussage folgt nun aus den Additionstheoremen (1.4) und
(1.5). Fur z € R gilt

% [sin(z + h) —sin(z)] = % [sin(z) cos(h) + cos(x) sin(h) — sin(x)]
. cos(h) — 1 sin(h) — 1
= sm(:v)T + cos(a:)T

—  sin(x) - 0+ cos(x) - 1

= cos(x)

und

1 . .
5 [cos(x) cos(h) — sin(z) sin(h) — cos(x)]

cos(h) — 1 sin(h)
h h

cos(z) - 0 —sin(x) - 1

1
5 [cos(z + h) — cos(x)]

= cos(z) — sin(x)

= —sin(x).
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A Anhang (kein Bestandteil der Vorlesung)
A.1 Zahlen

Im Anhang befindet sich Stoff, der entweder Wiederholung aus der Elementarmathema-
tik I ist oder als Hintergrundinformation niitzlich sein kénnte. Er ist kein Bestandteil
der Vorlesung.

e natiirliche Zahlen: N ={1,2,3,...} (braucht man zum Zahlen)

ganze Zahlen: 7Z ={0,1,—-1,2,-2,3,-3,...}

rationale Zahlen: Q = {Brﬁche Emit peZund g € Z\ {0}}

reelle Zahlen: R = Kontinuum zu den rationalen Zahlen (entsteht aus Q nach
SchlieBung der ,,Liicken”)

e komplexe Zahlen: C kommt spéter ...
Es gilt
NCNyCcZcCcQCcCR.

Beispiel A.1. /2 ist keine rationale Zahl, d.h. es gibt kein g € Q mait
2
O
q

Pt =24¢% (1.7)
(1.7) kann nicht erfiillt sein, da die Hiufigkeiten, mit der die 2 die Zahlen p* und ¢* teilt,
beide gerade sind (2 teilt p* doppelt so oft wie sie p teilt) und die Hiufigkeit, mit der die
2 die Zahl 2¢* teilt ungerade ist (2 teilt die Zahl 2¢* einmal mehr als sie ¢* teilt).

oder dquivalent keine p,q € Z mit

A.2 Vollstandige Induktion

Der Beweis durch vollstidndige Induktion ist ein wichtiges Hilfsmittel in der Mathema-
tik. Er kann auf Probleme folgender Art angewandt werden. Fiir jedes n soll A(n) eine
mathematische Aussage sein. A(n) kann wahr oder falsch sein (abhingig von n). Nun
wollen wir beweisen, dass alle Aussagen A(1), A(2), A(3),... wahr sind.
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Beispiel fiir die Aussage A(n):

1)(2n + 1
iyt Lt lntl) (1.8)

~~ 6
== k2

Die Aussage (1.8) ist fiir alle n € N wahr. Ein direkter Beweis dafiir, etwa durch nachrech-
nen, erscheint aber schwierig (fiir ein einzelnes n ist dies natiirlich, gegebenenfalls unter
Zuhilfenahme eines Computers, moglich).

Die Aussage ist aber zum einen fiir n = 1 offensichtlich, da 12 = WHDELED - 7ym
anderen ist der Zusammenhang zwischen der Aussage A(n) und er Aussage A(n + 1)
(fiir irgendeine natiirliche Zahl n) recht leicht zugénglich. Vergleicht man némlich den
Ausdruck auf der linken Seite von (1.8) fiir n 4+ 1 und fiir n, so ist die Differenz offenbar
(n+1)? (der letzte Summand, der bei n+ 1 noch hinzukommt). Bildet man die Differenz
der Ausdriicke auf der rechten Seite von (1.8) fiir n + 1 und n so erhélt man ebenso

n+1)(n+2)2n+3) n(n+1)2n+1) (n+2)2n+3) —n(2n+1)

_ — 1
6 6 (n+1) 6
22 +Tn+6-—2n%>—n
= (n+1)
6
= (n+1)>%

Dies bedeutet folgendes: wenn fiir ein bestimmtes n die Aussage A(n) richtig ist, dann
ist fiir dieses n auch die Aussage A(n+1) richtig.

Damit kann man aber sukzessive argumentieren: von A(1) weifl man, dass es stimmt.
Dann muss aber auch A(2) stimmen. Dann auch A(3) usw. Aussage (1.8) ist also fiir alle
natiirlichen Zahlen n richtig. Dieses Beweisprinzip nennt man vollsténdige Induktion. Wir
schreiben es etwas formaler auf:

Beweisprinzip der vollstindigen Induktion:

Sei A(n) fiir jedes n € N eine Aussage (die abhéngig von n richtig oder falsch sein
kann). Um die Richtigkeit von A(n) fiir alle n € N zu beweisen, geniigt es zu zeigen:

(TA) A(1) ist richtig (Induktions-Anfang)

(IS) Fiir jedes n € N gilt: Falls A(n) richtig ist, dann ist auch A(n + 1) richtig
(Induktions-Schritt)

A.3 Bolzano-Weierstraf3

Satz A.2 (Bolzano-Weierstraf}). Jede beschrinkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.
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Beispiel A.3. Die Folge
(an)nEN - (17 -1, 1,-1,1,.. )

ist offenbar nicht konvergent (wegen |a,i1 — a,| = 2 fir alle n € N ist (a,)nen keine
Cauchy-Folge). Allerdings besitzt (an)neny konvergente Teilfolgen, z.B. (1,1,1,...), die
aus n; = 1,n9 = 3,n3 = 5,... entsteht.

Beweis. Sei (ay)nen eine beschrankte Folge. Es existieren also A, B € R, so dass die Folge
im Intervall [A, B] liegt, d.h.

a, € [A,B], VneN.

1. Schritt: Wir wollen eine Folge von Teilintervallen [Ay, Bi], k = 1,2,3,..., von [A, B|
konstruieren, d.h. A < Ay < B, < B, so dass fiir jedes k unendlich viele Folgeglieder a,,
in dem Teilintervall [Ay, Bg] liegen. Setze A; := A und B := B.

Sind im Intervall [Al, @} unendlich viele Folgeglieder, d.h. a, € [Al, @} fiir
unendlich viele n, dann setzt einfach Ay := A; und By := @. Liegen hochstens endlich
viele Folgeglieder in [Al, @}, dann miissen unendlich viele Folgeglieder in [%, Bl}
liegen (andernfalls gébe es insgesamt nur endlich viele Folgeglieder !) In diesem Fall setze
Ay = # und B; := Bj. In beiden Féllen hat man ein halb so langes Intervall gefunden

in dem unendlich viele Folgeglieder sind. Fahre so sukzessive fort, d.h.

Ap, 2EBe] wenn a, € [Ay, 2:5Bx] fiir unendlich viele n
e { [ T

fir £ = 1,2,3,.... Die so konstruierten Intervalle [Ay, By], ¥ = 1,2,3,... haben die
Eigenschaft, dass

[Ak, B] C [Ag—1, Be1] C ... C [Ag, By] C [A1, By,

Bk—Ak: (Bk—l_Ak—l) =...= Q,C%I(B—A) und

1
2
a, € [Ag, By], fiir unendlich viele n € N.

2. Schritt: Wir mochten eine Teilfolge (a,, )ren konstruieren mit
an, € [Ax, By] fiir alle k € N. (1.9)

Wiéhle dazu ny := 1. ny ist die kleinste natiirliche Zahl n > 1, so dass a,, € [As, Bs]. Ist ny
damit konstruiert, wihle ns als die kleinste natiirliche Zahl n > ns, so dass a,, € [As, B3]
(da es nur endliche viele n mit n < ng, aber unendlich viele n mit a, € [As, Bs] gibt,
existiert eine solche Zahl n3). Féahrt man sukzessive so fort, ist eine Teilfolge mit Eigen-
schaft (1.9) konstruiert.

3. Schritt: Wir missen nur noch zeigen, dass die konstruierte Teilfolge (a,, )ren eine
Cauchy-Folge ist (wegen der Vollstédndigkeit von R (!) konvergiert sie dann tatséchlich).
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Sei ¢ > 0. Wihle N € N so groB, dass 2-®¥~V(B — A) < e. Nach Konstruktion von a,,
und der Intervalle gilt

Qp, € [Ak,Bk] C [AN,BN], Vk > N. (110)
Da By — Ay =2~ W=D(B — A) < ¢ folgt aus (1.10)
|a'nk2 _ank1| < By —An <e, Vki,ky > N.

Dies bedeutet, dass (an, )ren eine Cauchy-Folge ist. Wegen der Vollstandigkeit von R
existiert ein @ € R mit

Qn, — a, k — 00.

k

A.4 Supremumsprinzip

Satz A.4. [Supremumsprinzip] Jede nach oben beschrinkte Menge M C R mit M # ()
besitzt eine kleiste obere Schranke in R, das Supremum von M, das wir mit sup M
bezeichnen. Dies bedeutet, dass

(1) x <sup M fiir alle x € M (sup M ist obere Schranke)

(2) Fir alle y € R mit y > x fir alle x € M gilt auch y > sup M (Minimalitit von
sup M ).

Es gibt eine Folge (T,)nen aus M mit x,, — sup M fiir n — oc.

Analog besitzt jede nach unten beschrinkte Menge M C R mit M # () eine gréf3te un-
tere Schranke in R, das Infimum von M, das wir mit inf M bezeichnen. Dies bedeutet,
dass

(1) x > inf M fiir alle v € M (inf M ist untere Schranke)

(2) Fir alle y € R mit y < z fir alle x € M gilt auch y < inf M (Mazimalitit von
inf M)

Es gibt eine Folge (T,)nen aus M mit x,, — inf M fiir n — oo.

Definition A.5. y € M heifst Maximum der Menge M, wenn y > x fir alle x € M.
Wir bezeichnen das Maximum mit max M.

y € M heifit Minimum der Menge M, wenn y < x fiir alle x € M. Wir bezeichnen
das Minimum mat min M.
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Bemerkung A.6. Nicht jede nichtleere und nach oben beschrinkte Menge besitzt ein
Mazimum (aber ein Supremum !) Wenn ein Mazimum existiert, also einy € M, das obere
Schranke von M ist, dann ist y zwangsliufig die kleinste obere Schranke von M (day €
M ja selber von jeder oberen Schranke von M dominiert werden muss) und damit gleich
dem Supremum von M. Man sagt in diesem Fall, dass das Supremum angenommen
wird, d.h. die kleinste obere Schranke der Menge ist selber Element der Menge.

Der Zusammenhang zwischen Minimum und Infimum ist analog.

Beispiel A.7. Das Supremum der Menge M == {x e R| —1 <z <1} = (—1,1) ist
offenbar sup M =1 aber 1 ¢ M. Die Menge M besitzt also kein Mazimum.

Beweis von Satz A.4. Es geniigt, die Aussagen mit dem Supremum zu beweisen. Die Aus-
sagen zum Infimum beweisen sich analog. Der Beweis des Satzes beruht auf einer &hnlichen
Intervallschachtelung wie der Beweis des Satzes von Bolzano und Weierstraf.

Sei x € M und b eine obere Schranke von M (also grofer als jedes Element von M).
Mit Ay := 2 und By := b ist [A;, By| unser Startintervall. Ein hochstens halb so langes
Intervall [Ay, Bs] konstruieren wir nun wie folgt

A - {Al, Wenn@ZxﬁirallexeM
9 =

> % und aus M, wenn ein x € M existiert mit x > @

und

B, . {%, wenn AEBL > g fiir alle z € M
g 1=

By, wenn ein x € M existiert mit x > %

Es gilt By— A, < %(Bl —Ay). By ist wieder eine obere Schranke mit By < By und As € M.
Verfahrt man so weiter, d.h.

A Ay, wenn % > g fir allex € M
ol =
2

> % und aus M, wenn ein x € M existiert mit x >

und

AetBe  wenn A:EBe > 4 fiir alle € M
B P 2 ) 2
k1 =

By, wenn ein x € M existiert mit x > —A’“JQFB’C

erhélt man eine wachsende Folge
A< A< A3<...eM
und eine fallende Folge

By > By > B3 > ... (obere Schranken von M)
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fiir die gilt B, — A, < (By—A;)2~""V. Satz 2.16 impliziert, dass beide Folgen Grenzwerte
besitzen A := lim,_,o A, und B := lim,_,o B,. Aus 0 < B, — A, < (B; — A;)2~ "V
folgt lim,, oo (Bn — A,) = 0 und mit Satz 2.9 A = B.

Offenbar ist dieser Grenzwert A (=B) die kleinste obere Schranke der Menge M. Zum
einen ist A eine obere Schranke. Nehme dazu an, es géibe ein x € M mit x > A. Dann
wiirde ein € > 0 existieren, so dass x > A + . Dies ist aber ein Widerspruch zu B,, > x
fiir alle n € N und B,, —+ A. Zum anderen ist A die kleinste obere Schranke. Da A, € M
muss nahmlich fiir jede obere Schranke y gelten, dass y > A,,. Da A,, — A impliziert dies
y > A. O

A.5 Extrema

Satz A.8 (Satz vom Maximum und Minimum). Jede stetige Funktion f : [a,b] — R
auf einem abgeschlossenen Intervall [a,b] ist beschrinkt (d. h. es ezistiert ein K € R mit
|f(x)] < K fiir alle z € [a,b]) und es gibt Punkte Tyax € [a,b] und zynm € [a,b] in denen
f sein Maximum bzw. Minimum annimmt (d.h. f(z) < f(Tmax) und f(x) > f(Tmm) fir
alle © € [a,b]).

Beweis. Beschrianktheit: Wire f unbeschrinkt, dann gibe es eine Folge (x,)nen auf
la,b] mit |f(z,)| > n fur alle n € N. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl gibt es eine
Teilfolge (2, )ken von (T, )peny mit x,, — xo fir & — oco. Offenbar muss x, auch in [a, b]
liegen (g > b+ ¢ oder xy < a — ¢ fiir ein € > 0 konnte man sofort zu einem Widerspruch
fithren). Da f stetig ist, folgt

lim f(zn,) = f(w0)

k—o0

was | f(z,)| > n fir alle n € N widerspricht.

Existenz eines Maximums: Die Menge M := {y € R | es existiert ein = € [a,b] mit f(z) =y},
die auch als Bild der Abbildung f bezeichnet wird, ist nach dem ersten Teil des Beweises
nach oben beschrinkt. Mit Satz A.4 existiert das Supremum sup,, € R der Menge M und
lasst sich durch eine Folge (f(x,,))neny mit 2, € [a,b] approximieren, d.h.

f(z,) — sup M.

(2n)nen besitzt nach dem Satz von Bolzano-Weierstra$l eine Teilfolge (x, )geny mit x,, —
xg, k — oo, fiir ein xy € [a,b]. Da f stetig ist, folgt

f(xn,) = f(xo), Kk — 0.

Damit ist f(xg) = sup M, d.h. f nimmt sein Maximum in x, an.

Der Beweis der Existenz eines Minimums verlduft genauso. O

46



B Anhang zu Potenzfunktionen (kein Bestandteil der
Vorlesung)

B.1 Potenzen 21
Fiir ein beliebiges € R und n € N definiert man

ti=gexe (2.1)
—

n mal

Fiir x # 0 und n € Z definieren wir

" fiurn > 1 wie in (2.1)
2"i=q 1 flrn=0
fir n < —1 Nenner wie in (2.1)

zInl
Offenbar gelten die Potenzgesetze
(xy)" = 2"y", 2" =2"2" und 2™ = (2")" Vz,y €R, n,m € Z (2.2)
(wenn n < 0 oder m < 0, dann wird z # 0 vorausgesetzt)

Ziel: Erweiterung dieser Definition fiir alle r € R statt n € Z.

Was ist, wenn der Exponent keine ganze Zahl ist ? Wie ldsst sich z.B. 7%/3 deuten ?
Nimmt man in der Gleichung

z="73
beide Seiten hoch 3, so folgt bei weiterer Giiltigkeit der Potenzgesetze (2.2)
x3 — (72/3)3 — 72/3-3 — 72 — 49,

x ist also die Zahl, die man dreimal mit sich selber multiplizieren muss, um 49 zu erhalten.
x liegt offenbar zwischen 3 und 4, da

3:3-3=27T<49<64=4-4-4.
Auf diese Art kénnen wir 29 fiir alle x > 0 und ¢ € Q definieren. Hierfiir definieren
wir zunéchst fiir x > 0 und m € N die m-te Wurzel (analog zur Quadratwurzel) durch

Y™ .= t/z = eindeutige positive Losung y der Gleichung y™ = z. (2.3)
/™ ist also die Zahl, die man m-mal mit sich selber multiplizieren muss, um den Wert
x zu erhalten. Nach dem Zwischenwertsatz angewandt auf die stetige Abbildung y — y™
existiert ein solches y. Eindeutigkeit folgt aus strikter Monotonie der Abbildung y +— y™
(Aus 2™ = y™ folgt z = y. Somit kann es nicht zwei Losungen obiger Gleichung geben.)
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Fir z > 0 und ¢ € Q mit ¢ =n/m, n € Z, m € N, definieren wir dann
27 = {/z" ;= (2")Y/™ = eindeutige positive Losung y der Gleichung y™ = z™. (2.4)

x™/™ ist also die Zahl, die man m-mal mit sich selber multiplizieren muss, um den Wert z"
zu erhalten. Wir miissen noch zeigen, dass die Definition in (2.4) iiberhaupt Sinn macht,
d.h. z"/™ wohldefiniert” ist. Damit (2.4) wohldefiniert ist, muss fiir zwei verschiedene
Darstellungen von ¢ € QQ, sagen wir

qg=mn1/my =ng/my, ny,ng €7Z, my,my €N, (2.5)

die rechte Seite von (2.4) den gleichen Wert liefern. Dies rechnet man aber schnell nach:
nehme dazu die Losung y der Gleichung

y™ =™ (2.6)
und die potentiell von y verschiedene Losung z der Gleichung

2" =" (2.7)
Aus nymg = noymy und den Potenzgesetzen (2.2) fiir rationale Exponenten folgt

2.6)

mime __ (yml)ﬂ’LQ (: 2.7)

y (xm)m2 — MMz — pnem1 (l,m)nn (: (Zm2)m1 — mume (2.8)

(2.8) impliziert, dass z = y. Damit ist es egal, ob man 29 iiber (2.6) oder (2.7) definiert.

Satz B.1. Es gelten fir alle x,y > 0 und a,b € Q die Potenzgesetze

(zy)* = a"y* (2.9)
l,a-i—b — l‘aZL'b
xab _ (xa)b

Beweis. Seien a,b € Q, d.h. a = g und b = £ mit p,r € Z und ¢, s € N. Die reelle Zahl z*
ist nach Definition (2.4) Losung der Gleichung

() = aP.

Analog ist die reelle Zahl y* Losung der Gleichung

Multipliziert man die linken und die rechten Seiten beider Gleichungen miteinander so
erhélt man

() (y")" = x"y"
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Mit den Potenzregeln fiir ganzzahlige Exponenten folgt hieraus
(x%y")* = (xy)”
Die Zahl %y ist also Losung der Gleichung, die (xy)® erfiillen muss. Also gilt (2.9).
Des weiteren gilt
L _ P (2.2) ¢/ gpigra (2.9) /aps /i = gt — phat = pagb,

2% = g ist die Losung y der Gleichung

TR (2.10)
Wir miissen also zeigen, dass

p

@) = ()% = {f (v
auch Losung von (2.10) ist. Dies gilt aber, da
|2 () | = [war] e [va] " () = oy -

O

Satz B.2. Seiz > 0 und a,b € Q mit a < b. Wenn x > 1 dann gilt 2* < x2° und wenn
x < 1 dann gilt x* > x°.

Beweis. Seien a = £ und b = £ mit p,7 € Z und ¢, s € N. Man stelle die rationalen Zahlen
durch Briiche mit gleichem Nenner dar. D.h a = Z—Z und b = %. Die Zahl x® ist Losung
der Gleichung

(29)%° = gP*
und die Zahl z° ist Losung der Gleichung

(%)% = 279,
Wegen a < b gilt ps < rq.

Fall x > 1: Es folgt 2P* < 2"9. Da die Abbildung y — 3% auf y € [0, 00) monoton
wachsend ist (Beweis z.B. iiber Induktion nach dem Exponenten) folgt 2% < a°.

Fall x < 1: Es folgt 27° > 2. Analog folgt 2 > z°.
]

Satz B.3. Seien 0 <z <y und a € Q. Wenn a > 0 dann gilt z* < y* und wenn a < 0
dann gilt x* > y®.
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Bewers. Sei a = o mit p € Z und q € N. Die Zahl z¢ ist Losung der Gleichung
(@)t =a?

und die Zahl y* ist Losung der Gleichung
(y*)" = y".

Fall a > 0: Dies bedeutet p > 0 und damit z? < y?. Da die Abbildung z — 29 auf
z € [0, 00) monoton wachsend ist, folgt 2% < y.

Fall a < 0: Dies bedeutet p < 0 und damit x? > y”. Analog folgt x® > y°.

B.2 Potenzen 2"

Wir haben also Potenzen fiir rationale Exponenten definiert und ein paar interessante Fi-
genschaften von z¢ kennengelernt. Nun muss man nur noch die auf QQ definierte Abbildung
q — x? auf ganz R |, fortsetzen”. Da jede reelle Zahl r ein Grenzwert einer Folge (¢, )nen
rationaler Zahlen ist und 29" bereits definiert ist, erscheint dies machbar zu sein. Wie man
das genau macht, ist in diesem Abschnitt beschrieben. Aus Zeitgriinden werden wir das
aber iiberspringen (ist also fiir diese Veranstaltung nicht relevant).

Satz B.4. Seia > 0 und (’q’—") eine Folge aus Q mit ’q’—” — 0 fiir n — oo. Dann gilt
neN n

n

o .
am — 1 flir n — oo.

Beweis. Der Fall a = 1 ist offensichtlich, da 1am = 1. Betrachte den Fall a > 1.

(Widerspruchs-) Annahme: Z_: — 0, aber am konvergiert nicht gegen 1. Wie tiblich
wahlen wir p,, € Z und ¢, € N.

Dann gibt es ein ¢ € (0,1) und eine Teilfolge (n)reny mit entweder

Pry
a™ >14¢, VkeN (2.11)
oder
m
a™ <1-—¢, VkeNlN. (2.12)

In beiden Féllen gilt p,, # 0 fiir alle & € N, da a® = 1. Wegen a > 1 gilt bei (2.11),
dass Z& > 0 (d.h. p,, > 0) und bei (2.12), dass Iq)ﬂ < 0 (d.h. p,, < 0) (folgt z.B. aus
ng "k

Satz B.2). Bei (2.11) gilt folglich

i

Pry,

— 0OQ.
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Dies fiihrt zu folgendem Widerspruch

by pnTZ Satz B.3 Ing
a=|a™ > (14¢e)™ — o0, k— oc. (2.13)
Bei (2.12) gilt
e 5 oo,
Dy,

Dies fiihrt zu folgendem Widerspruch

an

Prg \ pny, Satz B.3 ang 1
a=(a" > (l-¢gm =———F——00, k- o0 (2.14)
n
(1—-¢)

Pnk
Damit ist die Aussage fiir a > 1 bewiesen.

Der Fall a < 1 geht analog. Nur dass man hier bei (2.11) Iq)ﬂ < 0 hat und den Wider-
ng
spruch

Py \ bny any 1
a=a™ <(l4e)m =——"——=0, k— oo
g
(1+¢)

Pny,

zﬂ > ( und man erzeugt den Widerspruch
"k

erzeugt. Bei (2.12) gilt stattdessen

ang
any

P\ g e
a=|am <(l—¢g)» —0, k— oo.

O

Nun kommen wir zum letzten Schritt, der Definition von z” fiir z > 0 und ein beliebiges
reellwertiges 7. Zwar muss 7 nicht in Q sein, es ldsst sich aber durch eine Folge (a,)nen
aus Q approximieren, d.h. a,, — r fiir n — oco. Die Idee ist, 2" als den Limes von x%»
zu definieren (2% haben wir ja soeben definiert !). Damit das geht, miissen zwei Dinge
erfiillt sein

(1) Die Folge (2 ),en muss konvergieren.

(2) Fir alle Folgen (an)nen aus Q mit a,, — r, ist der Grenzwert der Folge (2%"),en
gleich.

Ohne (2) wiirde lim,, o, 2% von der Wahl der approximierenden Folge (a,,),en abhdngen
und von denen gibt es natiirlich beliebig viele. Um x" definieren zu konnen, miisste man
zu jedem r eine approximierende Folge auszeichnen (etwa die Folge in Beispiel 2.17), was
konzeptionell unschén wére und das Arbeiten mit der Funktion r — x" erschweren wiirde.
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Wenn dagegen (1) und (2) erfiillt sind, ist bereits klar, dass fiir den Spezialfall, dass
r € Q, 2" mit der alten Definition in (2.4) iibereinstimmt. Die konstante Folge (r,r,r,...)
approximiert namlich r.

Wir koénnen eine monoton wachsende Folge (ay,),en von rationalen Zahlen wihlen mit
Ay, —> T, N —00
(die Folge konvergiert also von unten gegen r). Fiir x > 0 definiere

2" = lim 2" (2.15)

n—o0

Eine solche Folge existiert und der Grenzwert existiert nach Satz 2.16, da die Folge (z%)
nach Satz B.2 fiir x > 1 monton wachsend und fiir z < 1 monoton fallend ist.

neN

Wir wollen noch Eigenschaft (2) zeigen, d.h. der Ausdruck lim,,_,, 2% darf nicht von
der konkreten Folge abhéingen, mit der wir x approximieren. Sei (b, ),en eine weitere Folge
mit b, — r. Wir setzen keine Monotonie dieser weiteren Folge voraus. Es gilt b, —a,, — 0
und mit Satz B.4 folgt

P = gt s 1. lim 2%,

n—oo

Wir definieren also fiir alle z > 0, r € R

" = lim z*
n—o0

und 0" := 0 fir » > 0.

Definition B.5 (Exponentialfunktion). Sei a > 0. Die Ezponentialfunktion exp, ist de-
finiert durch

exp, : R = R, x +— exp,(z) = a”.

Satz B.6. exp, st stetig. Fiir a > 1 ist exp, monton wachsend und fir a < 1 monoton
fallend.

Beweis. 1. Monotonie: Seien x1, x5 € R mit xy < z5. Approximiere x; und xs durch zwei
Folgen (21, )neny und (z2,)nen von rationalen Zahlen. Da x; < x5 konnen die Folgen so
gewdhlt werden, dass z1, < x3, fiir alle n € N. Mit Satz B.2 folgt a®*» < a®*" fiir a > 1
bzw. a*» < a*?m fiir a < 1. Es folgt

a® = lim a**" < lim a**" = a*?, fira>1
n—oo n—oo

und

a® = lim o™ > lim a®*" = a*?, fira<1.
n—oo n—oo

2. Stetigkeit: Sei x € R. Nach Konstruktion gilt fiir alle Folgen (z,,)neny € Q mit z,, — z,
dass a™ — a®. Wegen der Monotonie (auf R) aus dem ersten Teil des Beweises folgt die
Aussage auch fiir beliebige Folgen (z,,)neny C R. Damit ist exp, stetig. O
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Satz B.7. Es gelten fiir alle x > 0 und a,b € R die Potenzgesetze

2T = g (2.16)
und

% = (2%)°. (2.17)

Beweis. Approximiere a und b in (2.16) durch rationale Folgen (ay,)neny und (by,)nen. a+0
wird dann durch a,, + b, approximiert. Aus der entsprechenden Gleichheit in Satz B.1 fiir
rationale Zahlen folgt

. Satz B.1 ;. . .
20T = 1im g%t DL lim z% 2% = ( lim 2% lim 2% ) = 2%2°.
n—o00 n—o00 n—o00 n—o00

(2.17) ist etwas diffiziler. Mit den Folgen wie oben und Satz B.1 gilt
(zo)bm = gbm  Yp m € N.

Nun ldsst man zunéchst a,, gegen a laufen (bei festem b,,). Nach Definition gilt 2% — z*
fiir n — oo und wegen der Stetigkeit der Wurzelfunktion gilt

()P = (@), = o, (2.18)
Es folgt
xp, steti : e Stet
xab exp, ie ig lim  lim xanbm — lim lim (xan)bm (2:18) 1 (xa)bm [S> 4 :S etig (xa)b.
M—00 N—00 M—00 N—00 m—00
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